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Resumen

Este articulo tiene como objetivo exponer que las ideas expuestas en los Fundamentos de la
Aritmética de Frege no son tan elementales como se podria esperar del nombre del libro. En dicho
documento, aparecen discusiones fundamentales que plantea Frege al reconocer que en su época
no es muy claro lo que se entiende por numero. Ademads, expone varias definiciones y/o opiniones
de filosofos como Kant y mateméticos como Leibniz. A partir de dichas opiniones y de su anélisis
critico construye su concepto de niimero, mostrandole a el lector la importancia de la relacién
inquebrantable entre matemaéticas y filosofia.
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1. Introducciéon

Cuando el adjetivo elemental aparece en un discurso, su significado parece ser aseveraciéon simple.
Sin embargo, esto no es asi. Pues, es s6lo una cualidad de las varias aserciones que ofrece la expresion
mencionada. La real academia de lengua espanola (RAE) propone otros adjetivos a la misma expresion:
“1. Perteneciente o relativo a un elemento. 2. Fundamental, primordial. 3. Referente a los elementos o
principios de una ciencia o arte” [12]. De hecho, las anteriores cualidades no estan lejos de aparecer
en las Matematicas. Por ejemplo, la obra FElementos atraviesa los anteriores adjetivos. En el primer
caso a la Geometria griega. Como segundo caso, puede asociarse al hecho de que fue enseniado en las
escuelas. Por tltimo con los postulados del Libro 1.

Durante mucho tiempo se guardé la esperanza de que la Geometria Euclidiana posefa fundamentos
solidos, y que sus verdades iban acorde a una representacion real de la naturaleza. Sin embargo, este
paradigma cambid, es decir, la Geometria esbozada en FElementos ya no tiene el mismo estatus que
sostuvo durante veintidos siglos. Esto es debido al postulado V' que sostiene un vinculo entre la teorfa
de las lineas rectas paralelas y el infinito en potencia y acto; dicha teoria encontré posteriormente en
mateméaticos como: Carl Gauss (1777-1845), Janos Bolyai (1802-1860) y Nicolai Lobachevsky (1792-
1856) interpretaciones que chocan con la intuiciéon espacial que poseemos y que las mismas nos daban
por verdaderos en la escuela. Dichas interpretaciones son consecuencia de una larga historia sobre
la independencia del quinto postulado respecto a los otros cuatros postulados. Esto provocod que las
“verdades” de la geometria euclidiana en las que descansaba el fundamento para comprender el mundo
sensible [1], perdieran ese rotulo y se acentuaran méas las dudas sobre el corpus matemético que tenia
el rotulo de Geometria.

Este hito tuvo otra consecuencia en el &mbito matemético, y es debilitar las entidades matematicas, en
otras palabras, quedar sin fundamentos, debido a que la geometria proporcionaba hasta ese momento
la seguridad de la existencia de dichos objetos [1], por lo que se tuvo que buscar teorias matematicas
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que volvieran a darle un estatus de seguridad a toda la matematica construida hasta ese momento.
Gauss,uno de los referentes matematicos de aquel entonces, propuso que en la Aritmética quiza estaba
la solucién al fundamento de las Matemaéticas, y por ende recuperar el estatus de la verdad desestabi-
lizada del momento [6]. Asi, es el momento de la historia de las Matematicas en el que va aparecer el
protagonista Gottlob Frege.

Gottlob Frege (1848-1925) quien estuvo afin de la propuesta gaussiana, not6 que él problema era ain
mayor, senalando que los matematicos de su época no sabifan de lo que hablaban ni atn nivel “ele-
mental” ([5]; [16]). A partir de ese hecho, Frege dedico su vida a entender lo que eran los ntmeros
y en la obra Fundamentos de la Aritmética propone una respuesta a la cual Bertrand Russell (1892-
1970) le da un mérito importante: “La pregunta ;jqué es un ntmero? se ha planteado con frecuencia,
pero solo en nuestros dias se le ha dado una respuesta correcta. La respondié Frege, en 1884, en sus
Grundlagen der Arithmetik” 14, p. 19]. Esta obra es trascendental por dos hechos. Por un lado, Frege
se tomo el trabajo de hacer visible al lector el concepto del ntimero y/o de la Aritmética acudiendo a
otros autores como: Leibniz, Newton, Baumman, Grassman, Schroder, pues no queria tener los mismos
errores cuando publicéd su primera obra titulada Conceptografia [16], puesto que, segiin Stepanians, M.
[16] “un critico influyente de la conceptografia habia objetado que Frege ignoraba el trabajo de otros
investigadores y es evidente que él no quiso exponerse de nuevo a ese reproche” [p. 48]. Por otro lado,
Frege estableci6 su concepto de niimero bajo tres reglas, las cuales se hacen visibles en sus ideas:

hay que separar tajantemente lo psicologico de lo 1égico, lo subjetivo de lo objetivo;

el significado de las palabras debe ser buscado en el contexto de todo el enunciado, nunca
en palabras aisladas;

hay que tener presente la diferencia entre concepto y objeto. |2, p. 20]

La premisa principal de esta obra es exponer la tesis logicista: “La aritmética es reducible a la logica”
y expone como es posible llegar a ella, mediante el concepto de ntiimero como objeto 16gico. En medio
del desarrollo de su obra, Frege reacciono6 reaccioné respecto de dos tendencias filosoficas opuestas, la
Kantiana (intuicion-razon) y el Empirismo de Mill.

2. Fundamentos de la Aritmética

John Stuart Mill (1806-1873) propuso que la nocién de nimero, se adquiere como resultado de
hacer semejanzas y agrupaciones de objetos del mundo sensible [9]. Frege refut6 la postura de Mill,
la cual se apoya en: (1) las impresiones sensoriales y (2) hechos en los que se aplica la estructura
matematica al mundo real. Para ver (2), Mill se apoya en dos afirmaciones, el primero consiste en que
“los calculos no se siguen de la definicion misma, si no de los hechos observados” |2, pp. 32-33], y el
siguiente enunciado: “lo que esta compuesto de partes, estd compuesto de partes de estas partes” |2, p.
35]. Respecto al primer enunciado, Mill haria entender que las leyes matematicas surgen a partir de la
experiencia, haciendo una especie de induccién, pero esto es un error como lo hace notar Frege, ya que
Frege argumenta que Mill confunde los hechos aritméticos con una aplicacion de los mismos y lo hace
asi: “5+2 = 7 no significa que si se vierten sobre 5 volimenes de un liquido 2 volimenes del mismo, se
obtienen 7 volimenes de liquido, sino que esto es un aplicaciéon del primer enunciado, aplicaciéon que se
cumple tnicamente cuando no aparece una modificacién del volumen a consecuencia de un fenémeno
quimico” [2, p. 35]. Para abordar (1), se debe aclarar el término psicologismo, que segin Kenny, A [5]
es “la psicologia es el estudio experimental de la mente, la busqueda de regularidades que gobiernan los
fenomenos mentales.” [p. 73]. Ahora bien, siendo Mill un empirista es natural que acuda a fend6menos
mentales, porque, la experiencia nos hace recrear cierto estimulo mental sobre un hecho asociado al
mundo real. Y aqui, la critica de Frege es mas audaz, reaccionando asi: “Si el dos fuera una imagen, ésta
serfa ante todo solamente mia. La imagen que tiene otro es ya, en cuanto tal, otra imagen. Entonces,
tendriamos quizé muchos millones de doses. Deberia decirse: mi dos, tu dos, un dos, todos los doses”
[2, p. 55]. Para lo cual, es evidente que él ntumero en vez de ser objetivo como lo concebimos se torna
ambiguo, debido a la subjetividad del psicologismo y empirismo fundado por Mill. A partir de esto,
se tiene que el concepto del ntimero abstraido de la realidad, bajo el empirismo no sea admitido si el
cero es considerado un namero, jqué fendémeno de la realidad se puede asociar al cero? A partir de
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lo anterior, Frege deduce que las verdades aritméticas no son a posteriori, deben ser a priori. Por lo
tanto, reaccioné sobre la lectura de Kant.

Inmanuel Kant (1724-1804) afirmé que las verdades de la Geometria eran sintéticas y a priori. Lo cual
es natural pensar que si la Geometria era quien respaldaba los fundamentos de la Matematica, entonces
la Matematica, en particular, la Aritmética también lo fuese. Por eso, Frege planted cuestiones sobre
la certeza de la seguridad que tiene las propiedades aritméticas, tanto en su demostraciéon como la
forma de llegar a ellas. Para ello, inici6 Frege recalcando que para Kant las expresiones como 1+1 =2
son sintéticas y no es posible dar una demostraciéon de las mismas, pero a pesar de ello no tienen un
caracter de axioma, debido a que, no solo hay expresiones de esa forma, sino infinitas combinaciones
de expresiones aritméticas [2]. En consecuencia, jcomo se podria acudir a la intuicién kantiana para
sostener que expresiones como la anterior sean verdaderas?, si entre més grande sea una expresion mas
dificil es que la intuicién nos guié:

jes acaso evidente que 135664-+37863=1735277

iNo! Y es precisamente esto le lleva a Kant a sostener el caracter sintético de estos enun-
ciados. Pero lo anterior méas bien habla sobre su indemostrabilidad. Pues, ;de que otra
manera pueden ser aceptados, como no sea mediante una demostraciéon, dado que no son
directamente evidentes? Kant quiere ayudarse con la intuiciéon de dedos o puntos, con lo
cual cae en el peligro de hacer que estos enunciados aparezcan como empiricos, en contra de
su propia opinioén; pues la intuicion de 37863 dedos no es, en cualquier caso, una intuicion
pura [2, pp. 29-30|

Ademas, acudir a la intuicién tampoco es muy viable, pues si con ntmeros grandes genera conflictos,
con nimeros pequenos también: “pues ya s6lo 10 dedos, segin las posiciones relativas que ocupen entre
si, pueden producir las méas diversas intuiciones” |2, p. 30|. Por lo tanto, la postura Kantiana no es
tampoco favorable en cierto sentido para satisfacer la respuesta a las cuestiones que establece Frege.
Por ello, encuentra en Leibniz cierta luz sobre la demostrabilidad de expresiones como la anteriormente
citada, y asi establecer que las verdades mateméaticas como su demostraciéon y obtencién son analiticas
y a priori.

Frege, expone de las ideas de Leibniz al manifestar que él redujo la cuestiéon sobre creaciéon de los
ntimeros mediante su precedente y de hecho cita a Leibniz:

No es una verdad inmediata que 2 y 2 son 4; supongamos que 4 significa 3 y 1. Se le puede
demostrar de esta manera:
Definiciones:
1.2es1y1,
2.3es2y 1,
3.4es 3yl
Axioma: Si se reemplaza una cosa por otra igual, la igualdad persiste.
Prueba: 24+2=24+1+1=3+1=4.
Def. 1. Def. 2. Def. 3
Luego por el axioma 2+2=4 |2, p. 30]
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Haciendo notar que la Aritmética es analitica y a priori. Lo cual queda establecido asi:

Por mucho que se menosprecie la deduccién, no se puede negar que las leyes fundadas
en la induccion son insuficientes [refiriéndose a Mill|. De éstas tltimas deben deducirse
nuevos enunciados que no estdn contenidos en ninguna de ellas. Que éstos se hallen en
cierto modo, incluidos en todas ellas juntas, no nos exime de la tarea de extraerlos de ahi
y establecerlos por si mismos. Con ello se abre la siguiente posibilidad: en vez de hacer
depender una deduccién directamente de un hecho, se puede dejar éste tal como estd y
admitir su contenido como condicién. Si en un razonamiento se sustituyen de este modo
todos los hechos por condiciones, se obtendra el resultado de manera que, de una serie de
condiciones, se desprende una conclusion |2, p. 43]

Aparir de la demostracion de Leibniz queda aclarar que significa 1. Frege ya no acude a Leibniz,
pues él hace una definicién circular sobre lo uno: “Uno es lo que reunimos por medio de un acto del
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entendimiento” [2, p. 58]. Frege para dar con la respuesta sobre el significado de 1, propuso asignarle
nameros a los conceptos, estableciendo en ellos su diferencia. Asi puedo encontrar la relacion entre el
namero y su concepto:

Si yo, por ejemplo, al considerar un gato blanco y uno negro, prescindo de las propiedades
por las que ellos se distinguen, obtengo quizés el concepto «gato». Si ahora pongo a ambos
bajo este concepto y los llamo unidades, el gato blanco sigue siendo blanco y el negro sigue
siendo negro. Incluso si no pienso en sus colores, o me propongo no sacar conclusiones de
su diferenciacién, no por ello se volveran gatos sin color; permaneceran tan distintos como
eran. Kl concepto «gato», que se ha obtenido de este modo por abstraccién, ya no contiene,
es verdad, las peculiaridades, pero precisamente por eso es s6lo uno.

Por procedimientos meramente conceptuales no se consiguen hacer iguales cosas distintas;
pero si se consiguese, ya no se tendrian cosas, sino solo una cosa |2, p. 62].

Para llegar al corazén de la idea que guarda el concepto de ntmero fregeano, él mismo nos advierte
que en el contexto de un enunciado es posible decantar al ntimero. Ademas propuso dos ejemplos,
contextualizando que los niimeros aparecen en los conceptos como sucedi6 en el ejemplo del concepto
gato:

Cuando digo: «Venus tiene 0 lunas» no es que halla alli ninguna luna o agregado de lunas del
que pudiera afirmarse algo; pero al concepto «luna de Venus» se le atribuye una propiedad,
a saber, la de que nada cae bajo él. Si digo: «del coche del Kaiser tiran cuatro caballosy,
atribuyo el ntimero cuatro al concepto «caballo que tira del coche del Kaiser» |2, p. 73]

Sin embargo, este no es el tnico concepto en que cae el nimero cuatro, si yo digo las cuatro patas
sostienen la mesa del comedor, es claro que el niimero cuatro de nuevo cae en el concepto “patas que
sostienen la mesa del comedor”, a raiz de ello Frege puede definir al niimero como: “el nimero que
corresponde al concepto F es la extension del concepto «equintimerico al concepto F»” [2, p. 92|. Con
ello, logra en la palabra equinumeérico establecer una funcién biyectiva y el resultado es que cada clase
de equivalencia resulta ser los ntimeros que caen bajo los conceptos. En nuestro ejemplo, en la clase de
equivalencia del concepto patas que sostienen la mesa del comedor, esta el caballo que tira del coche
del Kaiser. Con esta definicion, logra definir al namero cero, uno y el sucesor de un niimero, que es
finalmente lo que caracteriza a los nimeros naturales, y asi, como se puede apreciar de su definicion,
logré capturar al ntimero mediante un objeto légico como lo es la relaciéon de biyectividad.
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