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RESUMEN

En la presente investigacién, se demostrd la unicidad de solucion de la ecuacion diferencial parcial no
lineal estacionaria del tipo eliptico de la forma:
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distribuciones y espacio de funciones de prueba y espacios de Sobolev.

ABSTRACT

In the present investigation, there was demonstrated the uniqueness of solution of the differential partial
not linear stationary equation of the elliptical type of the form:
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In the space HO(Q) for €2 aflat convex region, fel™ () y geH (0€2) .

Keywords: Differential operator, Poincaré's Inequality, strictly convex Norm, Distributions and Space of
functions of Test and Sobolev's Spaces.

1. Introduccion estudio del movimiento arménico simple en
muelles hasta las ecuaciones no lineales de
la mecanica de fluidos, por citar algunos.
Uno de los casos particulares en el vasto
conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales lo constituyen las

Las ecuaciones diferenciales parciales
constituyen una potente herramienta para
describir procesos o sistemas que se dan en
la naturaleza. En el mundo de la ingenieria
son multiples los ejemplos. Desde el
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ecuaciones diferenciales parciales lineales
de 2° orden:
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2
utt—(A—2+Ba—u+C—2+D—+E—)+Fu=f(x,y)
ooy gyt Xy
Las cuales son ecuaciones diferenciales
parciales las que modelan en su mayoria los
problemas en ingenieria.
En la solucién de este tipo de ecuaciones
diferenciales parciales se consideran las
condiciones iniciales, asi como también las
condiciones de contorno.
En estos problemas se plantean las
siguientes cuestiones: (a) existencia de
solucion; (b) unicidad de la solucion; (c)
estabilidad de la solucién.
La mayoria de las leyes de la fisica estan
gobernadas por ecuaciones diferenciales
parciales: las ecuaciones de Maxwell, la ley
de enfriamiento de Newton, las leyes de
Kleper, la ecuacion de Navier — Stokes, la
ecuacion del momentum de Newton, la
ecuacién de Schrodinger de la mecéanica
cuantica, la ecuacién del telégrafo, la
ecuacion hiperbdlica en la teoria de control,
etc.
Una de las aplicaciones del modelo en el
sector agropecuario se dio en el andlisis
térmico de una paila panelera, para observar
el comportamiento de flujo de calor hacia
los jugos de la cafia de azlcar, el cual se
desarroll6 en 2 etapas:

« El flujo de gases calientes, la superficie de
la paila, y los jugos de la cafia de azlcar.

e La conducciéon de calor dentro de la
lamina que forma la paila y el jugo.

Donde se obtuvo el modelo del
comportamiento del calor y su distribucion
bajo las condiciones de operacion (Parra,
1996).

Los problemas que involucran ecuaciones
diferenciales parciales no lineales han
venido  siendo  desarrollados  desde
diferentes perspectivas, segin la Base de
Datos del Ministerio de Educacion vy
Ciencia de Espafa, la Universidad de
Sevilla como por ejemplo en el caso de los
problemas no lineales de la mecénica de
fluidos incompresibles, existe un modelo
del tipo eliptico estacionario modelado
netamente con herramientas matematicas
basados experimentalmente como son los
nimeros de Reynolds, presion de fluidos,
velocidad, etc. Tal como se aprecia en

Gbémez (1997), Climent (1995), seguida-
mente se han encontrado problemas que
relacionan a los fluidos no Newtonianos
como se cita en Robles (1995), por otro
lado los modelos ya han sido tratados desde
el punto de vista numérico tal es el caso en
Echevarria (1995), se observa una mate-
maética finita, note que también existen
modelos relacionados con la dinamica de
poblaciones con difusion lineal y no lineal
estudiados (Suarez, 1998) recientemente
también han sido tratados los problemas de
control, vea Doubova (1999), asi como
también existen otros modelos que
conllevan a las ecuaciones diferenciales
parciales estocasticas tal como la ecuacion
de ITO entre los que también tratan
(Garrido, 2002) en este trabajo de tesis se
va estudiar un modelo que involucra la
dindmica de fluidos basado en un modelo
del tipo eliptico para posteriormente tratar
sobre las existencia y unicidad de solucién.
Por otro lado, las derivadas parciales que
aparecen no siempre existen desde el punto
de vista clasico es por eso que también se
requiere el uso de la teoria de las distri-
buciones para poder generalizar a una
derivada generalizada en la que la solucion
del modelo a tratar serd en los espacios
funcionales como son los Espacios de
Sobolev, etc.

2. Enunciado del problema

¢Existe y es (nica la solucién de una
ecuacion diferencial parcial no lineal
estacionaria del tipo eliptico de la forma:

o (loo[ 20, o loe] 00| __;
ox\|ox| ox | eoylley| oy |
en €2 (%)
Donde:
€2 es una region plana convexa.
f (S5 I_2 (Q) (de
fe(HQ)
lo=9 ; geHY(@Q)

preferencia

3. Hipdtesis

2
se considera T €L~ (€2) y
g e HY2(20)
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El operador diferencial admite una base en

1
el espacio Ho(€2) :

4, Referencias tedricas

Espacio de funciones de prueba: ()

Definicion. Sea  un subconjunto abierto
de R", u:Q—R una funcién.

Se llama soporte de U y se denota por
spp(u) al subconjunto definido por:

spp(u) = {x e 2/ u(x) =0}

Definicion. Sea €2 un subconjunto abierto
de R", una funcion u#:Q— R, es llamada
funcion de prueba, si cumple las siguientes
condiciones:

i. ueC”(QQ), u es infinitamente
diferenciable, con derivadas parciales
continuas de todos los 6rdenes sobre Q.

ii. spp(u) cK, K compacto.

Ejemplo. Dada la funcién:
-1

em,|x|-<l
0 ,|x=1
\

w(Xx) =

Y

/TN

N

i. weC”(R), ues infinitamente
diferenciable, con derivadas parciales
continuas de todos los 6rdenes.

ii. spp(w)c K =[-1,1], K compacto.

w X

A

D(Q) : Es llamado Espacio de Funciones
de Prueba con soporte compacto.

Convergencia

Definicion. Una sucesion (U,),., = B(X)
converge hacia "u" en B(Q) si:

i. spp(u,)c K, K compacto,vneN.

ii. D“u, — D“u, las derivadas convergen
uniformemente Vo € N”

(xeN",a=(a,,,....a,), a,eN)

Distribuciones

Definicion. Una funcional lineal
T:D(Q) — K es llamada distribucion si T
es continua.

Esto es:

i. T funcional.

Es decir. Para cada funcion u e B(QQ), se
le asocia un escalar que designaremos
por (T,u) .

ii. T lineal, es decir:
(T,au+pv)=a(T,u)+pB(T,v).

iii. T continuo.
Es decir: Para toda sucesion (u}
convergente en  p(Q), Sus imagenes

{T(u,)} forman una sucesion convergente
en K, obteniendo:
Iim(T(un))zT(Iimun) 0 Iim(T,un>=<T,Iimun>

n—o n—oo n—w

Por otro lado, se define la suma de
distribuciones y el producto por un escalar
de la siguiente forma:

(T, +T,u)=(T,,u)+(T,,u) y (aT,u)=a(T,u)

Con lo que el conjunto de distribuciones
tiene estructura de espacio vectorial sobre

K y se designa por B (espacio dual de
D).

Derivada de una Distribucién
Definicion. Sea T:D(Q)—>K una
distribucion, llamamos derivada de T
respecto a X; y se denota por 5T, a una
distribucion talque verifica:
ou
<aiT,u>_—<T,aiu>_-jQT.a—Xidx,

Yueb(Q)

Espacios de Sobolev
Definicion. Dado un subconjunto 2 = R”
abierto acotado, Ilamamos espacio de

Sobolev y se denota por H'(Q), al

conjunto de funciones u de L*(QQ), cuyas
derivadas parciales de primer orden,
también pertenecen a L?(Q), junto a las

operaciones de funciones de adicién y
multiplicacion escalar.

163



H. Morales y M. Cortez / Agroind Sci 5 (2015)

Es decir:
Hl(Q){ LZ(Q) eLz(Q)|—12 }

Nota. Las derivadas paruales en H'(QY),

no se entienden en el sentido clasico, sino
en el de las distribuciones.

Definicion. Dado un subconjunto Q < R”
abierto acotado, Ilamamos espacio de
Sobolev de orden m €Z" y se denota por

H™(Q), al conjunto de funciones u de

L*(Q), cuyas derivadas parciales en el

sentido de las distribuciones de orden
menor o igual a m también pertenecen a

L*(Q).

H™(Q)={uel’(Q): D"uel’(Q),Va,|o|<m|
H*(Q) es un espacio con producto interno,
con el producto interno:

<u,v>=(u,v) . +Z<2u §v>
X X

Demostracion
vu,v,we H'(Q); Va,BeK

a). <<u,u>=0
8u>
ax, ! @

< u,u>=(u,u) (Q)+Z<
Bu

= Iﬂ|u(x)|2 dx + i IQ

<u,u>=>0

Ou

Oou dou
<u,u>=(uu), (Q)+Z<ax 8x>
i P

= J‘Qlu(x)|2 dx + ;J‘Q ‘0_;:, 7dx
jg|u(x)|2 dx =0 v

n a 2
Zj M el o
i 2| OX
u(x) =0,
entonces a_“:o,vi:
OX

b). K,V >=<V,u>

—| dx =2 0
ox,

[ Ou Ov.
<<u,v>>=(u,v)ﬂ(ﬂ)+z<a =
g T\ox, o, [,
(@)

i

—J. u(x)v(x)dx+ZI Cu é’v

ov au
Q o, Bx

/[ ov Ou
SIS 3 (e )
(e ox, ox, c@

= [ vu(x)dx+ Z j

=<V, u >
C).
Kaut+fr,we=a<u,w+v, w>

O(au+ pv) >
b
0x ox B

i

Lau+tfv, w»= (au+ﬂv W), Q)+Z<

3
—J [eu+ Bv](x).w(x)dx + ZI w f; )
au(x) r‘w(x]

= aj w(x).w(x)dx +ﬁf v(x).w(x)dx + QZI

ax,

Z_‘; M(w(x)dx

7Y Ox,  ox,

=alu, W)E(m (v, W)B(sz +az<6x ox>
v ow
ﬁz<6x Bx >L’(Q)

—a<Ku, W+ Kv, w»

()

H*(Q) es un espacio normado, con la
norma:

2
ou dx]M?
X

Jul =] juef dx+§ Lf5

5. Resultados

5o [Jouf ou|_
= ox, | |[ox. | ox; (1)
u/,,=9
. Au=f
Equivalente a: “ 2)
U/agzg
Demostracion de la Unicidad
Consideremos dos soluciones diferentes
u,veV
u=fFf ; u/ =
Esto es: on =9
v=1~Ff ; v/,,=09
2
ou| ou
Donde Ay =— el Bl
,leax [axi axiJ
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Reemplazando

0
(Aquv, H‘;>_<Z:6x,{
Z, 9
+Zé_x,[

ou

~
OX;

2
ou
ox,
2
Bv
— |, u—v
ox;
2 ~
ov
— |, u—v
X,
ou

722: u ﬁza_v =7\,
= \||ox, a| ox, | ox, -

UeW™(@Q) — V=WQ).
Por otro lado:
(Av-fv-u)=(Au-f,v-u)+(Av-Auv-u)

-
ov
Ox,;

i=1

2
Ou
—+

ax,

ov
Ox;

u

ox,

=(Av—Au,v-u)>0, por ser mondtona.

= (Av—f ,v—u)>0,vveV
Construyamos: Vv eV ,

S, :{u eV /(Av-f,v-u)>0, Au=
subespacio cerrado de V .

f

V
Sy
= E=N§S,
veV
E es cerrado y convexo, ademas

E={ueV/Au=f}, conjunto de las
soluciones de (2).

Suponga que lanormaenV ,
I.|:V >R

es estrictamente convexa sobre la esfera
unitariade V , y

| Aul=[Av] = fuf|=]v] como wu
satisface (2)

E c{ueV/|u|=S, Au=f}, S
Convenientemente.

Se deduce que E se reduce a un conjunto
unitario.

6. Discusion

La monotonia del operador A:V — V' i.e
(Au—Av,u—-v)>0, VuveV,u=v,
fue necesaria para la construccion del

conjunto E, como propuesta inicial de las
soluciones de Au = f .

El cerradura del conjunto E de las
soluciones junto a la condicién de norma
estrictamente convexa permitié demostrar
que el conjunto E se reduce a un punto, es
decir la solucidén de la ecuacion diferencial
en el sentido de las distribuciones es Unica.

7. Conclusién

la ecuacion diferencial
estacionaria del tipo
eliptico:
Ou

o ‘ou) o * ou
— | |— — |+ — —_-— f
ox||ox| ox oy ’

B
en €2, es Unica.

La solucion de
parcial no lineal

du
ay
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