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Abstract
In this work, a delayed predator—prey model with fear effect, adaptive refuge, and alternative food sup-
ply is investigated. Fundamental properties including positivity, boundedness, permanence, and stability
are established analytically. The results show that temporal delay may destabilize the coexistence equilib-
rium and generate sustained oscillations through Hopf bifurcation. Numerical simulations together with
global sensitivity analysis based on PRCC and Sobol indices reveal that delay and alternative food are the
dominant mechanisms governing oscillatory behavior and ecological stability.
Keywords . Predator-prey model, fear effect, Hopf bifurcation; sensitivity analysis, time delay.

Resumen

En este trabajo se analiza un modelo depredador—presa con retardo temporal que incorpora efecto mie-
do, refugio adaptativo y alimento alternativo. Se establecen propiedades fundamentales como positividad,
acotacion, permanencia y estabilidad. Los resultados muestran que el retardo temporal puede desestabili-
zar el equilibrio coexistente y generar oscilaciones sostenidas mediante bifurcacion de Hopf. Simulaciones
numéricas y andlisis global de sensibilidad basados en PRCC e indices de Sobol revelan que el retardo y
el alimento alternativo son mecanismos dominantes en la regulacion de la estabilidad ecoldgica.

Palabras clave. Modelo depredador-presa, efecto miedo, bifurcaciéon de Hopf; andlisis de sensibilidad, retardo
temporal.

1. Introduccién. Las interacciones depredador—presa constituyen uno de los marcos fundamentales
en ecologia matemadtica, ya que permiten describir mecanismos de regulacién poblacional, persistencia
bioldgica y estabilidad ecosistémica [1, 2, 3, 4, 5]. Desde los modelos clasicos de Lotka—Volterra hasta
formulaciones con respuestas funcionales no lineales y retardos temporales, el modelamiento matematico
ha permitido explicar fenémenos complejos como coexistencia, oscilaciones, pérdida de estabilidad y bi-
furcaciones dindmicas [6, 7, 8, 9, 10, 11]. Sin embargo, en ecosistemas reales las interacciones tréficas no
dependen unicamente de la depredacion directa. Diversos estudios experimentales muestran que la sola pre-
sencia del depredador puede inducir respuestas fisiolégicas y conductuales en la presa, fendmeno conocido
como fear effect, capaz de reducir tasas reproductivas, modificar patrones de alimentacién y alterar el uso
del habitat [12, 13, 14, 15]. Desde el punto de vista tedrico, Wang et al. [16] introdujeron uno de los prime-
ros modelos matemdticos incorporando este mecanismo, posteriormente extendido por Wang y Zou [17],
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Sarkar y Khajanchi [18] y otros autores recientes [19, 20, 21, 22]. Otro mecanismo ecoldgico relevante es
el refugio de presas, mediante el cual una fraccién de individuos reduce su exposicion al depredador me-
diante estrategias espaciales o conductuales [23]. Aunque numerosos trabajos consideran refugio constante,
en ambientes naturales este comportamiento suele intensificarse conforme aumenta la presién depreda-
dora, motivando la incorporacién de refugio adaptativo dependiente del depredador. Asimismo, procesos
biolégicos como digestion, conversion energética y reproduccion generan retardos temporales naturales,
cuya inclusion resulta esencial para reproducir pérdida de estabilidad y oscilaciones sostenidas inducidas
por memoria bioldgica [24, 11, 10, 25]. A pesar de los avances recientes, la interaccion conjunta entre efecto
miedo, refugio adaptativo, alimento alternativo y retardo temporal permanece escasamente estudiada dentro
de un mismo marco matematico.

Motivado por estas observaciones, en este trabajo se propone y analiza un modelo depredador—presa con
retardo que incorpora simultdneamente efecto miedo sobre la reproduccién de la presa, refugio adaptativo
dependiente de la densidad del depredador, disponibilidad de alimento alternativo y retardo reproductivo del
depredador. La principal novedad del modelo consiste en integrar conjuntamente efectos consumptivos y
no consumptivos de la depredacion junto con mecanismos adaptativos y memoria bioldgica, proporcionan-
do una formulacién ecolégicamente mas realista y dindmicamente mds compleja que modelos previamente
reportados. En particular, el modelo permite estudiar como la interaccion entre respuestas conductuales in-
ducidas por riesgo y retardos bioldgicos modifica la estabilidad y persistencia de las poblaciones. Desde
el punto de vista analitico, se establecen propiedades fundamentales del sistema, incluyendo positividad,
acotacion uniforme, existencia global, persistencia y permanencia. Ademads, se determinan los equilibrios
biolégicamente relevantes y se obtienen condiciones para estabilidad local y estabilidad global del equilibrio
coexistente. Posteriormente, se investiga numéricamente la aparicién de oscilaciones periddicas inducidas
por el retardo temporal, evidenciando una bifurcaciéon de Hopf asociada a la pérdida de estabilidad del
equilibrio interior. Finalmente, se desarrolla un andlisis global de sensibilidad mediante Latin Hypercube
Sampling (LHS), coeficientes de correlacion parcial por rangos (PRCC) e indices de Sobol, con el prop6si-
to de identificar los pardmetros dominantes en la dindmica oscilatoria del sistema [26, 27, 28, 29, 30]. Los
resultados muestran que el retardo temporal constituye el principal mecanismo desestabilizador, mientras
que el alimento alternativo ejerce un efecto estabilizador importante sobre la dindmica poblacional. Desde
una perspectiva aplicada, el modelo proporciona una herramienta titil para comprender cdmo procesos con-
ductuales y retardados pueden alterar la estabilidad ecolégica en ecosistemas sometidos a perturbaciones
ambientales y cambios climéticos.

2. Modelo matematico. Se considera un sistema ecolégico compuesto por una poblacién de presas y
una poblacién de depredadores. La dindmica de la presa estd determinada por crecimiento logistico, efecto
miedo y depredacion con refugio adaptativo. En ausencia de depredacion, la presa crece logisticamente con
tasa intrinseca r y capacidad de carga K [2, 3]. Siguiendo [16, 17, 18], el efecto miedo se incorpora mediante
una reduccidn exponencial de la tasa reproductiva dependiente de la densidad del depredador, representada
por el factor e=¥(*), donde o > 0 mide la intensidad del miedo. Ademds, se asume que el nivel de refugio
aumenta con la presion depredadora, modelando un mecanismo adaptativo de defensa [23, 19]. Por otro
lado, el crecimiento del depredador depende tanto del consumo de la presa principal como de una fuente
alternativa de alimento disponible en el ambiente. Asimismo, debido a procesos bioldgicos de digestion,
conversion energética y reproduccion, la respuesta reproductiva del depredador no es instantdnea, por lo que
se incorpora un retardo discreto 7 > 0 [25, 11, 24]. La combinacién simultdnea de efecto miedo, refugio
adaptativo, alimento alternativo y memoria temporal permite describir de manera mads realista interacciones
ecoldgicas complejas y sus efectos sobre estabilidad y dindmica oscilatoria.

2.1. Construccion del modelo. Sean z(t) y y(t) las densidades poblacionales de presa y depredador
en el tiempo ¢, respectivamente. La interaccién depredador—presa se modela mediante una respuesta fun-
cional tipo Holling II con tasa mdxima de ataque a y parametro de saturacion b. El mecanismo de refugio
adaptativo se describe mediante

iy 0<mly) <1, Q.1

= + , <
m(y) = mo Wty

donde m, representa el refugio basal, m; la intensidad del refugio inducido y h la constante de saturacion.
En consecuencia, la fraccién vulnerable de la presa es 1 — m(y). Debido a los procesos de digestién y con-
version energética, el crecimiento del depredador depende del consumo pasado, incorporandose el término
retardado

a(l —m(y(t — 7))t - T)y(t —7)

¢ 1+ba(t—71) ’ (2.2)
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donde c denota la eficiencia de conversién y 7 > 0 representa el retardo reproductivo. Ademds, el depre-
dador dispone de una fuente alternativa de alimento modelada mediante crecimiento logistico con tasa d y
capacidad asociada L, mientras que u representa la mortalidad natural del depredador.

Las variables del modelo se resumen en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1: Variables del modelo.

Variable Descripcion Dimensién
x(t) Densidad poblacional de presa individuos/unidad drea
y(t) Densidad poblacional de depredador | individuos/unidad drea
t Tiempo tiempo

Los pardmetros del modelo se presentan en la Tabla 2.2.

Tabla 2.2: Parametros del modelo.

Pardmetro Descripcion Dimensién

r Tasa intrinseca de crecimiento de la presa tiempo !

K Capacidad de carga de la presa individuos/unidad area
« Intensidad del efecto miedo individuos—!
a Tasa maxima de ataque tiempo !
b Pardmetro de saturacién funcional individuos—!

mo Nivel basal de refugio adimensional

my Intensidad del refugio adaptativo adimensional
h Constante de saturacion del refugio individuos/unidad 4rea
c Eficiencia de conversion adimensional
T Retardo reproductivo tiempo
d Tasa asociada al alimento alternativo tiempo !

L Capacidad asociada al recurso alternativo | individuos/unidad area
L Mortalidad natural del depredador tiempo !

Bajo las hipétesis anteriores, el modelo matematico queda dado por

Lg—— (l _ <t>> eyt _ L= m(y())x(ty(®)

- K T+ba(t) .
dy a(l —m(y(t — )zt — 1)yt —7) y(t) :
dat = ¢ 1+ba(t—r1) +dy(t) <1L> — py(t),

donde m(y) estd definida en (2.1).

El sistema (2.3) constituye un modelo no lineal con retardo discreto que integra simultdneamente efectos
consumptivos y no consumptivos de depredacidon, mecanismos adaptativos de defensa y memoria bioldgica.
A diferencia de modelos cldsicos con refugio constante o ausencia de alimento alternativo, la presente for-
mulacién permite analizar cémo la interaccion entre miedo, refugio adaptativo y retardo temporal modifica
la estabilidad del ecosistema y puede inducir oscilaciones persistentes mediante bifurcaciones de Hopf.

2.2. Adimensionalizacion del sistema. Con el propésito de reducir el nimero de pardmetros y sim-
plificar el andlisis dindmico del sistema (2.3), introducimos las variables adimensionales
T

r = Ku, y = Lo, t=—, 2.4)
r
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donde u(T) y v(T) representan las densidades normalizadas de presa y depredador, respectivamente.
Ademéds, definimos el retardo adimensional o = 7, de modo que

ue = u(T — o), ve =0(T — o). (2.5)

Aplicando la regla de la cadena, y sustituyendo (2.4) en el sistema (2.3), luego dividiendo entre K, se
obtiene

du _ aL (1 —m(Lv))uv
e 1— aLlv _ 2 AS 7 Y)Y
qr ~ e r 1+ bKu

Andlogamente, la ecuacién del depredador queda dada por

dv  caK (1 —m(v,))usvs d 1]
— = (1l —v) — —w.
drT r 1+bKu, +rv( v) rv
Introduciendo los pardmetros adimensionales
L K d h
6:011/7 77:(1,7, v =bK, p:&a 5:73 Vzﬁa H=—, o=rr, (2.6)
T T r r L
la funcién de refugio toma la forma adimensional
miv
= 0< 1. 2.7
m(v) mO+H+v’ <m(v) < 2.7
Por consiguiente, el sistema adimensional final queda dado por
du _ (1 —m(v))uv
22— (1l — Bv __ Ao AT
dTr u(l —u)e 1+yu
(1 = m(v,)) oY
dv 1 —m(vy))usv
°ov o oVo (5 1— _
T T+ yu, +dv(1 —v) — vo,
donde
ue = u(T — o), ve = 0(T — o). (2.9)

La adimensionalizacion reduce significativamente el nimero de pardmetros independientes y permite identi-
ficar de forma mads clara los mecanismos ecoldgicos dominantes. En particular, S mide la intensidad relativa
del efecto miedo, 1 cuantifica la presién de depredacién, p representa la eficiencia efectiva de conversion
depredador—presa y o caracteriza la memoria temporal inducida por el retardo reproductivo.

Teorema 2.1 (Equivalencia topologica). Los sistemas (2.3) y (2.8) son topolégicamente equivalentes
en el dominio biolégicamente factible Q = {(z,y) € R2}, bajo la transformacién

Ty
3:0 50,002 O :(—ﬁ), 2.10
[0,00) @y) =% T (2.10)
acompariada del cambio temporal T = rt. En consecuencia, ambas formulaciones preservan la misma
estructura dindmica cualitativa.

Demostracion: La transformacion definida en (2.4) es biyectiva y de clase C L coninversau = % V=
% yit = %, donde K, L,r > 0. Por tanto, dicha transformacion define un difeomorfismo entre el sistema
dimensional y el sistema adimensional. Ademds, como r > 0, el cambio temporal preserva la orientacién
de las trayectorias. En consecuencia, propiedades dindmicas fundamentales como existencia de equilibrios,
estabilidad local, drbitas periddicas y bifurcaciones permanecen invariantes bajo la transformacion. Asi, el

estudio dindmico del sistema (2.8) es equivalente al del sistema original (2.3) [25, 11, 10]. O
En adelante, todo el analisis matematico se desarrollara sobre el sistema adimensional (2.8).

2.3. Existencia, unicidad y acotacion de soluciones. Para el sistema adimensional (2.8), considera-
mos las condiciones iniciales

u(®) = ¢:1(0) 20, () =2(0) 20,  0€[-0,0] (2.11)

donde ¢ = (¢1,¢2) € C([—0,0],R%). En esta subseccion se establecen propiedades fundamentales de
buena formulacién del modelo, incluyendo existencia, unicidad, positividad, acotacién uniforme y existen-
cia global de soluciones. Estos resultados garantizan consistencia matematica y viabilidad biolégica del
sistema dinamico [25, 11, 3, 5].
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Teorema 2.2 (Existencia y unicidad local). Para toda condicién inicial ¢ € C([—o,0],R2), el siste-
ma (2.8)-(2.11) admite una unica solucion local (u(T),v(T)) definida en un intervalo maximal

[Oa Tméx)7 Tméx > 0.

Demostracion: Definimos el operador F' = (Fy, Fy) : C([—0,0],R2) — R?, mediante

(1 =m(v))uv

Fi(u,0) =u(l —u)e™ —p—— p

, 2.12)

(1 —m(vy))tevs
1+ yus

Fy(u,v) =p + (1l —v) —vo. (2.13)

Las funciones exponenciales, racionales y polinomiales involucradas son continuas y continuamente di-
ferenciables en Ri. Ademids, 1 + vyu > 0, u > 0, por lo que no existen singularidades en el dominio
bioldgicamente factible. En consecuencia, el operador F' es localmente Lipschitz respecto a sus argumen-
tos. Por el teorema clésico de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales funcionales con retardo
discreto [25, 11], el sistema (2.8)—(2.11) posee una Unica solucion local definida en un intervalo maximal
[07 Tméx) . g

Teorema 2.3 (Positividad). Si las condiciones iniciales satisfacen (2.11), entonces toda solucion del
sistema (2.8) permanece no negativa; es decir,

u(T) >0, v(T) >0, VT € [0, Tinax)-

Demostracién: Demostraremos que el primer cuadrante RZ = {(u,v) : u > 0, v > 0} es positi-

vamente invariante. Supongamos que existe un primer instante 77 > 0 tal que u(7}) = 0. Evaluando la

primera ecuacién de (2.8) en u = 0, obtenemos 4% o = 0. Por unicidad de soluciones, la trayectoria no

dT lu=
puede cruzar el eje v = 0. Por tanto,
u(T) >0, VT € [0, Tinsx)-

De manera andloga, supongamos que existe un primer instante 75 > 0 tal que v(7%) = 0. Entonces,

j—; _, = 0. Nuevamente, la unicidad impide que la trayectoria cruce el eje v = 0, obteniendo
T lv=0

o(T) >0, VT € [0, Tinsx)-
En consecuencia,
(’LL(T),U(T)) € R?H VT € [Ovaéx)a

y el dominio biol6gicamente factible permanece positivamente invariante [5, 3]. (|

Teorema 2.4 (Acotacion uniforme). Toda solucion positiva del sistema (2.8) es uniformemente aco-
tada.

Demostracién: A partir de la primera ecuacién de (2.8), usando que 0 < e~V < 1, n% >0,
se obtiene 9% < u(1 — u). Considerando el problema logistico auxiliar 9% = z(1 — z), 2(0) = u(0) > 0.
Por el principio de comparacién para ecuaciones diferenciales ordinarias [3, 5], u(T") < z(T), VT > 0.
Como la solucién logistica satisface lim sup,_, ., 2(T) < 1, se deduce

limsup u(7T) < 1.

T—o0

Por tanto, existe una constante positiva M; > 0 tal que
u(T) < My, vT > 0. (2.14)

Ahora analizamos la ecuacién del depredador. Utilizando u, < M3, 0 < 1 — m(v,) < 1, obtenemos

% < pMyvs + dv(1 — v) — vu. En consecuencia, existe una constante positiva C' > 0 tal que

(2.15)



116 Pino-Romero, N.- Selecciones Matematicas. 2026; Vol.13(1):111-129

El término cuadritico negativo —Jv? domina para valores suficientemente grandes de v, lo que impide
crecimiento ilimitado de la poblacion depredadora. Por tanto, existe una constante positiva Mo > 0 tal que

v(T) < Ms, VT > 0. (2.16)
Finalmente, de (2.14) y (2.16), concluimos que toda solucién positiva satisface
0 <u(T) < M, 0<v(T) < M, vT > 0.

Por consiguiente, todas las trayectorias del sistema permanecen uniformemente acotadas en una region
compacta positivamente invariante de Ri. |

Teorema 2.5 (Existencia global). Toda solucion del sistema (2.8) con condicion inicial (2.11) existe
globalmente; es decir, T1,5x = +00.

Demostracion: Por el Teorema 2.2, el sistema admite una solucidén unica definida en un intervalo
maximal [0, Tinsx ). Ademds, por el Teorema 2.4, toda solucién positiva permanece en el conjunto compacto

Q:{(u,v)eRi:OSuSMl,Ogngg}.

Como el campo vectorial asociado al sistema (2.8) es localmente Lipschitz en 2, no puede ocurrir explosién
en tiempo finito [25, 11]. En consecuencia, el intervalo maximal de existencia no puede ser finito. Por tanto,

Thsx = +0o0.

Asi, toda solucién positiva del sistema existe para todo tiempo futuro. U
Los resultados anteriores garantizan que el sistema (2.8) estd matemdaticamente bien planteado y ecoldgica-
mente consistente. En particular, las poblaciones permanecen no negativas, acotadas y definidas para todo
tiempo, propiedades fundamentales para el andlisis posterior de estabilidad, persistencia y bifurcaciones del
modelo.

2.4. Puntos de equilibrio. Los puntos de equilibrio del sistema (2.8) se obtienen imponiendo j—’éﬁ =0,

y g—% = 0, y observando que, en estado estacionario, las variables retardadas satisfacen v, = u, v, = v.
Por tanto, los equilibrios se determinan resolviendo el siguiente sistema algebraico no lineal [5, 2, 3, 8]:

(1 —m(v))uv

0=u(l—u)e P’ —
u(l —u)e T

)

2.17
(1= m()u 47

0=p T+ u U+5v(1—v)71/v,

donde
miv
H+v

m(v) =mg + (2.18)

A partir de (2.17), el sistema admite los siguientes puntos de equilibrio biol6gicamente relevantes.

Teorema 2.6. El sistema (2.8) admite los siguientes puntos de equilibrio:
1. Equilibrio trivial: Ey = (0,0).
2. Equilibrio libre de presa: E, = (0,1 — %

3. Equilibrio libre de depredador: E =

4. Equilibrio de coexistencia: E* = (u*

1 —
(1 o u)efﬁv _ 77( m(v))v
1+yu
(2.19)
1—
w =v - 5(]_ — v).
14+ ~u
Demostracion:
(i) Equilibrio trivial. Tomando v = 0y v = 0 en (2.17), ambas ecuaciones se satisfacen inmediatamente.
Luego, Ey = (0,0).

(ii) Equilibrio libre de presa. Si v = 0, la primera ecuacién se satisface automaticamente. La segunda
ecuacion se reduce a v [0(1 — v) — v] = 0. Por tanto, ademds de v = 0, se obtiene v = 1 — %. Para que
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este equilibrio sea biolégicamente admisible, debe cumplirse 1 — ¥ > 0 <= ¢ > v. En consecuencia,
FEy = (0, 1- %) .

(i) Equilibrio libre de depredador. Si v = 0, entonces m(0) = my, y la primera ecuacién de (2.17) se
reduce a u(1 — u) = 0. De aqui, v = 0 0 u = 1. Descartando el caso trivial, se obtiene E2 = (1,0).

(iv) Equilibrio de coexistencia. Para v > 0y v > 0, dividiendo la primera ecuacién de (2.17) entre u y
la segunda entre v, se obtiene directamente el sistema (2.19). Toda solucién positiva (u*, v*) determina un
equilibrio coexistente del sistema. ]

Teorema 2.7. Si se cumple (1 —v) < v < § + p, entonces el sistema (2.8) admite al menos un
equilibrio coexistente positivo.

Demostracion: De la segunda ecuacién de (2.19), se tiene p(l%gz))“ =v —4§(1 —v). Como

1
Y2 0<1-m) <1,

0<
1+~vu v

el lado izquierdo es continuo, positivo y uniformemente acotado por p. Por tanto, para que exista solucién
positiva debe satisfacerse 6(1 —v) < v < §+ p. Bajo esta condicion, por continuidad del sistema algebraico
(2.19) y argumento de valor intermedio, existe al menos una solucién positiva (u*, v*). (]

2.5. Estabilidad local de los puntos de equilibrio. Para estudiar la estabilidad local del sistema (2.8),
consideramos pequeiias perturbaciones alrededor de un equilibrio E' = (u., v ), definiendo

w(T) =uc+U(T),  o(T)=v+V(T), (2.20)

donde |U|, |V| < 1. Sustituyendo (2.20) en (2.8) y reteniendo unicamente términos lineales, se obtiene el
sistema linealizado [25, 11, 10]

{U(T) = an U(T) + a1V (T),

. 2.21
V(T) = a21U(T) +a22V(T) +b21U(T—U)+b22V(T—O’), ( )

donde los coeficientes dependen del equilibrio considerado. Buscando soluciones de la forma (U (T'), V/(T')) =
(Uo, Vo)e?T', se obtiene la ecuacién caracteristica general

A—a —a
det H 2 —0. (2.22)
—ag1 — ba1e™ X — age — bage

1 0
Estabilidad del equilibrio trivial £, = (0, 0). Evaluando el Jacobiano, se obtiene J(Ey) =
0 6—v

Por tanto, la ecuacion caracteristica es (A — 1)(A — (6 — v)) = 0. Los autovalores son

M=1, Jdo=0-w

Teorema 2.8. El equilibrio trivial Ey = (0,0) es siempre inestable.

Estabilidad del equilibrio libre de depredador E> = (1, 0). Evaluando el Jacobiano, se obtiene J(Es) =

1 —-1- M
(1 — mo)l + . La ecuacién caracteristica es (A + 1) ()\ - (p(%’:(’) +0— 1/)) = 0. Los
—_—+ 0V
1+~
autovalores son
p(1 —mo)
A=-1 Mg = 0—
1 ) 2 T+~ + v

Teorema 2.9. El equilibrio libre de depredador Es = (1,0) es localmente asintdticamente estable si'y

: p(1—mo)
solo si jE—

Estabilidad del equilibrio libre de presa F;. Supongamos que J > v, de modo que existe F; =
(0,1 — %) . La linealizacion produce una ecuacién caracteristica de la forma (A — A1)(A — Ag) = 0,
donde

+ 6 < v. En caso contrario, es inestable.

Ay =e P — (1 —m(v1))vr, Ay =v —06. (2.23)
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Como § > v, se tiene Ay < 0, por lo que la estabilidad depende tnicamente del signo de A;.

Teorema 2.10. El equilibrio libre de presa E; = (O, 1-— %) es localmente asintoticamente estable si
e 1 < (1 — m(vy))v1. En caso contrario, es inestable.

Estabilidad del equilibrio coexistente £* = (u*, v*). Para el equilibrio positivo, la ecuacién caracteristica
asociada a (2.21) toma la forma

M AN+ Ag + (BiA + Bo)e ™™ =0, (2.24)

donde Ay, Ay, By, By dependen de la matriz Jacobiana evaluada en E*. Cuando o = 0, (2.24) se reduce a
A2+ (A; + B1)A+ (Ao + Bg) = 0. Aplicando el criterio de Routh-Hurwitz [8, 7, 6], se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema 2.11. Si A; + By > 0y Ag + By > 0, entonces el equilibrio coexistente E* es localmente
asintdticamente estable en ausencia de retardo (o = 0).

2.6. Bifurcacion de Hopf inducida por el retardo. A continuacion se obtiene una condicién explicita
para la aparicion de una bifurcacién de Hopf inducida por el pardmetro de retardo adimensional o. Sea
E* = (u*,v*) un equilibrio positivo de coexistencia del sistema (2.8). Definimos

B (1 —m(v))uv o (o) — miH
Q(U7U)_ 1_'_,}/” ( )_ (H+U)2
Entonces,
_ (d=m@) -t —m(v) —vm/ (v
Qu(u7v> (1 +"Yu)2 9 Q’U(u7v) - 1+"}/'LL [1 ( ) ( )] .

La linealizacion del sistema alrededor de E* viene dada por

U(T) = allU(T) + ClmV(T),

V(T) = QQQV(T) + bglU(T - O') + bQQV(T - CT),
donde

ary = (1= 2u")e 7" —nQu(u”,v*),
ary = —fu*(1 —u)e P —nQ,(u*,v*),

age = 6(1 — 20™) — v, bo1 = pQy(u*,v™), bao = pQy,(u*,v™).
Por tanto, la ecuacion caracteristica asociada toma la forma
M4 AN+ Ag + (BiA+ Bo)e ™ =0,
donde
Ay = —(ann +az), Ao=anazx, Bi=—bx, Bo=aibxa—azb.

Para determinar el valor critico del retardo, se buscan raices puramente imaginarias de la forma A = iw,
con w > 0. Sustituyendo en la ecuacién caracteristica y separando partes real e imaginaria, se obtiene

—w? 4 Ag + By cos(wo) + Bywsin(wo) = 0,

Ayw + Byw cos(wo) — By sin(wo) = 0.
Eliminando o, se obtiene la ecuacién para las frecuencias criticas:
w4+ (A%—2A()—B%)W2+A3—Bg :0

2

Tomando z = w?, resulta

2?4 (A7 — 240 — B}) 2+ A} — Bj = 0.
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Si esta ecuacién admite una raiz positiva zg > 0, definimos

Wo = v/ %0-
Para esta frecuencia critica se tiene

Bo(wg — Ao) — AlBlw[Q)
Olwo) = ="y Bz

Blwg(w2 — Ao) + AlBQWQ
S(o) = I —

Por consiguiente, los valores criticos del retardo estan dados por

1
on = — [arccos C(wp) + 2nm), n=012...,
wo
Si S(WO) Z 0, y por
on = — [2m — arccos C'(wp) + 2n7], n=0,12,...,
wo

si S(wo) < 0. El primer valor critico del retardo se define como

o. =min{o, : o, > 0}.
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Teorema 2.12 (Bifurcacion de Hopf inducida por el retardo). Supongamos que el equilibrio de
coexistencia E* existe y es localmente asintoticamente estable cuando o = 0. Supongase ademds que la

ecuacion
wh+ (A7 — 240 — BY)w® + AJ — B =0
admite una raiz positiva wy > 0y que se cumple la condicion de transversalidad

dRe X
do

£ 0.

O=0¢

Entonces, cuando o = o, la ecuacion caracteristica posee un par de raices puramente imaginarias sim-
ples A = tiwg. En consecuencia, el sistema experimenta una bifurcacion de Hopf en el equilibrio de

coexistencia E* al variar el pardmetro de retardo o.

Desde el punto de vista bioldgico, este resultado muestra que un retardo suficientemente grande en la
reproduccién del depredador puede desestabilizar el equilibrio de coexistencia. Para 0 < o < o, las
poblaciones tienden a un estado estacionario de coexistencia; en cambio, para o > o, la respuesta retardada

del depredador puede generar oscilaciones sostenidas entre presa y depredador.

2.7. Estabilidad global del equilibrio coexistente cuando o = 0. En ausencia de retardo, el sistema

(2.8) se reduce al sistema autébnomo bidimensional

du _ (I =m(v))uv

22— (1l — Bv _ N\ TP

dT u( uje 1+ ~yu

dv (1 —=m(v))uwv

v 1— ) —

F A T + 0v(l —v) — v,
donde

miv

m(v):m0+H+U.

Supongamos que el sistema (2.25) posee un tnico equilibrio coexistente positivo E* =

Teorema 2.13. Supongamos que:
1. el equilibrio coexistente positivo E* existe de manera tinica;
2. E* es localmente asintoticamente estable;

(2.25)
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3. se verifica

1—mv) ePv §
— Q 2.26
77'7(14_7“)2 < v + u? (U,U) € ) ( )

donde Q = {(u,v) € RT : 0 < u <1, 0 < v < M} es una regién positivamente invariante y
acotada.
Entonces, el equilibrio coexistente E* es globalmente asintdticamente estable.

Demostracion: Considerando la funcion de Dulac

1
B(u,v) = e u,v > 0. (2.27)

Definimos

_ 1 —m(v))uww (1 —m(v))uv
— (1 — uePv — =MD N k1) RN WO S
f(u,v) =u(l —u)e Thou glu,v) =p T +0v(l —v) —vv
Entonces,
(1 —u)e B 1—m(v) 1—-m() o0(1—-v)—v
Bf = — Bg = .
/ v (g yu I=P Y YU u
Calculando derivadas parciales,
aBf) e Pv 1 —m(v) d(Bg) m’'(v) )
ou v +77fy(1+'yu)27 o lerfyu u 228)
Por tanto,
_o(Bf)  0(Bg) e Pv§ 1—m(v)
A= T ST T u T T (229)

Bajo la condicidn (2.26), se obtiene A < 0 en €. Asi, por el criterio de Bendixson—Dulac [8, 7, 6, 2], el
sistema (2.25) no admite Orbitas periddicas cerradas en €2. Como €2 es positivamente invariante y acotada,
toda trayectoria positiva permanece en un subconjunto compacto de 2. Ademads, por hipétesis, £* es el
unico equilibrio interior y es localmente asintéticamente estable. Por el teorema de Poincaré-Bendixson
[8, 7], toda 6rbita positiva debe converger al equilibrio £*. En consecuencia,

lim (u(T),v(T)) = (u*,v").

T—o0
Por lo tanto, E* es globalmente asintéticamente estable. (]

Observacion. La condicion (2.26) expresa un balance entre efectosdesestabilizadores y estabilizadores. El
lado izquierdo representa la retroalimentacién no lineal inducida por la depredacién, amplificada por 7 y
~. El lado derecho retine mecanismos estabilizadores asociados al miedo, mediante e Pv /v, y a la auto-
rregulacién del depredador, mediante 6 /u. Asi, la condicién exige que dichos mecanismos estabilizadores
dominen la presién depredadora, excluyendo 6rbitas cerradas mediante el criterio de Bendixson—Dulac.

2.8. Estabilidad global del equilibrio coexistente para retardo pequeio. Ahora consideramos el
sistema completo con retardo (2.8). Suponemos nuevamente que existe un unico equilibrio coexistente
positivo E* = (u*, v*). Definimos las desviaciones

w(T) =u(T) — u”, o(T) =v(T) —v". (2.30)

Teorema 2.14. Supongamos que:
1. existe un uinico equilibrio coexistente positivo E*;
2. se cumplen

*

n(1 —m(v))v

1—2u* —
(1 + yu*)

<0, 2.31)

0 — v —26v* <0 (2.32)
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3. el retardo satisface
0<o <o, (2.33)

donde o, > 0 es suficientemente pequenio.
Entonces, el equilibrio coexistente E* es globalmente asintdticamente estable.

Demostracion: Considerando el funcional de Lyapunov—Krasovskii [25, 11, 31]

V(T) = Vi(T) + Va(T) + V3(T), (2.34)

donde
Vi(T) = u — u* —u*In (uﬂ) , (2.35)
Va(T) = v — v* — v* In (vi) (2.36)

y
T
Va(T) = & / [(u(s) — u)? + (v(s) —v*)?] ds, (2.37)
T—o

con k > (. Claramente,
V(T) >0, V(T)=0 < (u,v) = E*.

Derivando a lo largo de las trayectorias del sistema,

V(T) = (1—f)u+(1—f)o
+ n[(u w2+ (0= ") = (g — u*)? — (vg — u*)ﬂ. (2.38)

Usando expansion de Taylor alrededor de E*, desigualdad de Young y acotacién uniforme de soluciones,
se obtiene

V(T) < —Ci(u—u*)? — Cov —v*)? + Cy [(ug —u)? o (v — u*)2] : (2.39)

para ciertas constantes positivas C7, Cy, Cs. Bajo (2.31) y (2.32), se tiene Cy,Cs > 0. Ademds, si o es
suficientemente pequefio, puede elegirse xk de modo que C5 < min{C7, C}. Por tanto,

V(T) < =M [(u—u*)*+ (v—0v")?],

para alguna constante M > 0. Asf, V(T) < 0. Aplicando el principio de invariancia de LaSalle para ecua-
ciones funcionales retardadas [25, 11], el mayor conjunto invariante contenido en {V = 0} es tinicamente
FE*. En consecuencia,

lim (u(T),v(T)) = (u*,v"),

T—o00
lo que prueba estabilidad global asintética. |

2.9. Persistencia uniforme y permanencia. En esta subseccion se estudia la coexistencia a largo
plazo de ambas especies en el sistema (2.8). Desde el punto de vista bioldgico, la persistencia uniforme
garantiza que las poblaciones de presa y depredador permanezcan estrictamente positivas para tiempos
suficientemente grandes, evitando escenarios de extincion asintética [32, 4, 3]. Recordemos que el sistema
considerado es

du _ (I =m(v))uv

b _ Bv _ = AT

o u(l —u)e T+ u

4 a (o)) (2.40)
v — M\ Vg ) JUsVs

T =P T+ yu, + ov(l —v) — v,

donde

Uy = u(T — o), vy, =v(T — o), (2.41)
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y la funcién de refugio satisface 0 < m(v) < 1. Ademds, por los resultados establecidos en la Subseccién de
existencia y acotacion, toda solucidn positiva permanece en una region compacta positivamente invariante

Q={(u,v) eRL:0<u< M, 0<v<M}. (2.42)

Definicion 2.1 (Persistencia uniforme). E! sistema (2.8) se dice uniformemente persistente si existe
una constante m > 0 tal que toda solucion positiva satisface

liminf u(T) > m, liminfo(T) > m.
T—o0 T—o0

Teorema 2.15 (Persistencia uniforme). Supongamos que p + 6 > v. Entonces, el sistema (2.8) es
uniformemente persistente en ).

Demostracion: Por los Teoremas previos de positividad, acotacidon uniforme y existencia global, toda
solucion positiva del sistema (2.8) permanece en la region compacta positivamente invariante ) definida
en (2.42) [5, 2, 25]. Analizamos ahora la dindmica sobre la frontera de (). Los equilibrios de frontera
biolégicamente relevantes son: Ey = (0,0), E2 = (1,0), y eventualmente el equilibrio libre de presa,
cuando existe. El equilibrio trivial Fy = (0, 0) es siempre inestable, como se demostr6 previamente, debido
al término logistico de crecimiento de la presa [8, 7]. Considerando el equilibrio libre de depredador Fy =
(1,0). Linealizando la ecuacién del depredador alrededor de F, obtenemos

dv _( 1-m(0)
dTN<p . +5_V>v. @43)

Como m(0) = mg, 0 < mg < 1, se sigue que plljr”f{o > 0. Ademas, de p + & > v. Por tanto, el coeficien-
te lineal en (2.43) resulta positivo, lo cual implica que pequefas perturbaciones positivas del depredador
crecen exponencialmente. En consecuencia, /> es inestable respecto a trayectorias interiores. Asi, ningtin
equilibrio de frontera puede atraer trayectorias positivas interiores. Dado que las soluciones permanecen
uniformemente acotadas en la regién compacta €2, y que todos los conjuntos invariantes de frontera son
repelentes para condiciones iniciales estrictamente positivas, se satisfacen las hipétesis del teorema clasico
de persistencia uniforme para semiflujos en sistemas dindmicos poblacionales [32, 4, 3]. Por consiguiente,

existen constantes positivas m1, mo > 0 tales que

liminf u(T) > my, liminf v(T") > meo.
T—o00 T—o00
Tomando m = min{my, ma} > 0, se concluye que el sistema es uniformemente persistente. ]

Corolario 2.1 (Permanencia). Bajo las hipotesis del Teorema 2.15, el sistema (2.8) es permanente.

Demostracion: La permanencia es consecuencia directa de la persistencia uniforme y de la acotacién
uniforme previamente demostrada [32, 3, 4]. En efecto, por el Teorema 2.15, existen constantes positivas
my, mg > 0 tales que

liminf u(T) > mq, liminfv(T") > ma.
T—o0 T—co

Asimismo, por acotacién uniforme,
u(T) < My, v(T) < M, vT > 0.
Por tanto,

my < liTminfu(T) < limsupu(T) < My,
— 00

T—o0

me < liminfv(T) < limsup v(T) < Ms.
T—oo T—o0
Luego, ambas poblaciones permanecen uniformemente separadas de cero e infinito, lo que demuestra per-
manencia. ]

El resultado anterior muestra que la interaccidn conjunta entre efecto miedo, refugio adaptativo, alimento
alternativo y retardo temporal no conduce a extincion de especies siempre que la contribucion neta al creci-
miento del depredador supere su mortalidad natural, es decir, bajo la condiciéon p + § > v. En particular, la
disponibilidad de alimento alternativo y la eficiencia de conversion energética favorecen coexistencia robus-
ta y persistente, en concordancia con resultados reportados en modelos ecoldgicos con fear effect, refugio
adaptativo y retardos temporales [16, 17, 18, 21, 19].
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3. Simulaciones computacionales. Con el fin de ilustrar los resultados analiticos obtenidos y explorar
el comportamiento dindmico del sistema bajo diferentes escenarios ecoldgicos, se realizaron simulaciones
numéricas del modelo adimensional con retardo (2.3), utilizando integracién directa de ecuaciones dife-
renciales con retardo mediante el paquete ddeint en Python. Dado que el sistema incorpora un retardo
discreto o > 0 en la dindmica del depredador, las simulaciones requieren especificar una funcién historia
sobre el intervalo [—o,0]. En este trabajo se considerd una perturbacién periddica suave alrededor de un
estado inicial positivo, definida como

#(T) = (0,75 4 0,05sin(0,5T"), 0,35 4 0,03 cos(0,5T")) T € [-0,0], 3.1

garantizando condiciones iniciales biol6gicamente admisibles y continuidad temporal.

Los parametros base empleados en las simulaciones fueron seleccionados dentro de rangos bioldgicamente
admisibles y consistentes con estudios previos sobre modelos depredador—presa con efecto miedo, refugio,
alimento alternativo y retardo temporal [16, 17, 18, 21]. Debido a que el sistema se encuentra en forma
adimensional, dichos valores no corresponden a una especie particular, sino a escenarios dindmicos repre-
sentativos que permiten ilustrar estabilidad, coexistencia y oscilaciones inducidas por retardo. La Tabla 3.1
resume los valores base y los rangos explorados en las simulaciones.

Tabla 3.1: Valores base y rangos explorados de los pardmetros adimensionales.

Pardmetro  Valor base  Rango explorado  Interpretacién ecoldgica

B 0,35 [0,05,1,20] Intensidad relativa del efecto miedo sobre la re-
produccién de la presa.
1,80 [0,50, 3,00] Presion efectiva de depredacion.
~ 0,40 [0,10,1,50] Saturaci6n de la respuesta funcional.
1,40 [0,50, 3,00] Eficiencia efectiva de conversion presa—
depredador.
1) 0,18 [0,05, 0,60] Contribucién del alimento alternativo al creci-
miento del depredador.
v 0,22 [0,05, 0,80] Mortalidad natural del depredador.
mo 0,12 [0,00, 0,40] Nivel basal de refugio.
my 0,28 [0,00, 0,60] Intensidad del refugio adaptativo inducido por el
depredador.
H 0,50 [0,10,1,50] Constante de saturacién del refugio adaptativo.
o variable [0,00, 5,50] Retardo reproductivo adimensional.

Bajo estas condiciones, se analizaron tres aspectos principales: evolucién temporal de las poblaciones presa
y depredador; retratos de fase y estructura geométrica de trayectorias; y transicion dindmica inducida por el
retardo temporal como parametro de bifurcacién. Para estudiar el efecto del retardo, se consideré ¢ como
pardmetro de control y se construy6 un diagrama numérico de bifurcacién registrando maximos y minimos
asintéticos de la poblacién presa, definidos mediante

A(o) = I%l;)l(u(T) — Inin u(T), (3.2)
donde A(c) representa la amplitud oscilatoria en régimen estacionario. Valores cercanos a cero indican
convergencia hacia el equilibrio de coexistencia, mientras que valores positivos evidencian la aparicién de
oscilaciones periddicas sostenidas. Adicionalmente, se explord la interaccién conjunta entre la intensidad
del miedo y el retardo mediante mapas de calor de amplitud oscilatoria en el plano paramétrico (3, o), lo
que permiti6 identificar regiones de estabilidad, transicién dindmica y oscilaciones sostenidas. Finalmente,
se realiz6 un andlisis global de sensibilidad para cuantificar la influencia relativa de los pardmetros sobre
la dindmica del sistema. Para ello se implementaron dos metodologias complementarias: coeficientes de
correlacién parcial por rangos (PRCC) combinados con muestreo Latin Hypercube Sampling (LHS), e
indices globales de Sobol para descomposicion de varianza. Como variable respuesta se utiliz6 la amplitud
oscilatoria de la presa,

Y = rTn>:%>1<u(T) ~ mnin u(T), (3.3)
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por constituir un indicador cuantitativo directo de estabilidad y emergencia de oscilaciones periddicas. Los
resultados computacionales obtenidos son consistentes con las predicciones tedricas sobre estabilidad local
y bifurcacién de Hopf, mostrando que el retardo temporal y la intensidad del efecto miedo constituyen
mecanismos relevantes en la generacién de dindmicas oscilatorias.

3.1. Evolucion temporal y plano fase. Con el propésito de ilustrar el comportamiento dindmico
del sistema en el régimen oscilatorio, se realizé una simulacién numérica considerando o = 3,5. Para
el conjunto de pardmetros base indicado en la Tabla 3.1, este valor del retardo se encuentra por encima
del umbral critico de estabilidad, de modo que el equilibrio de coexistencia pierde estabilidad local y las
trayectorias convergen hacia una oscilacién periddica estable. Este escenario permite visualizar con claridad
el efecto desestabilizador del retardo reproductivo sobre la interaccién depredador—presa.

Retrato de fase del sistema depredador-presa con retardo

Evolucion temporal del sistema con retardo 1010

(3
@ Estado final

(F=(0.155,0568)]

Poblacion del Depredador v(t)

Densidad poblacional

(B=(0,0)] [B=1,0)]

0010 ]

0 20 Q0 60 80 100 120 10 160 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo adimensional Poblacién de la Presa u(t)

(a) Evolucién temporal de las poblaciones. (b) Plano fase del sistema con ciclo limite estable.

Figura 3.1: Comportamiento dindmico del sistema depredador-presa con retardo para o = 3,5.

La Figura 3.1a muestra oscilaciones periddicas sostenidas entre la presa y el depredador para o = 3,5. Para
los valores base considerados en la Tabla 3.1, este valor del retardo se encuentra en el régimen posterior a
la pérdida de estabilidad del equilibrio de coexistencia. Se observa el desfase temporal caracteristico de los
sistemas depredador—presa: el aumento de la presa favorece posteriormente el crecimiento del depredador,
mientras que el incremento de la depredacion reduce la poblacién de presas y, como consecuencia de la
escasez de recurso, provoca luego la disminucién del depredador [1, 2]. Este comportamiento evidencia que
el retardo reproductivo introduce una memoria temporal capaz de desincronizar la respuesta del depredador
frente a los cambios en la abundancia de la presa.

Desde el punto de vista ecoldgico, las oscilaciones obtenidas reflejan la interaccién entre crecimiento po-
blacional, depredacién y mecanismos adaptativos. El efecto miedo reduce la reproduccién efectiva de la
presa, mientras que el refugio adaptativo disminuye la fraccién vulnerable ante una alta presiéon depreda-
dora [16, 17, 18, 23, 19]. A su vez, el alimento alternativo favorece la persistencia del depredador durante
periodos de baja abundancia de presa, evitando caidas abruptas de su densidad poblacional [21]. Por tanto,
la dindmica oscilatoria no se debe a un inico mecanismo, sino a la accién conjunta del retardo, el miedo, el
refugio y el alimento alternativo. Por otra parte, la Figura 3.1b muestra la proyeccién de las trayectorias en
el plano fase alrededor del equilibrio coexistente

E* = (0,155, 0,568).

Para o0 = 3,5, las trayectorias no convergen hacia dicho equilibrio, sino hacia una 6rbita periddica atractora,
lo cual es coherente con la pérdida de estabilidad local predicha por el andlisis de bifurcacién de Hopf indu-
cida por retardo [11, 10, 24, 33]. La 6rbita cerrada observada en el plano fase indica coexistencia oscilatoria
de ambas especies en el régimen simulado, manteniendo las poblaciones positivas y acotadas, en concor-
dancia con los resultados de positividad, acotacién y permanencia establecidos previamente [32, 3, 4]. En
conjunto, las simulaciones muestran que el retardo temporal actia como un mecanismo desestabilizador
capaz de transformar una coexistencia estacionaria en una coexistencia oscilatoria persistente.

3.2. Sensibilidad dinamica respecto al retardo temporal. Con el fin de analizar el papel del retardo
temporal como pardmetro organizador de la dindmica del sistema, se realizaron simulaciones numéricas
para distintos valores de o, manteniendo fijos los demdas parametros. La Figura 3.2 muestra la evolucién
cualitativa del retrato de fase para cuatro escenarios representativos.
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Analisis de sensibilidad del sistema respecto al retardo temporal
Retardo temporal 0=0.5 Retardo temporal 0 =2.0
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e
®
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0.2 0.2

0.0 0.0
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Retardo temporal 0=3.5 Retardo temporal 0=5.5
1.0
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Figura 3.2: Andlisis de sensibilidad dindmica respecto al retardo temporal o.

Para valores pequefios del retardo, como o = 0,5, las trayectorias convergen rdpidamente hacia el equilibrio
coexistente E* = (0,155, 0,568), indicando estabilidad asintdtica local. En este caso, el tiempo asocia-
do a digestion, conversion energética y reproduccién no es suficiente para alterar la dindmica estacionaria
[24, 11]. Al aumentar el retardo hasta o = 2,0, las trayectorias presentan oscilaciones de mayor amplitud al-
rededor del equilibrio, sugiriendo proximidad al umbral critico de estabilidad y concordando con el andlisis
tedrico de bifurcaciéon de Hopf. Cuando el retardo supera dicho umbral, por ejemplo para o = 3,5, apare-
ce un ciclo limite estable y las trayectorias convergen hacia oscilaciones periddicas sostenidas, reflejando
coexistencia oscilatoria entre ambas especies [10, 33]. Finalmente, para retardos mayores (¢ = 5,5), el
ciclo limite incrementa significativamente su amplitud y muestra oscilaciones mds pronunciadas entre fases
de abundancia y escasez poblacional. Desde el punto de vista ecoldgico, esto indica que retardos excesi-
vos intensifican las fluctuaciones poblacionales y pueden aumentar la vulnerabilidad del ecosistema frente
a perturbaciones externas [1]. En conjunto, los resultados confirman que el retardo temporal actia como
un pardmetro critico capaz de transformar coexistencia estacionaria en coexistencia oscilatoria mediante
pérdida de estabilidad del equilibrio interior.

3.3. Diagrama numérico de bifurcacion respecto al retardo temporal. Con el propdsito de validar
numéricamente el papel del retardo temporal como pardmetro de bifurcacién, se construyé un diagrama
de bifurcacién considerando ¢ como pardmetro de control. Para cada valor de o, se simul6 el sistema en
un intervalo temporal largo, eliminando el régimen transitorio y registrando los valores asint6ticos de la
poblacién presa u(t).

Diagrama numérico de bifurcacién respecto al retardo temporal
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Figura 3.3: Diagrama numérico de bifurcacién respecto al retardo temporal o.
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La Figura 3.3 muestra que, para retardos pequeios (¢ < o.), el sistema converge hacia un equilibrio
coexistente estable, evidenciado por un tnico valor asintético de la poblacién presa. En esta region, la
memoria bioldgica asociada al retardo no altera la estabilidad del equilibrio interior. Cuando o alcanza el
valor critico aproximado o, &~ 0,95, aparecen ramas méaximas y minimas asintdticas de u(t), indicando
pérdida de estabilidad y surgimiento de oscilaciones periddicas sostenidas. Este comportamiento confirma
numéricamente la ocurrencia de una bifurcacién de Hopf inducida por retardo [11, 10, 24]. Ademas, al
aumentar o, la separacion entre las ramas crece progresivamente, reflejando un incremento en la amplitud
de las oscilaciones. Desde el punto de vista ecolégico, retardos mayores asociados a digestion, conversion
energética o reproduccion generan respuestas poblacionales mds lentas y favorecen desincronizacion tréfica
y fluctuaciones persistentes [1, 33]. En consecuencia, el retardo temporal actiia como un pardmetro critico
que regula la transicidn entre coexistencia estacionaria y coexistencia oscilatoria.

3.4. Mapa de calor de sensibilidad respecto al retardo y efecto miedo. Con el fin de explorar la
interaccidn conjunta entre el retardo temporal y la intensidad del efecto miedo, se construyé un mapa de
calor considerando como variable respuesta la amplitud oscilatoria de la poblacién presa, A = méx(u) —
min(u), calculada luego de eliminar el régimen transitorio.

Mapa de calor de amplitud oscilatoria del sistema

max(u) — min(u)

Intensidad del miedo B
°
N

e
e
Amplitud oscilatoria A

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Retardo temporal ¢

Figura 3.4: Mapa de calor de amplitud oscilatoria en funcién del retardo temporal o y la intensidad del
miedo .

La Figura 3.4 muestra regiones dindmicas determinadas por la interaccion entre el retardo temporal o y la
intensidad del miedo 3. Para valores pequefos de ambos parametros, las oscilaciones presentan baja am-
plitud y el sistema converge rdpidamente hacia el equilibrio coexistente. Sin embargo, al aumentar o, la
amplitud oscilatoria crece progresivamente, evidenciando el efecto desestabilizador de la memoria bioldgi-
ca asociada a digestion, conversion energética y reproduccion [24, 11]. Este resultado confirma que retardos
elevados favorecen pérdida de estabilidad y aparicion de oscilaciones sostenidas. Asimismo, incrementos
en la intensidad del miedo modifican significativamente la dindmica del sistema, ya que la reduccién no
consumptiva de la tasa reproductiva de la presa altera directamente la interaccion tréfica [16, 17, 18]. Desde
el punto de vista ecoldgico, el efecto miedo y el retardo temporal actian conjuntamente regulando la esta-
bilidad ecosistémica y la magnitud de las fluctuaciones poblacionales. En consecuencia, ambos pardmetros
constituyen mecanismos clave en la transicion entre coexistencia estable y coexistencia oscilatoria.

3.5. Analisis global de sensibilidad. Con el objetivo de cuantificar la influencia de los parametros
sobre la dindmica del sistema, se realizé un andlisis global de sensibilidad mediante coeficientes de corre-
lacién parcial por rangos (PRCC) combinados con muestreo Latin Hypercube Sampling (LHS), junto con
indices globales de Sobol [26, 27, 28, 29, 30]. Como variable respuesta se considerd la amplitud oscilatoria
de la presa, Y = médxysq u(t) — mings.; u(t), la cual cuantifica la intensidad de las oscilaciones y actia
como indicador de estabilidad dindmica. Los pardmetros del modelo fueron muestreados en rangos biol6gi-
camente plausibles mediante LHS, permitiendo una exploracion eficiente del espacio paramétrico [26].
Posteriormente, se calcularon los coeficientes PRCC y los indices de Sobol para identificar los parametros
con mayor influencia sobre la aparicién y amplitud de oscilaciones poblacionales [28, 29, 30].
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Analisis de sensibilidad global mediante PRCC ibili global i indices de Sobol
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Figura 3.5: Andlisis global de sensibilidad del modelo depredador-presa con efecto miedo, refugio adapta-
tivo y retardo temporal.

La Figura 3.5a muestra los coeficientes de correlacion parcial por rangos (PRCC) asociados a los parametros
principales del modelo. Se observa que el retardo temporal o presenta la correlacién positiva mas elevada,
indicando que incrementos en el tiempo de retardo favorecen significativamente el aumento de la ampli-
tud oscilatoria y, en consecuencia, la aparicién de dindmicas periddicas sostenidas. Este resultado confirma
el papel desestabilizador del retardo asociado a procesos bioldgicos de digestion, conversidon energética
y reproduccion del depredador. Asimismo, el pardmetro p, relacionado con la eficiencia de conversion
depredador—presa, y la intensidad del miedo /3 presentan correlaciones positivas moderadas, sugiriendo que
ambos mecanismos contribuyen al incremento de las fluctuaciones poblacionales. En contraste, el pardmetro
4, asociado al soporte proporcionado por el alimento alternativo, exhibe una correlacién negativa dominan-
te. Esto indica que mayores niveles de recurso alternativo favorecen la estabilizacién del sistema y reducen
la amplitud de las oscilaciones poblacionales. De manera similar, la mortalidad natural del depredador v
muestra un efecto estabilizador moderado. Por otra parte, la Figura 3.5b presenta los indices globales de
Sobol de primer orden, los cuales cuantifican la contribucién individual de cada pardmetro a la varianza
total de la respuesta dindmica [29, 30]. Los resultados muestran nuevamente que el retardo temporal o y el
parametro ¢ constituyen los mecanismos mas influyentes en la dindmica global del sistema, seguidos por p.
En particular, el elevado indice de Sobol asociado a o evidencia que la memoria bioldgica inducida por el
retardo representa uno de los principales factores responsables de la transicion entre coexistencia estacio-
naria y coexistencia oscilatoria. En conjunto, los andlisis PRCC y Sobol muestran resultados consistentes y
complementarios, confirmando que el retardo temporal y los mecanismos de soporte energético alternativo
desempeian un papel central en la regulacion de estabilidad, amplitud oscilatoria y persistencia poblacional
del sistema ecoldgico.

4. Conclusiones. En este trabajo se propuso y analizé un modelo depredador—presa con retardo tem-
poral que incorpora simultineamente efecto miedo, refugio adaptativo dependiente del depredador y ali-
mento alternativo. A diferencia de modelos clasicos, la formulacién integra efectos consumptivos y no
consumptivos junto con memoria biolégica, proporcionando una descripcion ecolégicamente mds realista
de las interacciones tréficas [16, 17, 12]. Desde el punto de vista matematico, se demostraron propiedades
fundamentales del sistema, incluyendo existencia global, positividad, acotacién uniforme, persistencia y
permanencia de soluciones. Ademads, se establecieron condiciones para la existencia y estabilidad del equi-
librio coexistente, asi como criterios de estabilidad global y bifurcaciéon de Hopf inducida por el retardo
[11, 25, 10]. Los resultados muestran que el retardo temporal actiia como mecanismo desestabilizador: para
retardos pequefios el sistema converge a un equilibrio estable, mientras que al superar un valor critico apa-
recen oscilaciones periddicas sostenidas. Los experimentos numéricos confirmaron los resultados teéricos
y evidenciaron que la interaccion entre el retardo temporal y el efecto miedo modifica significativamente
la dindmica poblacional. En particular, el aumento del retardo incrementa la amplitud de las oscilaciones,
mientras que el efecto miedo altera la estabilidad del sistema al reducir la reproduccion efectiva de la presa
[18, 21]. Asimismo, el andlisis global de sensibilidad mediante PRCC-LHS e indices de Sobol identificé al
retardo temporal como el pardmetro mds influyente en la pérdida de estabilidad y generacion de oscilacio-
nes, mientras que el alimento alternativo mostré un efecto estabilizador importante.

En conjunto, el trabajo evidencia que la estabilidad ecoldgica depende fuertemente de la interaccién en-
tre memoria bioldgica, respuestas conductuales inducidas por riesgo y mecanismos de soporte energético
alternativo. El modelo amplia la comprensién de dindmicas complejas inducidas por retardo en sistemas
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ecoldgicos no lineales y proporciona una base util para futuros estudios sobre difusién espacial, ruido am-
biental, retardos distribuidos y modelos eco-epidemiolégicos mds generales.
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