
Journal homepage http://revistas.unitru.edu.pe/index.php/SSMM

SELECCIONES MATEMÁTICAS
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Abstract
In this work, we study the structure of the Galois group of finite unramified extensions of the p-adic field.
Furthermore, we establish the uniqueness, up to isomorphism, of unramified extensions of a given degree,
and we describe the Galois group of the maximal unramified extension of Qp.
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Resumen
En este trabajo se estudia la estructura del grupo de Galois de extensiones finitas no ramificadas del cuerpo
p-ádico. Asimismo, se establece la unicidad, salvo isomorfismo, de las extensiones no ramificadas de grado
dado, y se describe el grupo de Galois de la extensión maximal no ramificada de Qp.
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1. Introduction. Sea K un cuerpo p-ádico, es decir, una extensión finita de Qp. Las extensiones no
ramificadas de K desempeñan un papel fundamental en la aritmética de los cuerpos locales y en el estudio
de sus grupos de Galois. Es bien sabido que las extensiones no ramificadas finitas de K corresponden a
extensiones finitas del cuerpo residual de K. En particular, el grupo de Galois de tales extensiones posee
una estructura simple y está estrechamente relacionado con el automorfismo de Frobenius del cuerpo re-
sidual. Esta correspondencia permite describir de manera explı́cita la estructura de los grupos de Galois
de extensiones no ramificadas. El propósito de este trabajo es estudiar estos grupos de Galois y describir
algunas de sus propiedades fundamentales.

2. Cuerpos Finitos. Empecemos escribiendo algunas definiciones y proposiciones relacionadas a la
teorı́a de Galois. Para mayor información puede consultar [1], [2] y [3].

Es bien sabido que, dado F un cuerpo de caracterı́stica p. Para todo a, b ∈ F y todo n ≥ 1 se cumple

(a+ b)p
n

= ap
n

+ bp
n

.

Esto motiva la siguiente definición.
Definición 2.1. Dado F un cuerpo de caracterı́stica p. La aplicación

φ : F → F, a 7→ ap

es un homomorfismo de anillos, llamado el endomorfismo de Frobenius de F . En caso F sea un cuerpo
finito, se tiene que φ es un isomorfismo llamado automorfismo de Frobenius y denotado por Frob.

Lema 2.1. Sea K una extensión finita de grado n sobre un cuerpo finito F . Si F tiene q elementos,
entonces K tiene qn elementos.
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Demostración: Sea {u1, u2, . . . , un} una base de K como espacio vectorial sobre F . Entonces todo
v ∈ K puede escribirse de manera única en la forma

v = a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun,

donde ai ∈ F .
Como cada ai puede ser cualquiera de los q elementos de F , el número total de dichas combinaciones

lineales distintas es qn. □
Corolario 2.1. Sea F un cuerpo finito. Entonces existe un primo p y un entero n ∈ N, ambos únicos,

tales que F tiene pn elementos.
Demostración: Como F tiene un número finito de elementos, su caracterı́stica debe ser un primo p.

Por el lema anterior F tiene pn elementos para cierto n. □
Corolario 2.2. Para todo primo p y todo entero n ≥ 1 existe un cuerpo con pn elementos.
Demostración: Sea E cuerpo de descomposición del polinomio f(x) ∈ Fp[x] dado por

f(x) = xp
n

− x.

Como la derivada formal

f ′(x) = pnxp
n−1 − 1 = −1

y f son primos entre sı́, se tiene que f posee pn raı́ces distintas en E. Sea el conjunto

K = {x ∈ E : f(x) = 0}.

Veamos que K es un cuerpo. Es claro que 0 y 1 están en K. Si a, b ∈ K, entonces

(a− b)p
n

= ap
n

− bp
n

= a− b,

por lo que a− b ∈ K.
Por otro lado, si b ̸= 0, entonces

(ab−1)p
n

= ap
n

(bp
n

)−1 = ab−1,

de donde obtenemos ab−1 ∈ K. Por lo tanto K es un cuerpo. □

3. Teorı́a de Galois. Para mayor información puede consultar [1] y [3].
Definición 3.1.

1. Un polinomio f ∈ K[x] es llamado separable sobre K si ninguno de sus factores irreducibles
sobre K tiene raı́ces múltiples (en un cuerpo de descomposición).

2. Decimos que L/K es una extensión separable si todo elemento α ∈ L es separable sobre K, es
decir, si el polinomio mı́nimo de α sobre K es separable.

Definición 3.2. Un cuerpo K es llamado perfecto si todos los polinomios en F [x] son separables.
Proposición 3.1.
a) Un cuerpo de caracterı́stica cero es perfecto.
b) Un cuerpo F de caracterı́stica p ̸= 0 es perfecto si y sólo si todo elemento de F es una p-ésima

potencia.
Demostración: Consultar [[1],Proposition 2.15]. □
Ejemplo 3.1.

i) Un cuerpo finito F es perfecto, dado que el endomorfismo de Frobenius

a 7→ ap : F → F,

es inyectivo y por lo tanto sobreyectivo.
ii) Un cuerpo que puede escribirse como unión de cuerpos perfectos es perfecto. Por lo tanto, todo

cuerpo algebraico sobre Fp es perfecto.
Definición 3.3. Sea E/F una extensión algebraica. Decimos que E/F es normal si el polinomio

mı́nimo de todo elemento α ∈ E sobre F se descompone completamente en E[x].
Observación 3.1. Sea f ∈ F [x] un polinomio irreducible de grado m y sea E/F una extensión alge-

braica, se cumple:
i) Si E/F es separable, entonces las raı́ces de f son distintas.

ii) Si E/F es normal, entonces f se descompone completamente en E[x].
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Por lo tanto, si E/F es separable y normal, entonces f tiene m raı́ces distintas en E.
Ejemplo 3.2. El cuerpo Q( 3

√
2) es una extensión separable de Q pero no es normal sobre Q, ya que el

polinomio f = x3 − 2 no se descompone completamente en Q( 3
√
2).

Definición 3.4. Sea F un cuerpo. Una extensión finitaE de F se dice que es de Galois si F es el cuerpo
fijo del grupo de F -automorfismos de E. Este grupo se denomina el grupo de Galois de E sobre F , y se
denota por Gal(E/F ).

Teorema 3.1. Sea E/F una extensión. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) E es el cuerpo de descomposición de un polinomio separable f ∈ F [X].
b) E = EG para algún grupo finito G de automorfismos de E.
c) E/F es normal, separable y de grado finito sobre F .
d) E/F es una extensión de Galois.

Demostración: Consultar [[1],Theorem 3.10]. □
Ejemplo 3.3. Sea E = Q(ζ3) donde ζ3 es una raı́z cúbica primitiva de la unidad, es decir ζ3 es raı́z del

polinomio

f(x) = x2 + x+ 1 ∈ Q[x].

Como el polinomio f es irreducible y separable sobre Q entoncesE/Q es una extensión separable. Por
otro lado, como las raı́ces ζ3 y ζ23 pertenecen a E entonces, la extensión E/Q es normal, es decir, es una
extensión de Galois. El grupo de Galois Gal(E/Q) está formado por los automorfismos

σk(ζ3) = ζ k
3 , k ∈ {1, 2},

y por lo tanto

Gal(E/Q) ∼= (Z/3Z)× ∼= Z/2Z.

4. Extensiones p-ádicas. Para mayor información puede consultar [4], [5] y [6]. Dado un valor abso-
luto no arquimediano | · | sobre un cuerpo K, definamos la función sobre K

v : K → R ∪ {∞}.

dada por

v(x) =

{
−log|x|, si x ∈ K× = K \ {0},
∞, si x = 0.

Esta función satisface las siguientes propiedades:
1. v(x) =∞ si y sólo si x = 0.
2. v(xy) = v(x) + v(y).
3. v(x+ y) ≥ mı́n{v(x), v(y)},

Definición 4.1. Una función v que satisface las propiedades anteriores es llamada valuación exponen-
cial del cuerpo K.

Definición 4.2. Para cada p número primo positivo, definamos la función

vp : Z→ Z ∪ {∞}

dada por

vp(x) =

máx{n ∈ Z : pn | x}, si x ̸= 0,

∞, si x = 0.

Esta función puede ser extendida a Q, es decir, dado x = a/b ∈ Q, definamos

vp(x) = vp(a)− vp(b).

Esta valuación exponencial es llamada la valuación p-ádica de Q.
Para cada v valuación exponencial, definamos la valuación o valor absoluto sobre un cuerpo K como

|x| = q−v(x),
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donde q es un número real fijo con q > 1.
Definición 4.3. La función | · | se le llama la valuación multiplicativa asociada o valor absoluto aso-

ciado.
Ejemplo 4.1. Para K = Q definamos la función

|a|p = p−vp(a).

Dicha función | · |p es llamada valor absoluto p-ádico sobre Q.
Proposición 4.1. Sea K un cuerpo con valuación exponencial v y valor absoluto asociada | · |. El

conjunto

OK = {x ∈ K : v(x) ≥ 0} = {x ∈ K : |x| ≤ 1},

es un anillo con grupo de unidades

O×
K = {x ∈ K : v(x) = 0} = {x ∈ K : |x| = 1},

y único ideal maximal

pK = {x ∈ K : v(x) > 0} = {x ∈ K : |x| < 1}.

Demostración: Consultar [[5],Proposition 3.9]. □
Observación 4.1.

1. Para todo x ∈ K se cumple x ∈ OK o x−1 ∈ OK , es decir, OK es un anillo de valuación.
2. El cuerpo OK/pK se llama el cuerpo residual de OK .

Definición 4.4. Una valuación exponencial v se llama discreta si admite un valor positivo mı́nimo s tal
que v(K×) = sZ. En caso s = 1, diremos que la valuación es normalizada.

Dividiendo por s siempre podemos pasar a una valuación normalizada sin cambiar los invariantes O,
O× y p.

Definición 4.5. En un cuerpo K con una valuación normalizada v, un elemento π ∈ O tal que

v(π) = 1

es llamado normalizador.
Observación 4.2. (Caracterización de todo elemento no nulo en un cuerpo con valuación normaliza-

da).
En un cuerpo K con valuación normalizada, todo elemento x ∈ K× admite una representación única

x = uπm,

donde m ∈ Z y u ∈ O×.
Definición 4.6. Un cuerpo henseliano es un campo provisto de una valuación no arquimediana v cuyo

anillo de valuación O satisface el lema de Hensel. También se dice que la valuación v o el anillo de
valuación O es henseliano.

Sea K un campo que es henseliano respecto de la valuación exponencial v.
Si L/K es una extensión finita de grado n, entonces v se extiende de manera única a una valuación

exponencial w sobre L, dada por

w(α) =
1

n
v
(
NL/K(α)

)
.

Para los grupos de valores y los cuerpos residuales de v y w, se obtienen las inclusiones

v(K×) ⊂ w(L×) y κ ⊂ λ.

Definición 4.7. El ı́ndice de ramificación de la extensión L/K se define como el ı́ndice

e = e(w|v) =
(
w(L×) : v(K×)

)
,

y el número

f = f(w|v) = [λ : κ],

se denomina el grado de inercia.
Definición 4.8. Una extensión L/K es no ramificada si la extensión l/k de cuerpos residuales es

separable y [L : K] = [l : k]. En caso L/K sea una extensión infinita, esta es no ramificada si es unión de
subextensiones finitas de K no ramificadas.

Observación 4.3. Para mayor información de los siguientes resultados, consultar [4].
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i) Dados L/K yM/K con L,M ⊂ K. Si L/K es no ramificada entonces LM/M es no ramificada.
ii) La composición de dos extensiones no ramificadas de K es no ramificada.

Ejemplo 4.2. Sea L = Q2(
√
5)/Q2, veamos que es no ramificada.

|a+ b
√
5|L = |NL/Q2

(a+ b
√
5)|1/22 = máx{|a|2, |b|2}.

Luego

OL = {a+ b
√
5 : a, b ∈ Z2} y ρL = {a+ b

√
5 : a, b ∈ 2Z2}.

Entonces

l = {a+ b
√
5 + ρL : a, b ∈ Z⊭}

= {[0], [1], [
√
5], [1 +

√
5]}

∼= F4.

Por tanto Q2(
√
5) es una extensión no ramificada de Q2 .

5. El grupo de Galois de una extensión no ramificada de Qp. En adelante, dado L es una extensión
finita de K = Qp, denotamos por OL el anillo de enteros de L, por mL su ideal maximal y por

l = OL/mL

su cuerpo residual. De igual modo k denota el cuerpo residual de Zp, para mayor información consultar [4]
y [5].

Proposición 5.1. Sea L/K una extensión finita no ramificada de grado f . Entonces la aplicación
natural

ψ : Gal(L/K) −→ Gal(l/k), σ 7−→ σ,

donde σ es el automorfismo inducido por σ sobre el cuerpo residual l, es un isomorfismo.
Demostración: Empecemos probando la buena definición de ψ. Sea σ ∈ Gal(L/K). Como σ es un

automorfismo de cuerpos que fija K, preserva la valuación de L que extiende la de K. En particular,

σ(OL) = OL y σ(mL) = mL.

Por lo tanto, σ induce un automorfismo del cociente

l = OL/mL.

Además, como σ fija K, también fija OK y por consiguiente fija el subcuerpo residual

k = OK/mK ⊂ l.

Ası́, σ ∈ Gal(l/k), y la aplicación ψ está bien definida.

Veamos ahora que ψ es un homomorfismo de grupos. Sean σ, τ ∈ Gal(L/K). Para todo x ∈ OL, se tiene

ψ(στ)(x) = στ(x mód mL) = σ(τ(x)) mód mL = σ
(
τ(x mód mL)

)
.

Luego

ψ(στ) = στ = σ ◦ τ .

Veamos ahora que ψ es inyectiva. Supongamos que σ ∈ Gal(L/K) induce la identidad sobre l. Entonces
σ pertenece al grupo de inercia de la extensión L/K. Pero como L/K es no ramificada, por definición su
ı́ndice de ramificación es

e(L/K) = 1.

Equivalentemente, el grupo de inercia es trivial. Por tanto,

σ = idL.

Ası́, ψ es homomorfismo inyectivo.
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Finalmente, probemos que ψ es sobreyectiva. Como L/K es no ramificada y finita, se tiene

[L : K] = f = [l : k].

Por otra parte, toda extensión finita de cuerpos finitos es galoisiana, y su grupo de Galois tiene cardinal
igual al grado de la extensión. Por lo tanto,

|Gal(l/k)| = [l : k] = f.

Además,

|Gal(L/K)| ≤ [L : K] = f.

Ası́ se tiene que

|Gal(L/K)| ≤ |Gal(l/k)| = f.

Ahora bien, una extensión no ramificada finita de un cuerpo local es siempre galoisiana, pues corres-
ponde a una extensión finita del cuerpo residual. En consecuencia,

|Gal(L/K)| = [L : K] = f.

Por tanto, como ψ es una aplicación inyectiva entre dos conjuntos finitos con el mismo número de elemen-
tos; se tiene que ψ es biyectiva.

Corolario 5.1. Sea L/K una extensión finita no ramificada de grado f . Entonces L/K es galoisiana
y

Gal(L/K) ∼= Z/fZ.

En particular, Gal(L/K) es cı́clico.
Demostración: Por la proposición anterior,

Gal(L/K) ∼= Gal(l/k).

Como K = Qp, su cuerpo residual es k = Fp. Puesto que L/K es no ramificada de grado f , se tiene

[l : k] = f,

de modo que

l ∼= Fpf .

Ahora bien, el grupo de Galois de una extensión finita de cuerpos finitos es cı́clico, generado por el auto-
morfismo de Frobenius Frob. Por tanto,

Gal(l/k) ∼= Gal(Fpf /Fp) ∼= Z/fZ.

Se concluye que

Gal(L/K) ∼= Z/fZ.

Proposición 5.2. Sea L/K una extensión finita no ramificada. Entonces existe un único elemento

FrobL/K ∈ Gal(L/K)

tal que su acción sobre el cuerpo residual l está dada por

FrobL/K(x) = xp para todo x ∈ l.

Además, FrobL/K genera el grupo Gal(L/K).
Demostración: Como l/k es una extensión finita de cuerpos finitos, el automorfismo de Frobenius

φ : l −→ l, x 7−→ xp

pertenece a Gal(l/k).
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Por la Proposición 5.1, la aplicación natural

Gal(L/K) −→ Gal(l/k)

es un isomorfismo. Por tanto, existe un único automorfismo

FrobL/K ∈ Gal(L/K)

que corresponde a φ. Por otro lado, como Gal(l/k) es cı́clico generado por φ, y el isomorfismo anterior
preserva la estructura de grupo, se sigue que Gal(L/K) es cı́clico generado por FrobL/K .

Proposición 5.3. Para cada entero f ≥ 1, existe, salvo isomorfismo sobre Qp, una única extensión no
ramificada de grado f de Qp.

Demostración: Sea L/Qp una extensión no ramificada de grado f . Entonces su cuerpo residual l es
una extensión de Fp de grado f . Pero sobre un cuerpo finito existe, salvo isomorfismo, una única extensión
de grado dado; es decir, existe un único cuerpo finito con pf elementos, a saber,

Fpf .

Recı́procamente, la teorı́a de extensiones no ramificadas de cuerpos locales establece que las extensio-
nes finitas no ramificadas de Qp están en correspondencia biyectiva con las extensiones finitas de su cuerpo
residual Fp. Por lo tanto, para cada f ≥ 1 existe una única extensión no ramificada de grado f de Qp, salvo
isomorfismo sobre Qp.

Corolario 5.2. Sea

Qnr
p =

⋃
f≥1

Lf ,

donde Lf/Qp es la única extensión no ramificada de grado f . Entonces

Gal(Qnr
p /Qp) ∼= Ẑ.

Demostración: Para cada f ≥ 1, el Corolario 5.1 muestra que

Gal(Lf/Qp) ∼= Z/fZ.

Además, si m | n, entonces Lm ⊆ Ln, y los homomorfismos de restricción

Gal(Ln/Qp) −→ Gal(Lm/Qp)

coinciden, bajo estas identificaciones, con los morfismos naturales

Z/nZ −→ Z/mZ.

Por definición del grupo de Galois de una extensión infinita,

Gal(Qnr
p /Qp) ∼= lim←−

f

Gal(Lf/Qp) ∼= lim←−
f

Z/fZ = Ẑ.

Esto prueba el resultado.
Ejemplo 5.1. La extensión trivial L = K = Qp es no ramificada de grado 1. En este caso,

Gal(L/K) = {id}.

Ejemplo 5.2. Del ejemplo 4.2 se sabe que L = Q2(
√
5) es una extensión no ramificada de grado 2 de

Q2. Entonces

l ∼= F22 ,

y por el Corolario 5.1,

Gal(L/Qp) ∼= Z/2Z.
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6. Conclusiones. En este trabajo se ha analizado la estructura del grupo de Galois de extensiones fini-
tas no ramificadas de Qp. Los resultados obtenidos permiten destacar los siguientes puntos fundamentales:

• La teorı́a de Galois de extensiones no ramificadas está completamente determinada por la teorı́a
de extensiones de cuerpos finitos. En particular, existe un isomorfismo natural

Gal(L/K) ∼= Gal(l/k),

lo que reduce el problema a un contexto algebraico finito.
• El grupo de Galois está generado por el automorfismo de Frobenius, lo que proporciona una des-

cripción explı́cita de sus elementos y de su acción.
• Para cada entero f ≥ 1, existe una única extensión no ramificada de grado f de Qp, lo que implica

una clasificación completa de dichas extensiones.
• La extensión maximal no ramificada de Qp posee un grupo de Galois profinito.
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