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Abstract
In this work, we study the structure of the Galois group of finite unramified extensions of the p-adic field.
Furthermore, we establish the uniqueness, up to isomorphism, of unramified extensions of a given degree,
and we describe the Galois group of the maximal unramified extension of Q.
Keywords . Frobenius automorphism, Galois group, unramified extension.

Resumen
En este trabajo se estudia la estructura del grupo de Galois de extensiones finitas no ramificadas del cuerpo
p-ddico. Asimismo, se establece la unicidad, salvo isomorfismo, de las extensiones no ramificadas de grado
dado, y se describe el grupo de Galois de la extension maximal no ramificada de Q).
Palabras clave. Automorfismo de Frobenius, grupo de Galois, extension no ramificada.

1. Introduction. Sea K un cuerpo p-ddico, es decir, una extensién finita de Q,. Las extensiones no
ramificadas de K desempefan un papel fundamental en la aritmética de los cuerpos locales y en el estudio
de sus grupos de Galois. Es bien sabido que las extensiones no ramificadas finitas de K corresponden a
extensiones finitas del cuerpo residual de K. En particular, el grupo de Galois de tales extensiones posee
una estructura simple y esta estrechamente relacionado con el automorfismo de Frobenius del cuerpo re-
sidual. Esta correspondencia permite describir de manera explicita la estructura de los grupos de Galois
de extensiones no ramificadas. El propdsito de este trabajo es estudiar estos grupos de Galois y describir
algunas de sus propiedades fundamentales.

2. Cuerpos Finitos. Empecemos escribiendo algunas definiciones y proposiciones relacionadas a la
teoria de Galois. Para mayor informacién puede consultar [1], [2] y [3].
Es bien sabido que, dado F' un cuerpo de caracteristica p. Para todo a,b € F'y todo n > 1 se cumple

(a+b)P" =a?" + 7",

Esto motiva la siguiente definicién.
Definicion 2.1. Dado F' un cuerpo de caracteristica p. La aplicacion

p: F—F, a+— af

es un homomorfismo de anillos, llamado el endomorfismo de Frobenius de F'. En caso F' sea un cuerpo
finito, se tiene que ¢ es un isomorfismo llamado automorfismo de Frobenius y denotado por Frob.

Lema 2.1. Sea K una extension finita de grado n sobre un cuerpo finito F. Si F tiene q elementos,
entonces K tiene q" elementos.
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Demostracion: Sea {uj,us,...,u,} una base de K como espacio vectorial sobre F. Entonces todo
v € K puede escribirse de manera tinica en la forma

V= a1u1 + aguz + - - - + Aplin,

donde a; € F.
Como cada a; puede ser cualquiera de los ¢ elementos de F', el niimero total de dichas combinaciones
lineales distintas es ¢". O

Corolario 2.1. Sea F' un cuerpo finito. Entonces existe un primo p y un entero n. € N, ambos tinicos,
tales que F tiene p™ elementos.

Demostracion: Como F' tiene un nimero finito de elementos, su caracteristica debe ser un primo p.
Por el lema anterior F’ tiene p™ elementos para cierto n. (|

Corolario 2.2. Para todo primo p y todo entero n > 1 existe un cuerpo con p™ elementos.

Demostracion: Sea E cuerpo de descomposicién del polinomio f(x) € Fp[z] dado por

f(z) = 2" — =z
Como la derivada formal
flla)y=p"a?" ! —1=-1
y f son primos entre si, se tiene que f posee p” raices distintas en F. Sea el conjunto
K={zeE: f(z) =0}
Veamos que K es un cuerpo. Es claroque 0 y 1 estdnen K. Sia,b € K, entonces
(a— b)p" =a” - =a—0b,

porloquea —b € K.
Por otro lado, si b # 0, entonces

(ab—l)p" - ap"(bp")—l —ab7l,
de donde obtenemos ab~! € K. Por lo tanto K es un cuerpo. (|

3. Teoria de Galois. Para mayor informacion puede consultar [1] y [3].
Definicion 3.1.
1. Un polinomio f € K|[xz] es llamado separable sobre K si ninguno de sus factores irreducibles
sobre K tiene raices miiltiples (en un cuerpo de descomposicién).
2. Decimos que L/K es una extension separable si todo elemento « € L es separable sobre K, es
decir, si el polinomio minimo de « sobre K es separable.
Definicién 3.2. Un cuerpo K es llamado perfecto si todos los polinomios en F[z] son separables.
Proposicion 3.1.
a) Un cuerpo de caracteristica cero es perfecto.
b) Un cuerpo F de caracteristica p # 0 es perfecto si y sélo si todo elemento de F' es una p-ésima
potencia.
Demostracion: Consultar [[1],Proposition 2.15]. O
Ejemplo 3.1.
1) Un cuerpo finito F es perfecto, dado que el endomorfismo de Frobenius

ara’ : F = F,

es inyectivo y por lo tanto sobreyectivo.
ii) Un cuerpo que puede escribirse como unién de cuerpos perfectos es perfecto. Por lo tanto, todo
cuerpo algebraico sobre [, es perfecto.
Definicion 3.3. Sea F/F una extension algebraica. Decimos que E/F es normal si el polinomio
minimo de todo elemento o € E sobre F' se descompone completamente en E|[x].
Observacion 3.1. Sea f € F[x] un polinomio irreducible de grado m y sea E/F una extensi6n alge-
braica, se cumple:
i) Si E/F es separable, entonces las raices de f son distintas.
ii) Si E/F esnormal, entonces f se descompone completamente en E[z].
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Por lo tanto, si E/F es separable y normal, entonces [ tiene m raices distintas en F.

Ejemplo 3.2. El cuerpo (@(\3/5) es una extension separable de Q pero no es normal sobre Q, ya que el
polinomio f = x3 — 2 no se descompone completamente en Q(+/2).

Definicion 3.4. Sea F' un cuerpo. Una extension finita £ de F' se dice que es de Galois si I es el cuerpo
fijo del grupo de F'-automorfismos de E. Este grupo se denomina el grupo de Galois de E sobre F', y se
denota por Gal(E/F).

Teorema 3.1. Sea E/F una extension. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) FE es el cuerpo de descomposicion de un polinomio separable f € F[X].
b) E = E€ para algiin grupo finito G de automorfismos de E.

¢) E/F es normal, separable y de grado finito sobre F.

d) E/F es una extension de Galois.

Demostracion: Consultar [[1],Theorem 3.10]. O

Ejemplo 3.3. Sea ¥ = Q((3) donde (3 es una raiz cdbica primitiva de la unidad, es decir (3 es raiz del
polinomio

fz)=2*+2z+1€cQz]

Como el polinomio f es irreducible y separable sobre Q entonces E/Q es una extensién separable. Por
otro lado, como las raices (3y (3 pertenecen a E entonces, la extension E/Q es normal, es decir, es una
extension de Galois. El grupo de Galois Gal(E/Q) estd formado por los automorfismos

O—k(C?)) = CBka k S {]—72}7
y por lo tanto

Gal(E/Q) = (Z/3Z)* = 7)2Z.

4. Extensiones p-adicas. Para mayor informacién puede consultar [4], [5] y [6]. Dado un valor abso-
luto no arquimediano | - | sobre un cuerpo K, definamos la funcién sobre K

v: K — RU{c0}.

dada por

o(z) = {—10g|x|, S%l’ € K* =K\ {0},
00, sixz =0.
Esta funcién satisface las siguientes propiedades:
1. v(z) = cosiysélosiz =0.
2. v(zy) = v(z) + v(y).
3. v(e +y) > minfo(z), v(y)}.
Definicion 4.1. Una funcion v que satisface las propiedades anteriores es llamada valuacion exponen-
cial del cuerpo K.
Definicion 4.2. Para cada p nimero primo positivo, definamos la funcién

vp 1 Z — Z U {0}
dada por

méx{n € Z:p" |z}, six#0,
vp(x) = ] 0
00, siz = 0.

Esta funcién puede ser extendida a Q, es decir, dado 2 = a/b € Q, definamos

vp(x) = vp(a) — vy(b).

Esta valuacion exponencial es llamada la valuacion p-ddica de Q.
Para cada v valuacién exponencial, definamos la valuacién o valor absoluto sobre un cuerpo K como

—v(x)

lz| = ¢q ,
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donde ¢ es un niimero real fijo con ¢ > 1.

Definicion 4.3. La funcién | - | se le llama la valuacion multiplicativa asociada o valor absoluto aso-
ciado.

Ejemplo 4.1. Para K = Q definamos la funcion

lal, = Pivp(a)'

Dicha funcién | - |, es llamada valor absoluto p-ddico sobre Q.
Proposicion 4.1. Sea K un cuerpo con valuacion exponencial v y valor absoluto asociada | - |. El
conjunto

Og ={reK:v(x)>0}={zx e K :|z| <1},
es un anillo con grupo de unidades

Op={zeK:v(x)=0}={zeK:|z| =1},
y unico ideal maximal

pk ={z€K:v(x)>0}={ze K:|z| <1}

Demostracion: Consultar [[5],Proposition 3.9]. O
Observacion 4.1.
1. Paratodo x € K se cumple z € O o 2~ ! € Ok, es decir, O es un anillo de valuacion.
2. El cuerpo Ok /pk se llama el cuerpo residual de O .
Definicion 4.4. Una valuacién exponencial v se llama discreta si admite un valor positivo minimo s tal
que v(K*) = sZ. En caso s = 1, diremos que la valuacién es normalizada.
Dividiendo por s siempre podemos pasar a una valuacién normalizada sin cambiar los invariantes O,
O*yp.

Definicion 4.5. En un cuerpo K con una valuacién normalizada v, un elemento 7 € O tal que
v(m) =1

es llamado normalizador.

Observacion 4.2. (Caracterizacion de todo elemento no nulo en un cuerpo con valuacion normaliza-
da).

En un cuerpo K con valuacion normalizada, todo elemento © € K™ admite una representacion tinica

dondem € Zyu e O*.

Definicion 4.6. Un cuerpo henseliano es un campo provisto de una valuacion no arquimediana v cuyo
anillo de valuacion O satisface el lema de Hensel. También se dice que la valuacion v o el anillo de
valuacion O es henseliano.

Sea K un campo que es henseliano respecto de la valuacién exponencial v.

Si L/K es una extension finita de grado n, entonces v se extiende de manera tnica a una valuacién
exponencial w sobre L, dada por

w(a) = %U(NL/K(O[))‘

Para los grupos de valores y los cuerpos residuales de v y w, se obtienen las inclusiones
v(K*)Ccw(L*) y kCA
Definicion 4.7. El indice de ramificacion de la extension L/ K se define como el indice
e =e(wlv) = (w(L*) : v(K™)),
y el niimero
f=Fwl) =[A: ],

se denomina el grado de inercia.

Definicion 4.8. Una extension L/K es no ramificada si la extensién [/k de cuerpos residuales es
separable y [L : K] = [l : k]. En caso L/ K sea una extension infinita, esta es no ramificada si es unién de
subextensiones finitas de K no ramificadas.

Observacion 4.3. Para mayor informacién de los siguientes resultados, consultar [4].



Mas R.- Selecciones Matematicas. 2026; Vol.13(1):77-84 81

i) Dados L/K y M/K con L, M C K.Si L/K es no ramificada entonces LM /M es no ramificada.
ii) La composicién de dos extensiones no ramificadas de K es no ramificada.
Ejemplo 4.2. Sea L = Q3(1/5)/Qo, veamos que es no ramificada.

la+ b5, = [Ny g, (a+bV5)5? = mix{|ala, b2}

Luego
Op={a+bV5:a,b€Zs} y pr={a+bV/5:a,bec 2%}
Entonces
I = {a+b0/5+pL:abe L}
= {[0], [1, V5], [1 + V5l}
= Fy.

Por tanto Q2 (+/5) es una extensién no ramificada de Qs .

5. El grupo de Galois de una extensién no ramificada de Q,. En adelante, dado L es una extension
finita de K = Q,,, denotamos por O, el anillo de enteros de L, por mz, su ideal maximal y por

= OL/mL

su cuerpo residual. De igual modo £ denota el cuerpo residual de Z,, para mayor informacién consultar [4]

y [5].
Proposicion 5.1. Sea L/K una extension finita no ramificada de grado f. Entonces la aplicacion
natural

Y : Gal(L/K) — Gal(l/k), oc— 7,

donde @ es el automorfismo inducido por o sobre el cuerpo residual l, es un isomorfismo.
Demostracion: Empecemos probando la buena definicién de ¢. Sea o € Gal(L/K). Como o es un
automorfismo de cuerpos que fija K, preserva la valuacion de L que extiende la de K. En particular,

o(0Or) =0y, y o(my) =my.
Por lo tanto, ¢ induce un automorfismo del cociente
l=0r/mpg.
Ademds, como o fija K, también fija O y por consiguiente fija el subcuerpo residual
k=0kg/mg Cl.

Asi, 7 € Gal(l/k), y la aplicacién 1) estd bien definida.

Veamos ahora que v es un homomorfismo de grupos. Sean o, 7 € Gal(L/K). Para todo = € O, se tiene
Y(o7)(z) =7 (z méd my) = o(7(x)) méd my, = 7 (7(z méd my)).
Luego

Y(oT) =0T =T oT.

Veamos ahora que v es inyectiva. Supongamos que o € Gal(L/K) induce la identidad sobre {. Entonces
o pertenece al grupo de inercia de la extensién L/K. Pero como L/K es no ramificada, por definicién su
indice de ramificacion es

e(L/K)=1.
Equivalentemente, el grupo de inercia es trivial. Por tanto,
oc=1id L-

Asi, ¥ es homomorfismo inyectivo.
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Finalmente, probemos que v es sobreyectiva. Como L/K es no ramificada y finita, se tiene
[L:K|=f=1[:k].

Por otra parte, toda extensidn finita de cuerpos finitos es galoisiana, y su grupo de Galois tiene cardinal
igual al grado de la extension. Por lo tanto,

(Gal(l/k)] = [ : K] = f.
Ademas,
Gal(L/K)| < [L: K] = f.
Asf se tiene que
(Gal(L/K)| < |Gal(i/k)| = f.

Ahora bien, una extensioén no ramificada finita de un cuerpo local es siempre galoisiana, pues corres-
ponde a una extension finita del cuerpo residual. En consecuencia,

IGal(L/K)| = [L: K] = .

Por tanto, como % es una aplicacién inyectiva entre dos conjuntos finitos con el mismo nimero de elemen-
tos; se tiene que v es biyectiva.
Corolario 5.1. Sea L/ K una extension finita no ramificada de grado f. Entonces L/ K es galoisiana

y
Gal(L/K) =~ Z/f1Z.

En particular, Gal(L/K) es ciclico.
Demostracion: Por la proposicién anterior,

Gal(L/K) = Gal(l/k).
Como K = Q,, su cuerpo residual es k = IF,,. Puesto que L/K es no ramificada de grado f, se tiene
1k =,
de modo que
[=F,.

Ahora bien, el grupo de Galois de una extension finita de cuerpos finitos es ciclico, generado por el auto-
morfismo de Frobenius Frob. Por tanto,

Gal(l/k) = Gal(F s /F,) = Z/ fZ.
Se concluye que
Gal(L/K) > Z/fZ.
Proposicion 5.2. Sea L/ K una extension finita no ramificada. Entonces existe un tinico elemento
Froby,x € Gal(L/K)
tal que su accion sobre el cuerpo residual [ estd dada por
Froby i (z) =aP  paratodo x € 1.

Ademds, Froby, i genera el grupo Gal(L/K).
Demostracion: Como [/k es una extension finita de cuerpos finitos, el automorfismo de Frobenius

p:l—1, x — zP

pertenece a Gal(l/k).
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Por la Proposicién 5.1, la aplicacién natural
Gal(L/K) — Gal(l/k)
es un isomorfismo. Por tanto, existe un Unico automorfismo
Frobr,x € Gal(L/K)

que corresponde a . Por otro lado, como Gal(l/k) es ciclico generado por ¢, y el isomorfismo anterior
preserva la estructura de grupo, se sigue que Gal(L/K) es ciclico generado por Froby /.

Proposicién 5.3. Para cada entero f > 1, existe, salvo isomorfismo sobre Qy,, una vinica extension no
ramificada de grado f de Q.

Demostracion: Sea L/Q, una extensién no ramificada de grado f. Entonces su cuerpo residual [ es
una extension de I, de grado f. Pero sobre un cuerpo finito existe, salvo isomorfismo, una tnica extension
de grado dado; es decir, existe un tinico cuerpo finito con pf elementos, a saber,

F,:.

Reciprocamente, la teoria de extensiones no ramificadas de cuerpos locales establece que las extensio-
nes finitas no ramificadas de Q, estdn en correspondencia biyectiva con las extensiones finitas de su cuerpo
residual IF,. Por lo tanto, para cada f > 1 existe una tnica extension no ramificada de grado f de Q,, salvo
isomorfismo sobre Q,,.

Corolario 5.2. Sea

Q= Ly,

F>1
donde Ly /Q, es la tinica extension no ramificada de grado f. Entonces
Gal(Q}'/Qy) = Z.
Demostracion: Para cada f > 1, el Corolario 5.1 muestra que
Gal(L;/Q,) = /2.
Ademds, si m | n, entonces L,,, C L, y los homomorfismos de restriccién
Gal(L,,/Q,) — Gal(L,,/Q,)
coinciden, bajo estas identificaciones, con los morfismos naturales
Z/nZ — Z/mZ.
Por definicién del grupo de Galois de una extension infinita,

Gal(Q2'/Q,) = lim Gal(L;/Q,) = lim Z/

f !

Z.

Esto prueba el resultado.
Ejemplo 5.1. La extension trivial L = K = Q,, es no ramificada de grado 1. En este caso,

Gal(L/K) = {id}.
Ejemplo 5.2. Del ejemplo 4.2 se sabe que L = Q2(+/5) es una extensién no ramificada de grado 2 de
Q-. Entonces
[ 2Ty,
y por el Corolario 5.1,

Gal(L/Q,) = Z/27.



84 Mas R.- Selecciones Matemdticas. 2026; Vol.13(1):77-84

6. Conclusiones. En este trabajo se ha analizado la estructura del grupo de Galois de extensiones fini-
tas no ramificadas de Q,,. Los resultados obtenidos permiten destacar los siguientes puntos fundamentales:
e La teoria de Galois de extensiones no ramificadas estd completamente determinada por la teoria

de extensiones de cuerpos finitos. En particular, existe un isomorfismo natural

Gal(L/K) = Gal(l/k),

lo que reduce el problema a un contexto algebraico finito.

e El grupo de Galois estd generado por el automorfismo de Frobenius, lo que proporciona una des-
cripcion explicita de sus elementos y de su accion.

e Para cada entero f > 1, existe una tinica extensién no ramificada de grado f de @, lo que implica
una clasificacién completa de dichas extensiones.

o La extensién maximal no ramificada de Q,, posee un grupo de Galois profinito.
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