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Abstract
The holonomy of a leaf of a foliation was introduced by C. Ehresmann and is the version of the Poincaré first
return map of a real flow in a neighborhood of a periodic orbit. In general, holonomy allows us to see the
behavior of leaves near a fixed leaf. In particular, we will focus on the following problem: Let X and Y be
two holomorphic vector fields defined in the three-dimensional complex space with singularity at the origin
such that X is a diagonal linear vector field and Y is a quasi-homogeneous vector field, and furthermore
these vector fields are related by the Lie bracket through [X, Y] = -Y. We will study the holonomy of X, Y
and of the integrable 1-form determined by these vector fields.
Keywords . Quasi-homogeneous vector fields, Lie bracket, holonomy of a foliation.

Resumen
La holonomia de una hoja de una foliacion fue introducido por C. Ehresmann y es la version de la aplicacion
del primer retorno de Poincaré de un flujo real en una vecindad de una orbita periodica. En general,
la holonomia nos permite ver el comportamiento de las hojas cerca de una hoja fijada. En particular
nos enfocaremos en el siguiente problema: Sean X e Y dos campos holomorfos definidos en el espacio
complejo tridimensional con singularidad en el origen tales que X es un campo lineal diagonal e Y es
un campo cuasi-homogéneo, y ademds estos campos estdn relacionados con el corchete de Lie mediante
[X,Y] = =Y. Vamos a estudiar la holonomia de X, Y y de la 1-forma integrable determinada por estos
campos.
Palabras clave. Campos vectoriales cuasi-homogéneos, corchete de Lie, holonomia de una foliacion.

1. Introduccién. La nocién de holonomia de una hoja de una foliacién se introdujo de manera formal
por Charles Ehresmann [1] y Georges Reeb [2] en la década de 1940, dentro del desarrollo de la teoria
global de las foliaciones diferenciables. Sin embargo, la idea germinal ya aparecia implicitamente en el
trabajo de Elie Cartan (en geometria de G-espacios y conexiones) y en los estudios topoldgicos de Henri
Poincaré sobre monodromia y recurrencia.

A partir de los afios setenta, la teoria se adapté al contexto holomorfo. En este entorno, las hojas de
una foliacién holomorfa (o, de manera equivalente, las 6rbitas integrales de un campo vectorial holomor-
fo) pueden presentar singularidades aisladas. En 1978, César Camacho y Paulo Sad [3] introdujeron una
definicién precisa de la holonomia local asociada a una separatriz invariante de una foliacién holomorfa
en el plano complejo. Allf mostraron que el germen de la holonomia, obtenido mediante la integracién de
la forma diferencial que define la foliacidn, constituye un invariante analitico esencial para la clasificacién
local de las singularidades. Este resultado sent6 las bases de lo que hoy se conoce como la teoria local de la
holonomia holomorfa.
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Posteriormente, Jean-Frangois Mattei y Robert Moussu (1980)[4] ampliaron el marco conceptual en
“Holonomie et intégrales premicres”, donde demostraron que la holonomia local determina, bajo ciertas
condiciones, la existencia de integrales primeras y la equivalencia topoldgica de las foliaciones. Su enfoque
relaciona directamente el grupo de holonomia con la dindmica transversal y la linealizacién formal de los
campos vectoriales holomorfos.

Desde entonces, la holonomia ha pasado a ser un invariante estructural fundamental tanto en folia-
ciones diferenciables como holomorfas. En el caso particular de campos vectoriales holomorfos cuasi-
homogéneos, la holonomia captura la interaccion entre la simetria cuasi-homogénea del campo y la dinami-
ca transversal alrededor de las separatrices invariantes. Trabajos recientes Stolovitch 2016 [5]; Ribén y
Rosas 2025 [6] contindan extendiendo esta nocién hacia la descripcién de la holonomia prescrita y la
modulacién analitica de foliaciones holomorfas, consolidando asi el papel central de la holonomia en la
comprensién de la dindmica local de singularidades holomorfas. En el trabajo de Hayato Chiba 2015[7] Se
estudia las soluciones en serie formales y los exponentes de Kovalevskaya de un sistema polinémico cuasi-
homogéneo de ecuaciones diferenciales mediante un espacio proyectivo ponderado y la teoria de sistemas
dindmicos, y en el trabajo reciente de Changyu Zhou y Hayato Chiba 2025[8] estudian campos vectoriales
conmutativas y cuasi-homogéneas a través de sus soluciones en series de Laurent cerca de singularidades
movibles.

Consideremos campos vectoriales holomorfos X, Y definidas en una vecindad del origen de C® que
satisfacen [X,Y] = —Y. Estos campos son involutivos, es decir, generan una foliacién singular de di-
mensién dos y expresada por una 1-forma holomorfa integrable w = ix o iy (dz1 A dza A dzs). Sea
X(z) = Z?:l )‘izia%i eY(z) = Zle bi(z)a%i’ donde cada A\; € Z. De la relacién [X,Y] = =Y se
deduce que los coeficientes que definen Y son cuasi-homogéneos. Aunque para el campo diagonal X es
sencillo determinar su holonomia, para el campo Y esta tarea es considerablemente mas compleja. Supon-
dremos que eje 21 es una separatriz de la foliacién determinado por Yy g, : (C?,0) — (C?,0) es el germen
de la funcién de holonomia con respecto al eje z1. En este caso, la derivada dg.,(0) queda como solucién
de cierta ecuacién diferencial. Cuando estos campos se encuentran definidas en todo C3 y son completos
generan una accién holomorfa definido en el grupo afin complejo sobre C3.

En este articulo, considerando que Y tiene multiplicidad algebraica mayor que dos y coeficientes cuasi-

homogéneos, los Lemas 3.1, 3.2 y 3.3 describen diferentes caracterizaciones de las soluciones de dicha
ecuacion en cualquier tiempo ¢.
A partir de estos resultados, el Teorema 3.1 determina la derivada de la funcién holonomia dg.,(0). Una
vez establecidos las distintos casos de la parte lineal de la holonomia, el Teorema 3.2 determina los valores
propios de la funcién de holonomia obtenida por el Teorema 3.1. Conocidos estos autovalores con alguna
relacion (en algunos casos completamente determinados), los Teoremas 3.3, 3.4 y 3.5 establecen las condi-
ciones necesarias y suficientes para que dichos autovalores se encuentren el dominio de poincaré y/o sean
no resonantes.

Ademads, se determina la holonomia de la foliacién singular de dimensién dos generada por los campos
X,Y. El teorema 4.1, bajo algunas condiciones sobre la singularidad de w, asegura que la funcién de
holonomia es lineal y periddica.

2. Preliminares. Las referencias bibliograficas para campos vectoriales y corchete de Lie pueden ser
encontradas en [9] y [10].

Definicion 2.1. Sea M una variedad compleja. Un campo vectorial holomorfo X en M es una aplica-
cion holomorfa, X : M — T M tal que para cada p € M, X (p) € T,M. Es decir, m 0 X = idy.
Denotaremos por X' (M) el espacio vectorial de campos vectoriales holomorfos en M.

Definicion 2.2. Dado un campo vectorial X € X(M). Un mapa ¢ : D x M — M definido en un
abierto D C C x M es un flujo de X si @ es holomorfo y

%9 (1,p) = X(p(t.p), V(t.p) € D.
El mapa o satisface:
1. ¢(0,p) = p, para todo p € M,
2. p(t1 + ta,p) = @(t1,p(ta, p)), para todo t1,ts € C en donde este definido .

Denotaremos por X(p) = ¢(t,p) el flujo del campo X. Asi Xy : M — M es un biholomorfismo tal

que:
1. Xo=1,
2. Xt1+t2 = th ° XtQ’
3 (X)) t=X 4

Definicion 2.3. Una curva holomorfa ~v : I — M definido en un disco abierto I C C con 0 € I, es

llamada curva integral de X enp, si y(0) =py

Y(t) = X (y(t),V t el
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Sea ¢ : U — C™ una carta local en M. La expresién de X con respecto a ¢ es la aplicacion o, (X) :
p(U) — C™ dado por:

0. (X)(q) = do(p™'(q)) - X(¢~ ' (q)), Vqe ). (2.1)

La aplicacién ¢, (X) es llamada expresién local de X con respecto a (U, ¢) y denotamos por X..
Sean X, Y € X (M) dos campos en M. Fijando un punto p € M y otro punto ¢ € C, el vector

v(t) = X7 (Y)(p) = DX_4(X:(p)) - Y (X:(p)),

es tangente a M en p.
Definicion 2.4. El corchete de Lie de X e Y es un campo vectorial [ X, Y] definido por

d

XY = 5

(X7 (Y)(p) le=0, paratodo p € M.

Lema 2.1. Sea M una variedad compleja de dimensicn my ¢ : U C M — C™ una carta local de M.
SiX, =31 a5 eYys =31 biz>, entonces [X,Y], = 31" | c; s>, donde

i 8()1 6&2‘

Proposicion 2.1. El corchete de Lie tiene las siguientes propiedades:
1. C—lineal: [aX1+bX5,Y] = a[X1,Y]+b[X2, Y]y [X, aY1 +bY2] = a[X, Y1]+ [ X, V2], donde
a,be C, X7X1,X1,X2,KY1,}/2 € X(M)
2. Antisimétrica: [X,Y]| = —[Y, X, donde X, Y € X(M).
3. Identidad de Jacobi: [ X,[Y, Z]| + [V, [Z.X]] + [Z,[X,Y]] = 0.
4. Si f, g son funciones holomorfas, entonces [fX,gY] = fg[X, Y]+ fX(9)Y — gY (f)X.
Lo que sigue puede ser encontradas en [11], [12], [13] y [14].
Definicién 2.5. Sea f : C* — C una funcion, (o, ...,a,) € N} y k € N. Decimos que f es una
Sfuncion cuasi-homogénea de tipo (a1, ..., o) y de peso k si satisface:

F% 2y, 1% 2,) = tkf(zl, <, zn), VteC.

Definicion 2.6. Dado un campo vectorial X = Z;‘L=1 fja%j € X(C"), decimos que X es cuasi-
homogéneo de tipo (a1, ..., o) y de peso k si cada componente f; es una funcion cuasi-homogénea de tipo
(01, ..., ap) y de peso k + a.

Definicion 2.7. Sea F' € Dif f(C",0). Decimos que F es resonante si los valores propios de dF(0),
denotados como A\ = (A1, ..., \y), satisface la siguiente relacion:

AT =X = AT AT — A =0,

para algiin j = 1,...,ny algin multi-indice m = (mq,...,my) € N" con |m| =mq + -+ + my, > 2.
El valor propio \; es denominado valor propio resonante con orden de resonancia (mi, ma, ..., my,).
Observacion 2.1. Adoptamos la notacion multi-indice estdndar:
2T =22 ml =g ey, AT = AT AT
de modo que la condicion de resonancia se escribe de forma compacta como \™ = \;.
Sea F': (C™,0) — (C™,0) el germen de una aplicacién holomorfa. Consideremos F' = (Fy, Fa, ..., Fy,),
donde cada componente admite la expansion en series de Taylor

Fy=P +P5+--

y cada P es un polinomio homogéneo de grado k en las variables 21, 22, . .., Zp.
Definicion 2.8. Si \; es un valor propio resonante con orden de resonancia m = (mg,...,my),
llamamos monomio de resonancia asociado a \s al monomio

m

2™ =2t gt

n

el cual aparece en la componente homogénea P|Sm\ de grado |m| =mq + - - -+ m,, de F.
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Ejemplo 2.1. Consideremos n = 2y el difeomorfismo F € Diff(C?,0) cuya diferencial en el origen
tiene valores propios \1 = Ay Ay = A2, para algiin \ € C*, ademds ) no es raiz de la unidad.

Casol: )\ no es resonante. Ya que si m = (mq, ms) con |m| > 2 tal que \7"* \J'?> = \1, entonces
q ) q 1 2
)\ml )\2m2 =)\ = )\m1+2m2 =\

De esta condicion obtenemos que my + 2mgy = 1. Pero tenemos que m1 + mo > 2, lo cual nos lleva
a que mo < —1 que es una contradiccion.
Caso2: )y es resonante. En efecto, dado m = (my,ma) con |m| > 2 tal que N["* \J'? = Aq, entonces

AN — N2 AR A2,

De esta condicion obtenemos que my + 2mgy = 2. Pero tenemos que m1 + mo > 2, lo cual nos lleva
a que

2224me=>ma<0=>me=0ym; =2.

Por lo tanto, A es resonante con orden de resonancia (2,0).
El monomio de resonancia asociado a Ao con orden m = (2,0) es:

2™ = 2320 = 2.

Este monomio aparece en la segunda componente Fy de F', en el término homogéneo de grado 2:

FQ(Zl,ZQ):)\QZQ‘FC'Z%‘F"', ceC.
|
Si Re(A;) > 0 para todo j, entonces la resonancia de F; es equivalente a decir que F; es una funcién
casi-homogénea de grado In A; con peso (In Aq,...,In\,), es decir:

Fj(tlnAlzl,...,tln/\"Zn) = tln/\le(Zl,...,Zn), Vit # 0.

Teorema 2.1. (Poincaré-Dulac) Sea F' € Dif f(C",0) con F(0) = 0y dF(0) diagonal, entonces F’
es formalmente conjugado a una serie formal F = drF (0) + ﬁg + }33 + .-+, donde }3]- son polinomios
con unicamente monomios resonantes de F. En particular, si dF(0) no tiene resonancia entonces F es
formalmente linealizable.

Para la convergencia recurrimos a la siguiente definicién

Definicion 2.9. Diremos que I pertenece al dominio de Poincaré en 0 si todos los valores propios de
dF(0) tienen médulo estrictamente menor a uno o todos tienen médulo estrictamente mayor a uno. En otro
caso, diremos que F pertenece al dominio de Siegel en 0.

Teorema 2.2. (Poincaré-Dulac) Si F pertenece al dominio de Poincaré en 0 entonces F' es holomorfi-
camente conjugada a una forma normal polinomial. En particular, si F' no tiene resonancia en 0 entonces
es holomorficamente linealizable.

Otras condiciones para encontrar un cambio de coordenadas cuando es no resonante:

La condicién de Siegel: existe C' > 0y v € N tal que para todo j = 1,2,....ny my,...,m, con
|m| > 2 se tiene:

C

La condicién de Brjuno:
S 2 M log(1 (2541)) < 4oc,
k=0

donde Q(k) = mf{|A\™ — \;|;2 < |m| < k,1 <i <n}.
Por el teorema C.L. Siegel [12] y A.D. Brjuno [13], F' es holomérficamente linealizable cuando dF(0) es
no resonante. diagonal y los valores propios satisfacen la condicién de Brjuno.

Sea F una foliacién holomorfa de codimensién k = 1 0 k = 2en C3, L unahojade Fy~ : [0,1] — L
una curva continua. Sean ¥ y X; secciones transversales a F de dimensién k, tales que pop = v(0) y
p1 = 7(1). Consideremos una cobertura finita de () por cartas distinguidas de F, digamos V, Vi, ..., Vp,
tales que paracada j = 1,2,...,m:
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Vici NV # 0.
Existe una carta trivializadora U; de F tal que V;_; U V; C Uj.
Existe una particion {0 = to < t1 < ... < tp41 = 1} de I tales que y([t;,t;11]) C Vj.
Sea Y, una seccion transversal a F tal que y(t;) € ¥} C U;j—1 NU; y ¥’ corta cada placa de
U;_1 en cada placa de U; como mdximo en un punto.
5. Consideremos que Xf, = EO Yy X, =21

A partir de ello para cada j, existe A; C Z con y(t;) € A; y un difeomorfismo f; : A; — E]H
tal que f;(v(t;)) = Y(tj+1) y para cada q € AJ, f(q) es el punto de corte de la placa que pasa por
¢ con E; i1 Asi podemos componer fr,, fm—1,....fo en secciones transversales convenientes. Sea f, =
fm o fm—10---0 fy,el cual llamaremos aplicacién de holonomia con respecto a .

Fijemos una hoja L y un punto p € L. Consideremos el primer grupo fundamental de L con base en p,
7(L, p), el cual estd dada por

m(L,p) = {7]/7:[0,1] = L, 4(0) = ~(1) = p}.

Sea : [0,1] — L un lazo tal que v(0) = (1) = p. Es un grupo con la operacién
[a] « [B] = [a = 5],

b

donde

B(21), sitel0,1/2]

(axpB)(t) = :
a2t —1), site[1/2,1]

Sea Dif f(X, p) el germen de difeomorfismo en ¥ que deja fijo p. Se tiene [f, «v,] = [f+1] © [fr2]-

Definicion 2.10.

Sea F una foliacion holomorfa de codimension k = 1,2 en C3, L una hojade F, p € L'y ¥ una
seccion transversal holomorfa a F tal que p € Y. La representacion de holonomia de L con respectoapy
a X es una aplicacion H = Hy, , 5, : m1(L, p) — Dif f(2,p), definida por:

donde ~ es un representante de [y] y [f-] es el germen de holonomia de ~ con respecto a .

Definicion 2.11. EIl grupo de holonomia de L con respecto a p 'y a ¥ estd definido por la imagen
H(my (L, p)).

Denotaremos por Hol(L,p,Y) a H(w1(L,p)). Sean p1,p; € Ly 31 y Xo secciones transversales
a F que contienen a p; y a po, respectivamente. Entonces los grupos de holonomias Hol(L,p1,%) y
Hol(L,ps, %) son conjugadas y en particular isomorfas.

3. Holonomia para los campos inducidos para una accién afin holomorfa. Sean X e Y dos campos
holomorfos definidos en (C3,0) tales que X (z) = Z?Il Nizizee Y(z) = Zf’zl bi(z)% donde cada
Ai € Z y cada b; son funciones holomorfas, y ademdas estos carﬁpos estén relacionados con el corchete
de Lie mediante [X,Y] = —Y. Vamos a estudiar la holonomia de X, Y, de la 1-forma integrable w =
ix oiy(dz1 A dzg A dz3) y de la relacion entre ellas. Ademds, denotaremos las foliaciones asociadas a X,
Y y alauno forma w por Fx, Fy y Fx,y, respectivamente.

Como el campo X es lineal es facil determinar su holonomia. El eje z; es una separatriz de X y
¥ = (21 = 1) es una secci6n transversal a este eje en el punto (1,0,0). Sea y(t) = (e2™*1*,0,0) un lazo
que pasa por el punto (1,0,0) y sea f, : (3,(1,0,0)) = (X,(1,0,0)) la funcién holonomia. Se puede
probar ficilmente que

ffy(22723) — (627Ti)\2/)\122, 6271'7;)\3/)\123).
Como [X,Y] = —Y, entonces b1, bs, b3 satisfacen:
bi(th 21, 10220, 23) = 7 T Mby (21, 20, 23),
bo(tM 21,8220, % 25) = 712Dy (21, 20, 23),
bg(tk1217t/\222,t)\323) = t_1+k3b3(21,22723).

Es decir, Y es un campo vectorial holomorfo cuasi-homogéneo de tipo (A1, A2, A3) y de peso 1.
Supongamos que el eje z; sea una variedad invariante de Y tal que S = {(21,0,0) : 2; € C*} sea una
hoja regular de Fy, entonces

by (21,0,0) # 0, by(21,0,0) =0y bs(z1,0,0) = 0.
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Asi by, by, b3 toman la forma:
bg(z) = b272(2)2’2 + b273(2)2’3 y bg(Z) = 6372(2)22 + 63’3(2)23.

Como by y bs son cuasi-homogéneos se tiene

b272(t)\121,t)\22’27t>\323) = t71b272(21,22,2’3),
b2’3(t)‘121,t>‘222,t/\323) = t_1+)‘2_/\3b2’3(21,22,2’3)7
bg)g(t)‘lzl,tk222,t>\32’3) = t_1+)‘3_)‘2b372(2:1,22,23),
bg,g(t)\lzl,t)\2227t)\323) = t71b373(21,2’2,23).

Sea y(t) = (a(t),0,0) un lazo que pasa por el punto (1,0, 0), donde « : [0,1] — C tal que a(t) = e27*1?

ysea gy : (X,(1,0,0)) — (X,(1,0,0)) la funcién holonomia.

Tomemos la ecuacion diferencial

o/ (t)B(a(t), y(t))
b1(a(t),0,0)

y'(t) = y(t),

donde B = (b;j)2<i j<3 ¥ y(t) = (ya(t),ys(t)) € C2 Denotemos por Y (t,yo) solucién de la ecuacién
anterior tal que Y (0, yo) = yo. Entonces tendremos

9+(1,90) = (1,Y(1,90)).

Obtener la solucién y de la ecuacidn diferencial anterior es complicada ya que By b; dependen de «(t)
y de y(t), sin embargo, se sabe que la diferencial de g., (véase [15, pp. 22-30]), dg-(1,0,0) : C*2 — C% en
0 es obtenida por la integracién de la ecuacién diferencial en [0, 1] x GL(2,C)
dw

i = COW con W(0) =1, 3.1)

donde C(t) = % y W = (w;j)2<i,j<3 es una matriz cuadrada de orden 2 x 2. Ahora usando las

ecuaciones anteriores que determinan la forma de b2, b2 3, b32, b33, se obtiene

bao(Y(t)) = €72 by 5(1,0,0), bos(y(t)) = 2™ (T FA2=Ra)ty, 5(1,0,0),
bya(y(t)) = €™ (71 TA A5 5 (1,0,0) y bss(y(t) = e ™ b3 5(1,0,0).

Luego sustituyendo en la ecuacion (3.1)

wyp(t) waz| /() [baa(t) bas(t)) [wae(t) was(t)
wiy(t)  wis DY) \bsa(t)  baa(t) ) \wsa(t) was(t)
o 2miN b22(1,0,0) e?miA2=23)tp, 5(1,0,0) waz(t)  was(t)
b1(1’070) 627ri()\3—)\2)tb3’2(1)070) b3,3(1,0,0) wgg(t) w33(t)
a 627Ti()\27)\3)tb U)QQ(t) wgg(t)
e2miAs—A2)t d w32<t) w33(t) 7

con condicidn inicial

wa2(0) we3(0)) (1 0
w32(0)  w33(0) 01
donde
2N
k= L, CL:k‘bQQ(l,0,0), b= kbgg(l,0,0), c:k;b?)g(l’(),())7 d= kb33(1,070). (3.2)
b1(1,0,0)
Por lo tanto,
Why(t) = awaz(t) + €2 272 gy (1)
why(t) = awas(t) + > P27 ) hgs (1) (3.3)
wi(t) = 6727ri(>\27>\3)tcw22(t) + dwsa () )
wis(t) = e 2™ 22 egs(t) + dwss(t)

)
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con condicién inicial
w22(0) = 17 w23(0) = O, wgg(O) = 0, w33(0) = 1,

donde las constantes a, b, ¢, d satisfacen (3.2).
Lema 3.1. Sea vy (Y') la multiplicidad algebraica de Y en cero.
L Sivg(Y)=10vy(Y) =2, entoncesa =kei 1 gyd= kel .
2. Sivy(Y) > 2, entonces a = d = 0. '
Demostracion:
1. Usar la condicién de cuasi-homogeniedad de Y.
2. Como Y es de la forma:

+ (bya()22 + b a(2)28) -

Y(z) = bl(z)i + (b2,2(2)z2 + bg,g(z)z;z,)i 9%

822

Entonces vg(baz) > 1, vo(bag) > 1, vo(bs2) > 1y vy(bss) > 1. Como bes y bzz son cuasi-
homogéneos de tipo (A1, A2, A3) y de peso —1, se tienen que

baa(1,0,0) = bss(1,0,0) = 0.

Portantoa = d = 0.

El sistema (3.3) nos sugiere resolver la ecuacion diferencial matricial .
¥ = A(t)x, (3.4)
donde
A = a' e2miat) |
e~ 2miate d

cona,bc,de Cya=Xx — A3 €Z,.

Sean z(t) = (z1(t), z2(t)) e y(t) = (y1(t), y2(t)) dos soluciones de (3.4) que pasan por los puntos
z(0) = (1,0) e y(0) = (0, 1), respectivamente. Asf, la derivada de la aplicacion de holonomia dg-,(1,0,0)
esta dada por

dg(1,0,0) = W(1) = [x(1), y(1)].

Los siguientes lemas describen como son estas soluciones.
Lema 3.2. Sea 2(t) = (x1(t),22(t)) una solucion de (3.4) que pasa por x(0) = (1,0). Cuando
a=d=0:
1. Sibc=0ya =0, entonces x1(t) = 1y x5(t) = ct.
2. Sibc=0ya#0, entonces x1(t) = 1y x2(t) = 55— (1 — e 2mit),
3. Sibc# 0y« =0, entonces

efx/ﬁt + e\/Et

z1(t) = 5 , wo(t) = . (767\/%5 + e‘/at) .

4. Sibc#0, a# 0ybc = w2a? entonces

te‘n'iat e‘n’iat 1 1

— _ ¢
xl(t)—bc( - 3 T 2+bc>’ s (t) = tee™,

i (mia) (mia)

con f = —miq.
5. Sibc#0, a # 0y bc # 12a?, entonces

6(27ria+ﬂ1)t 6(27Tia+ﬁ2)t 1 1 1
t) = b - - ber )’
z1(t) “ ( 2mia+ B1 2mia+ By 2mia+ By " 2ria + B2 " bcl)
zo(t) = ci(ePt — P2,

con i = —mia + V—r?a® + be, By = —mia — V-0 +bcy i = 5.
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Demostracion: Como x(t) = (x1(t), x2(t)) es solucién de ((3.4) tenemos
o (t) = ¥y (1) y xh(t) = e 2™ e (1),
Abhora derivando z(t) se obtiene:
oy(t) = —2mice 2 ey (t) + e Mg (1),
= —2miaxy(t) + e TR M pery (1),
luego
xh (t) + 2miaxh(t) — bexa(t) = 0, con 22(0) =0y z5(0) = c, (3.5)

es una ecuacion diferencial lineal homogénea de orden dos con coeficientes constantes. Consideremos el
polinomio caracteristico p(3) = 3%+ 2mia3 — be de la ecuacién anterior. De la ecuacién p(3) = 0 tenemos
(B + mia)? = —m2a? + be cuyas raices son:

B1 = —mia + vV —m2a2 + be, By = —mia — / —m2a2 + be

o equivalentemente:

B1 = —mia+ 4/]bc — m2a?| [COS(%)+iSin(07U)]’
o = —sia— e () + ()]

donde bc — m2a? =| bc — w2a? | (cos by + isinbp).
A partir de aqui y en adelante consideraremos casos segin que p(/3) tenga uno o dos raices
1. Sibc =0y o =0, P(f) = 0 tiene una tnica raiz 5; = 0 de multiplicidad 2.
En (3.5) tenemos que x4 (t) = 0 con z2(0) = 0y 254(0) = c. Ademés 2 (t) = bxo(t). Entonces

x(t) = (z1(t), 22(t)) = (1, ct).

2. Sibc =0y a#0, P(8) =0 tiene dos raices, 51 = 0y o = —27ic.
Asi (3.5) tiene como solucién general z5(t) = ¢y + cre~ 2™t Usando las condiciones iniciales
22(0) = 0y x5(0) = ¢, tenemos z3(t) = 55= — z=—e 2™ Como () = ™" bz, (t),
entonces z (t) = 0. Ademds z1(0) = 1 tenemos z1(¢) = 1. Por lo tanto,

w(t) = (L5 = et

"2mia 2T

3. Sibc#0ya =0, P(8) =0 tiene dos raices, 51 = Vbcy f2 = —V/be.
Asi (3.5) tiene como solucién general zo(t) = coe_‘/w + eVbet Usando las condiciones ini-
ciales 22(0) = 0y 25(t) = ¢, tenemos

C —Vbct c Vbct
To(t) = — e + ——e .
2() 2v/be 2V be

Como 2 (t) = €™ *bxy(t) = bxy(t), entonces

be
2 (t) = e Vet | oVhet)

Procedemos a integrar:

t be t be e~ bes 6\/Es
zh(s)ds = ——= (767 bes | ems) ds = +
faoe = 57 Wi\ Vie Vi )|,
be e—Vbet  oVbet 2 e~ Vbet 4 Vet
-1

:zm<m+m‘m>: 2 |

y usando la condicién z1(0) = 1, tenemos

e—\/Et + e\/Et

J?l(t) = 9

Por lo tanto,

x(t) =

e—\/%t _|_ e\/&t c
2 " 2v/be

(_e—\/ﬁt +e\/%t)> _
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4. Sibc#0,a # 0y be = w2a?. Asi p(f3) tiene una tinica raiz 3 = —mia de multiplicidad 2.
La solucién general de (3.5) estd dado por

zo(t) = coePt + ¢1tePt,

para todo ¢ € Ry constantes cg,¢; € C. Como z5(0) =0y 25(0) = ¢, entonces ¢cg = 0y ¢; = ¢;
y la ecuacién x5 se reduce a x5(t) = cte”t. Sustituyendo en  (t) = e2™**bxy(t), tenemos

o (t) = bete™*t ) con x1(0) = 1.

Integrando y sustituyendo su condicién inicial obtenemos:

t Tiat Tiat 1 1
z1(t) = be ( ¢ ¢ )

Tia  (mia)? | (wia)? + be

5. Sibc # 0, # 0y be # m2a?. Asi p(j3) tiene dos raices diferentes 31 y 3a.
La ecuacioén (3.5) estd dado por

Ta(t) = c1e” + cae,

para todo t € Ry constantes ¢1, c2 € C. Como 22(0) = 0y 25(0) = c entonces

C

Br— B2

zo(t) = 1 (7t — eP?h), con By + By = —2miay ¢ =

Sustituyendo en '} (t) = e*™**thx4(t), tenemos
2 (t) = 2™ ey (1 — eP2) con 1 (0) = 1.

Integrando y sustituyendo su condicién inicial, obtenemos:

e(2miatpB1)t e(2mia+p2)t 1 1 1
t)="» — _ .
z1(t) “ ( 2mic + By 2mia + B2 2mia+ By + 2mic + Po + bcl>

]
Lema 3.3. Sea y(t) = (y1(t),y2(t)) una solucion de (3.4) que pasa por y(0) = (0,1). Cuando
a=d=0:
1. Sibc=0ya =0, entonces y,(t) = bt y y2(t) = 1.
2. Sibe=0ya#0, entonces y (t) = 52— (2™ — 1) y yo(t) = L
3. Sibc#0ya =0, entonces

n(0) = S (e o),
2
1
ya(t) = 5 \ﬁ \Ft) _
4. Sibc#0,a £ 0ybc= w202, entonces
m (t) _ btem’at’
tefﬂiozt 677riozt 1 1
t) = bel— — — .
vat) C( i (micx)? + (micx)? + bc)
5 Sibc#0, a #0ybc # 12a?, entonces
n) = (e - )
(t) , 6(727ria+ﬁi)t 6(72ﬂia+ﬁé)t 1 N 1 N 1
= cc - — —
b2 o\ Zoria+ B, —2mia+pB, —2mia+p | —2mia+ B,  ccy )’

con ] = mia — vV —m2a2 + be, fh=mia+vV—m2a®+bcycy = 51%552.
Demostracion: Como y(t) = (y1(t),y2(t)) es solucién de (3.4), entonces

Yi(t) = 2T by () y yh(t) = e 2 ey (t).
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Ahora derivando y/ (t) se obtiene:

yl(t) = 2mice®™ byy(t) + 2 byl (t)
2miayy (t) + beys (t).

Luego,
y1 (t) — 2miay; (t) — beyi (t) = 0, con y1(0) =0y y;(0) =b. (3.6)
Tiene como polinomio caracteristico 52 — 2mia3 — be = 0, cuyas raices son:
Bl = mia — /—n2a2 + be, B} = mia + /—m2a2 + be.
1. Sibe =0y a = 0. Entonces 8] = 0 es la tnica raiz de multiplicidad 2 y ¢ (¢) = 0. Luego,

yi(t) =bt yya(t) =1.

2. Sibc = 0y a # 0,entonces 7 = 0y B, = 2mice. Asi (3.6) tiene como solucién general
y1(t) = ¢} + cte? . Usando las condiciones iniciales, tenemos y; (t) = 52— (€27t — 1) y
Y2 (t) =1.

3. Sibc # 0y a = 0, entonces el polinomio caracteristico, tiene dos raices, 3] = —Vbey B4 = Ve.
Asf (3.6) tiene como solucién general yy (t) = che=VPet + eVt Usando las condiciones ini-
ciales y1(0) = 0y y;(0) = b, tenemos

b /be /be
yi(t) = —= (—e bet 4 e m) .
Como y}(t) = cy; (t), entonces

b
Ya(t) = % (—6_“@ + 6‘/%) ,con y2(0) = 1,y5(0) = 0.

Integrando obtenemos

1
pa(t) = 5 (Y7 4 V7).

4. Sibc#0,a # 0y bc = m2a?, entonces el 3’ = mia es la tnica raiz con multiplicidad 2. Luego,
la solucién general es

y1(t) = c{)eﬁlt + c'lteﬂ/t,

aratodot € Ry cj,cy € C. Como 3,(0) = 0y y;(0) = b, entonces y;(t) = bte™!, Para
p Y €1 Y 1

obtener ys:
yh(t) = e 2™ ey (t) = bete™ ™,
Asi,
yh(t) = bete™ ™ con yo(0) = 1, y4(0) = 0.
Integrando,
t .
ya2(t) = bc/ se” " Yds + 1,
0
rias |t t
TS 1 )
= el - + — e s | +1,
—mia |, mia Jy
te—Triat 1 .
= b _ _ —miat 1 17
C( i (mia)? (c )) +
. tefwiat efwiat N 1 1
= c| — — _
i (ri)?  (mia)?  be
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5.Sibc# 0, # 0y bc # m2a2, entonces el polinomio caracteristico tiene dos raices diferentes,
entonces la solucion general es

yi(t) = chet! + e,
paratodot € Ry ¢, ¢} € C. Como y;(0) = 0 e y;(0) = b, entonces

’ ’ b
y1(t) = ¢} (eﬂlt - eﬁ2t) , donde ¢ = ———.
=5 ey

Para determinar y5:

() = e—Zﬂiatcyl(t) _ e—2wiat006 (eﬁgt _ eﬁgt) ’

cch (e(*%m*%)t - e(*zmo”rﬁé)t) , con y2(0) = 1,y5(0) = 0.

Integrando:

(t) _ e(—Qﬂ'ia—Q—ﬁ{)t -1 6(—27ria+ﬁé)t -1 1
A= S T oia B —2mia+ B ’

, (e(—Qwia-&-ﬂ{)t e(—27ria+ﬂé)t 1 1 1 )
CCo

omiat B, —2miat By,  —omiat B, | —2miatfy  cd

O
Teorema 3.1. Sean X e Y dos campos holomorfos definidos en (C3,0) tales que X () = Zle AiZi %e

Y(z) = Z?:l bi(z)a%i donde cada \; € 7y cada b; son funciones holomorfas, y ademds estos campos
estdn relacionados con el corchete de Lie mediante [X,Y] = =Y. 8i S = {(21,0,0) : z; € C*} es una
hoja regular de Fy y vy(Y') > 2, entonces la derivada de la holonomia g., es

dg-,(1,0,0) = W(1) = z1(1) y(1) 7

362(1) y2(1)

donde x1(1),22(1),y1(1), y2(1) son tales que:
1. bc =0y a =0, entonces

z1(1)=1 , z()=c , yi(l)=b , y(1)=1.

z1(1) =1, 22(1)=0 , p»(1)=0 , w(l)=1

3. bc# 0y a =0, entonces

— VB, Ve _ —VBe, Ve

() = ST Cm) = g (R
Ve, e Ve, e
n) = F (=) o) = T

4. sibc#0, a # 0, bc = m2a? y « es par, entonces
z1(1)=1—-mic , a2(l)=c , 11(1)=0b , y(1l) =1+ mic.
5. sibc#0, a0 #0, be = w202 y v es impar, entonces
(1) = -1+mia , z2(l)=—-c , yp(l)=-b , y(l)=-1-mia.

6. sibc# 0, a # 0y be # w2a? entonces

B1_ —B1_ _
#(l) = bcl(ggi;glwﬁi 1>+1 L oa(l) = er(eP — e B,
_ —B1_ B1_
n(l) = —ch(ef —e ) () = ber (G + ) 1,

. — 2.2 _ c /o b
donde 1 = —mia + vV —7m2a? + be, 1 T (0 T e
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Demostracion: Sustituir ¢ = 1 en los items de los lemas (3.2) y (3.3). En los item 1, 2,3 en dichos
lemas es solo sustitucioén. Sin embargo, para el item 4 consideraremos el caso « par o impar. Tenemos

Tl TiO 1 1
a) = (S0 S ).

mia  (mia)?  (mia)?  be

xZ(l) = Ce_ﬂ—iav
yl(l) _ beﬂ'ia’
e—Tria e—Tri(X 1 1
1) = be| - — — .
va(1) C( mia  (mia)? + (mic)? + bc)

TiQ TiQ

Caso 1. Si « es par. Entonces e
Sustituyendo y simplificando

= cos(ma) + isen(nma) = 1y e”™* = cos(wa) — isen(ma) = 1.

z1(l) =1-mia , z(1)=c , y(1)=0b , y(l)=1+mic

Caso 2. Si « es impar. Entonces €™ = cos(ma)+isen(ra) = —1y e ™% = cos(ma) —isen(ma) = —1.
Sustituyendo y simplificando

r1(l)=-14+mia , z2(1)=—-c , n(l)=-b , y(1)=-1—mic.

Para el caso 5 de los lemas:

627rio¢+ﬁ1 627ria+B2 1 1 1
1 = —_ — N
z1(1) “ (2m'a B 2miat By 2mia+ By 2miat By bcl) ’
(1) = ci(eP —e??),

con B = —mia + V—m2a? + be, By = —mia — vV —7w2a2 +bcycy = ﬁ

y1(1) ch (e’@1 — eﬂ§> ,

) e—2mia+p] e—2miotfy 1 1 1
ya(1) e + + ,

—2omia+ B,  —2mia+ B, —2mia+p,  —2mia+ B cd

con 3] = miaw — v/ —72a? + be, Bh =mia+V—7m2a?+beyc = 761232'

Como 2« es par, podemos simplificar:

eh P2 1 1 1
z1(1) = b - - — - = + — +—1,
! <2ma + 51 2mia+ B 2mia+ 1 2mia+ By bey >
2a(1) = (e’ =€),
(1) = ¢ (eB1 - eﬂ§> ,
(1) , b P> 1 N 1 L1
= cc — - —_—
b2 O\ —2mia + B, —2mia+ B, 2mia+pB,  —2mia+ B )
Como
Bi + Be = —2mia B + By = 2miay,
obtenemos:
B1 —p1
e e 1 1 1
z1(1) = be - + S — -+ —,
1(1) ! <2ma + 51 51 2mia+ B P bcl>
zo(1) = et —e P,
(1) = e —e M),
W . ef N e~ P 1 L1
= cc — -4
b2 o\ Zoria+ 8 T B —2mia+p, B, ey’

/ b

c =
o2v/—7m2a2+be’ 0 —2v/—7m2a+be’

donde 81 = —mia + vV —m2a2 + be, B = mia — V—7m2a? + be, ¢ =
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Luego, 51 + 1 = 0y bey + ccfy = 0. obtenemos:

e e h 1 1 1
- + - = -+ —,
2mia + B 51 2mia+ B P11 bey

z1(1) = be (

z2(1) = ci(ePr —e P,
n(l) = —cp(e —e ™),
—h B1 1 1 1
e e
) = y|\——mF+F——""7—7F7"—7——"+—.
v2(1) ! <27ma +6 B 2mia+ B B bc1>
Finalmente obtenemos:
Br _ 1 b1 _1
e e
X 1 = bc B + + 17
1) ! (2moz+51 B >
za(1) = (e e,
n(l) = —cp(e —e ™),
-8 _1 Br _ 1
e e
1) = be - + + 1.
vo(1) ! (2ma+51 B )

O
Conocer los autovalores de la parte lineal g, en el punto (1,0,0) nos permite estudiar si es o no
resonante y si esta en el dominio de Poincaré o el de Siegel.
Teorema 3.2. Bajo las condiciones del teorema(3.1), sean \1 y A2 los autovalores de W (1). Tenemos
los siguientes casos:
1. Sibc=0ya =0, entonces \1 =0y Ao = 2.
2. Sibc =0y« #0, entonces A\ = Ao = 1.
3. Sibc# 0y« =0, entonces

efm+em—\/\/ﬁ<—efm+em)
2

efm+em+\/\/ﬁ(—ef‘/r”+em)
3 .

)\1 = 3 >\2

4. Sibc #0, a # 0y bc = w2a?, entonces, \y = \y = 1 para o pary \; = Ao = —1 para o impar
5. Sibc#0, a#0ybc # 12a?, entonces

_ diag(W(1)) - VA \, _ diag(W (1)) + VA
9 ) 2 — ) 9

At

donde:

1

mwmmnz—M@m—Wf&_U(%m+m+ﬂ)+2

y
2 eB1 — ¢—B1)2
A = (bey)? [(651 —1)(e = 1) (P - e —1) - 4) (727ria1+ 5t é) - 452ma+61);’1}

S SR R SR
2mia+ B B (2mia+ )2 B3
p — a4 VTP Fheye] = — O

Ademds, 1 = —micc +V=m*a? +bey ¢1 = G
Demostracion:

Sea A un autovalor de la matriz W (1), es decir det(W (1) — AI) = 0.
Caso 1. Si bc = 0y a = 0, entonces

—4bey (91 —1)(e7P1 — 1) [ :| —derch(ePr —eP1)2,

det(W(1) — M) =0 < A2 — 2\ + be = 0.

Asf los autovalores de W (1) son: Ay =0y Ay = 2.
Caso 2. Si bc = 0y a # 0, entonces
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y por tanto tiene un autovalor A = 1 de multiplicidad 2.
Caso 3. Si bc # 0y a = 0, entonces

o VBe Ve b [ _e—VBe Ve
2 Vbe 2
W(1) =
(1) ¢ [ _o—VheyVie o= VEe Voo )
Vbe 2 2
y
Vi VEe A\ b e VEe o Voe
0 = 2 Vbe 2
= ¢ [ —e—Vbe Ve ERGS
Vbe 2 2
2 2
[V g Ve R be [ —eVie 4 oVoe
2 Vbe 2 ’

2

2

Ve 4 i\ 2 Ve . e\ 2
= Az_(e—mﬂm)wr(e“) _\@(e”)

Cuyo discriminante es:

A =
2

= Vbe (—e*‘/E + e‘/E)Q.

Luego,

2

2 Ve 4 Vic\ 2 Ve e\
o (Y (e,

A= 5

ef‘/E—Fem:I:\/Z_ 67\/E+em:|:\/\/%(—e’m+em)

2

Caso 4. Si bc # 0, a # 0, bc = m2a? y « es un niimero par, entonces:

1 — mia
W(1) = "
C

b
1+ mia

det(W(1) = M) =0« (A—1)? =0.

Sibc#0,a #0,bc = m2a? y « es un nimero impar, entonces:

—1 + i
W(1) = "

—C

—b

—1 — M«

det(W(1) = A) =0< (A +1)? =0.

Caso 5. Del teorema 3,1 parte 6 tenemos:

B1_1 —B1_1
vy (G 5

c1 (eﬁl _ 6—51)

706(6& _ 6*51)

—P1_1 B1_1
bey (267Fi06+31 + < B1 ) +1

)

donde 31 = —miav + vV —m2a2 + be, ¢ = <

. 2v/—7m2a2+be’ ¢
Ademas

/o b
0 —2v/—m2a+bc’

det(W(1) = M) =0 < A2 —diag(W(1))A + det(W (1)) = 0,

cuyas raices son:

_ diag(W(1)) — VA

>\1 9 ) AQ

_ diag(W (1)) + VA
5 .

(3.7)
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Entonces
eb1 4 e—Pr _9 e~ b1 + ebr 9
) 1 = 2
diag(W (1)) bey ( Smic t B ) +2,
1
_ B1 B _ 2,
bcl(e +e 2)(2mo¢+ﬁl 5)+
= —be(e® -1 -1) | —— 2.
ci(e (e ) <2moz—|—ﬁ1 ﬁ1> +
Asi,
[diag(W(1)]? = |=ber(ePr —=1)(e P —1) (1 ! > —|—2}2
2miae + By 61 ’
= (ber)*(e” —1)%(e P —1)? (1 + 1>2
2mia+ 1 B
1 1
—4bey (P —1) (e 1) (| ——— >+4
]
Entonces

fro1 e P e -1 el
det(W (1)) [bcl <27rz'a+51 + B > + ] [bcl (27Tia+51 * B > " ] i

clcg(eﬂl _ e_ﬂl)Q,
Br _ 1 A1 _1 81 _1 B _1q
= (beyp)? < + c + £ )
2mia + B 051 2mia + S B1

b M —1 +eﬁ1—1>+b (eﬂl—l_'_eﬁl—l)
c C _
'\ 27ia + 51 51 '\ 27ia + 51 51

+ 14 crch(ePr —e P)2,

(2mice + By )2 (2mic + B1) B Ieh

B1 B _ B1 B _
e’ +e 2 eft+e 2 , B2
+ b + +1 B1 B1 ,
“ ( 2mia + By ﬂ% ) 0100(6 € )

= (bcl)2 <(651 —1)(e P —1) n (=Pt — 1)2 + (efr — 1)2 . (efr — 1)(1651 _ 1))

_ P RTY (R S S O Gl Yl i

1 1
) + 1+ crcy(er —e P12,

—bey (e’ = 1)(e P = 1) ((27110[-1-51) st

Luego,
A = [diag(W(1))]? — 4det(W (1))

_ 2 [ (B _ 1\2(=B1 _ 112 1 1\ B _ 1
= (ber) l(e 1)%(e 1) <27Tia+51 +51> de

(P 17 4 (B 17 e
- (2mia + B1) 54 ] — b [(66 —hE - (27”@ + 5 +

+(ePr —1)(ePr — 1) <(27m'041+B1) 311)] +4—4[1+cic)y(e’ —e ™ 2] .

( 2mio + 61

Haciendo el cambio

1 1

X(B) =™ =13 Y(B) =™ =13 Z1(8) = 5o Za(B) = -

tenemos

X(=p1) =Y (51); Z1(—2mia+ B1) = Z2(f1).

1)2)

59

1

TR

)
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A = (ber)? [XPY*(Z1 + Zo)° — A(XY)(Z7 + Z3) — M(XP + Y?) 21 Z5)
—dbey (XY (Z1+ Zo) + XY (27 + Z3)] + 4 — 4 [1 + c1¢y (21 — 22)?],
= (ber)? [XPY2(Z1 4 Z2)* — M(XY)(Z7 + Z3 + 22125 — 221 Z5) — M X> + Y?) Z1 2]
—dbey (XY (Z1 + Zo + Z7 + Z3)] — dercy(Zy — 20),
= (ber)? [XPYP(Z1 4 Z2)? — M XY)(Z1 + Z2)? — 221 Z) — A(X? + Y?) 21 Z5)]
—dbey (XY (21 + Zo + Z7 + Z3)] — dercy(Zy — 2o),
= (ber)? [(XPY? —AXY)(Z1 + Z2)° + 8XY Z1Z5 — A(X? + Y?) 21 25
—dbey (XY (21 + Zo + Z7 + Z3)] — dercy(Zy — 2o),
= (ber)? [(XPY? —AXY)(Z1 + Zo)° + 421 Z,(2XY — X? —Y?)]
—dbey (XY (21 + Zo + Z7 + Z3)] — dercy(Zy — 2o),
= (ber)? [(XPY? —AXY)(Z1 + Z5)* — 42, Zo(X = Y)?]
)] -

—4b01 [XY(Zl + ZQ + Zl + Z2 46100 Z1 ZQ) .

Colocando los valores iniciales:

A = (bey)? [(651 (e =1 (¢ =1 —1) —4) (27rwzl+51 * 511)
(661 — e*ﬂl)Q ]

(27Ti0é + ﬁl)ﬂl
—dbey (ePr — 1) (e7P — 1) [

1 1 1 1

o+ o5 | —darch (P — e
2ric+f1 - B (2mia+ fr)? »312} 1o )

|
Observacién 3.1. Los casos 1,2 y 4 del teorema 3.2 son tales que g., es resonante y pertenecen al
dominio de Siegel en 0. Ademds no satisfacen la condicion de Brjuno.
Observacién 3.2. En el teorema 3.2 parte 3 con bc = 1, los autovalores de dg-(1,0,0) son A1 = e~
Yy A2 = e. Por lo tanto, g~ es resonante y pertenece en el dominio de Siegel. La resonancia es porque
el =e 2
El siguiente teorema describe el teorema 3.2 parte 3 cuando bc es real y positivo.
Teorema 3.3. Bajo las condiciones del teorema 3.2 parte 3, es decir, bc real y o = 0. Si be es positivo,
entonces:
1. existe bocg > 0 tal que A1 > 0 en el intervalo (0,bgco) y A1 < 0 en el intervalo (bycy, +00).
Mientras que Ay siempre es positivo. Ademds el valor aproximado de bycy es 1,758963.

1

2. A(be) < 1y Aa(be) > 1 para todo be > 0. Por lo tanto no estd en el dominio de Poincaré.
Demostracion: Por el teorema 3.2 parte 3 los autovalores son

e Ve 4 eVie _\/Vbe (—6_‘/E + 6\/%)

Al(bc) = B s
eVie 4 eVhe Ve (—6_\/E + 6\/%)
)\g(bc) = B .

Como bc es un nimero real y positivo, entonces e2Vbe > 1 es equivalente a —e=Vbe 4 eV 5 . Asi,
A2(be) > 0 para todo be > 0.
Agrupando términos

~Vee(1 4 v/ Vbe) + eVPe(1 — /Voe)
5 .

)\1 (bC) =

Consideremos el cambio de variable © = v/ be, entonces

e "(1++vu) +e(1 = Vu)
2 b

Al(’LLQ) =

y haciendo f(u) = \;(u?), para todo u > 0. Para analizar su signo, hagamos los siguientes casos:
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1. Si0 < u < 1, entonces f(u) > 0.

2. Siu =1, entonces f(u) =e~* > 0.

3. Siwu > 1,entonces 1 —/u < 0y f(u) puede tomar valores positivos o valores negativos o también
el valor cero. Como f es estrictamente decreciente, existe un unico ug tal que f(ug) = 0, es decir,

e (1 + yug) + " (1 — \/ug) = 0.

Usando el método de Newton-Raphson determinamos que el valor aproximado de ug es 1,326259.
Por tanto, bycy = u3 = (1,326259)2 = 1,758963. Luego, \; = f(u) es positiva en (1,bgco) y es
negativa en (bgcg, +00), donde bycg = 1,758963.

Para \;: Para que valor de u, \;(u?) = 1, es decir,

e (14 Vu) +e“(1 —yu)—2=0
Cuando u = 0, satisface la ecuacion. Ademds: para que valores de u > 0, A (u?) > 1:
e 1+ Vu)+e(1—vu)—2>0 & (1 —vu)—2e"“+1+u>0
s (1=Vu)e' —(1+Vu)(e*—=1)>0, Yu>0
s (1—Vu)e" >1++u.

Como podemos ver, la desigualdad anterior es valida para v < 1. Asi,

1+ Vu
1—u

Pero esta desigualdad no es valida para ningtin valor v < 1. Por lo tanto,

e >

M(u?) <1, Yu>0.

Para \o: \o(u?) = efu(l_ﬁ);eu(p“ﬂ). Para que valores de u > 0, A2 (u?) < 1. Luego,

e 1 —Vu)+e'(1+vVu)—2<0 & e (1+Vu)—2e"+1-u<0
& (+Vue" — (1 —Vu)(e"—1) >0, Yu>0
& (1++vVue' <1—+u.

La desigualdad anterior es valida para v < 1. Entonces

1 —
e' < \/ﬂ
1++u

Pero esto no es cierto. Por lo tanto,
Ao(u?) > 1, u>0.
O

Teorema 3.4. Bajo las condiciones del teorema 3.2 parte 3, es decir, bc real y oo = 0. Si be es negativo
ybe = —d cond > 0, tenemos:

1. Si|Ai(be)| = [Ma(be)| = 1, siy solo si d = n’m2.

2. Si|A1(be)| < 1y |Az(be)| = 1, entonces sen(2v/d) < 0, cos(2v/d) < 1yd < 1.
3. Si|Ai(bc)| > 1y |Xa(be)| = 1, entonces sen(2v/d) > 0, cos(2v/d) < 1yd > 1.
4. Si|M(be)| = 1y |A2(be)| < 1, entonces sen(2v/d) > 0, cos(2v/d) < 1y d < 1.
5. 8i A (be)| = 1y |Xa(be)| > 1, entonces sen(2v/d) < 0, cos(2v/d) < 1yd > 1.
6. Si|A1(be)| < 1y|Xa(be)| < 1, siy solo si

cos(2Vd) <1, d<1 y |cot(Vd)| < Q (1_\/& .
2\ vVVd

7. Si |[A1(bc)| > 1y |Aa(bc)| > 1,siy solo si

cos(2Vd) <1, d>1 y |cot(Vd)| < —~= 7

ﬁ(l—ﬁ)
: .
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8. Si|A1(be)| > 1y |Xa(be)| < 1, siy solo si

24/
sen(2Vd) >0 y |cos(2Vd)| < M sen (2Vd) + 1
9. Si |A1(be)| < 1y|A2(be)| > 1, siy solo si

2/ Vd sen (2Vd) + 1

sen(2vd) <0y |eos(2V)| < ——7 P

Demostracion:
Como bc < 0y o = 0, entonces existe un niimero real positivo d tal que bc = —d. Luego,

e—ivd + eivVd _ | /i\/g(_e—i\/a + ez‘x/&)

2
2 cos(Vd) — \/i\/ﬁ(% sen(V/d))
2

)

)\1 (bC)

= cos(Vd) —ivi\/ Vdsen(Vd),

de modo similar para Az (bc):

Xa(be) = cos(Vd) + ivi\/ Vdsen(Vd).

Como Vi = 1“ ,entonces ivi = \1/%1 Luego,

7

M) = cos(vd) + Yz _ N Visen(vi;
Nalbe) = cos(vd) — Ysen /) VVEsenVd)

9

donde bc = —d < 0.
Cuyos médulos elevados al cuadrado son:

A (be)? = cos?(Vd) + Vdsen?(Vd) + \/ﬁﬁ sen(2V/d),
Ma(be))? = cos?(Vd) + Vdsen?(Vd) — \/ﬁﬁsen(zx/&).

Podemos simplificar estos médulos usando las identidades trigonométricas:

A (be)? = cos?(Vd) + Vdsen?(Vd) + @ sen(2v/d)

V2
14 cos(2Vd) 1 — cos(2V/d) VVd
— T Vvd ( 5 ) + 7 sen(2Vd),
. +2\/(§ + ! _Qﬁ cos(2Vd) + Vv sen(2v/d)

V2

y también

_ 14 vd + 1-vd cos(2Vd) — \/\/? sen(2v/d).

Asi tenemos:

IA1(bo)|> = 1+2‘/E + 1*2‘/8 cos(2V/d) + \/\/?sen( 2V/d),
Mool = 152 4 15¥0 og(2/d) — YL sen(2v/d).



Benito O.- Selecciones Mateméticas. 2026; Vol.13(1):45-69 63

. Si A ()| = [Aa(be)| = 1.

Entonces
Vi _ 1-Yd N
M (b)) = X)) =1 < vl = 1evdeog(2v/d) + e sen(2v/d),
1_2\/3 - 1—2\/3 cos(2Vd) — \/ﬁﬁ sen(2v/d)

Luego,
cos(2Vd) =1 y sen(2Vd) =0=d=n’r%, ¥YneN.
. Si|A1(be)| < 1y |A2(be)| = 1.

Luego,
1—Vd 1—Vd vV
> cos(2V/d) + sen(2v/d
’ ’ (2vel) \/57 (2vd) = sen(2V/d) < 0, cos(2Vd) <1y d < 1.
1—2\/3 — 1—2\/3 cos(2V/d) — ﬁd sen(2v/d)
. Si|A1(be)| > 1y |A2(be)| = 1.
Luego,
1-Vd 1-vd VVd
< cos(2v/d) + sen(2v/d
2 ;e Jo e sen(2V/d) > 0, cos(2vd) <1lyd> 1.
1—2\/3 = 1—2\/3 COS(?\/&) _ \/§d Sen(2\/g)

. Si|A1(be)| =1y |A2(be)| < 1.
Luego,
{ 1_2‘/3 = 1_\/acos(2\/ﬁ)+ V\/\? sen(2v/d)

1_2‘/E > 1=vd cos(2v/d) — VY sen(2v/d)

= sen(2Vd) > 0, cos(2Vd) <1y d<1.

. Si|A1(bc)| =1y |Aa(be)| > 1
Luego.
LoVd . 1=Vd og(20/d) + Y Vd g 2Vd
2 2 (2vd) \/‘/5— (2vd) = sen(2Vd) < 0, cos(2Vd) <1yd>1
172‘/3 < 172‘/3 cos(2V/d) — \/‘gasen(Q\/g)
. Si|A1(be)| < 1y |Aa(be)| < 1.
Luego,
1_2\/3 > 1_2‘/3 cos(2V/d) + ”\/\g sen(2v/d)
1*2‘/3 > 1*2\/3 cos(2v/d) — V\/‘g sen(2v/d)
cos(2Vd) <1, d <1y |sen(2Vd)| < g (1\/%&) (1 — cos(2V/d)).
d
Usando la identidad trigonométrica cot(x/2) = ls‘_e;(sa), con z = 2v/d, tenemos cot(v/d) =
sen(2v/d)
Tcos(2V)" Por lo tanto,
21—
cos(2Vd) <1, d<1 y |cot(Vd)| < £ J
2\ VVd

. Si|A1(be)| > 1y |A2(be)| > 1.
Luego,

S
N

1= < 5% cos(2Vd) + @ sen(2v/d)
L cos(2v/d) — VY (2V/d

[N~}

N
N

2
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8. Si [A1(be)| > 1y [Ma(be)| < 1.

Luego,
1*2‘/3 17—\/3005(2\f) + @sen@\/;l) -
LVd 5 1oVl oo5(2y/d) — en(2V/d)
sen(2Vd) >0 y |cos(2Vd)| < 2\/7 sen (2Vd) + 1

VA -

9. Si|A1(be)| < 1y |A2(be)| > 1.
Luego,

1_2‘/3 > 1—2\/E cos(2v/d) + ”\/\fsen@\/a)

=
172\/3 < 172‘/3 cos(2v/d) — \/ﬁsen( 2v/d)

_2VVa
V2|1 - Vd|

sen(2Vd) <0 y |cos(2Vd)| < — sen (2V/d) + 1

(Vd)| < ? (%j) entonces:

g(l —Vd)tan(1) < g tan(1)

2 (WVd
V2 \1-+d

) < |tan(Vd)| < |tan(1)] = tan1 = d/* <

a4
Por lo tanto, 0 < d < %.

Vv

2 (VVa
G (1\/&> < |tan(Vd)|.

(Vd)| < —? (1‘/E) entonces

No se puede obtener una cota superior para | tan(\/a)L ya que d > 1y la funcion tangente es creciente.
Pero podemos restringuirlo en un intervalo (1,72 /16). (v/d)| < 1. Luego,

_l 7\/& <1
V2 \1-Vd
Ejemplo 3.1. Bajo las condiciones del teorema 3.2 parte 3. Si bc real negativo y o = 0. Consideremos

casos particulares:
Caso 1. Si d = (m/2)%. Vamos a probar que g., estd en el dominio de poincaré y es no resonante.

M(=(r/2)) = /A= /4= /a/4(1 - i),
Xo(=(m/2)%) = —\/m/A+ /w/di = \/m/A(~1+1)

M (=(/2)%)] = (= (x/2)%)| = /2> 1.
Dados my, ma € Z> tales que my + mo > 2. Vamos a probar que no se cumple
AL =AT"AS2 0 Ay = ATHAS.
En efecto,

VAl i) = (V/a U)”“(\ﬁ/( 1+%))
(V7 /)™ (7™ —1+44)"m2
= (ﬁ)m1+mz(1 ) (—1+z)’”2-
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Aplicando maodulo:

‘M(l —Z)} = ’( 7r/4)m1+M2 (1= d)|™] — 1 44|

es una contradiccion.
Caso 2. d = (37/2)2. Vamos a probar que g, estd en el dominio de poincaré y es no resonante.

o van=(var)"

M(=(37/2)%) = —\/37/4+ \/31/4i = \/31/4(—1 + 1),
Ao(—(37/2)%) = /3w/4— \/31/4i = /37/4(1 —i).

Entonces

A (=(37/2)%)| = | A2(—(37/2)%)| = /37/2 > 1.
Dados m1, my € Z>q tales que my + mg > 2. Vamos a probar que no se cumple

A= ATIARE 0 Ag = APA

En efecto,
VBRI —1) = (VBR/A(=1+0)™ (V/Br/A(L - i)™
(V3m/4)™ (/37 /4)™2 (=1 + )™ (1 =)™,
= (\/3m/4)"Fm2 (1 4 )™ (1 —5)™m2.
Aplicando médulo:

V/31/2 = (\/3m/2)mtm2

es una contradiccion.
Caso 3. d = 7. Entonces A\ (—m2) = A\ (—7%) = —1.
Caso 4. d = (27)2. Entonces A\ (—(27)?) = M (—(27)?) = 1. O
Teorema 3.5. Consideremos el teorema 3.4 parte 6 y parte 7, es decir, \1(bc), A2(be) estdn en el
dominio de Poincaré.
1. Si|A1(be)| = |Aa(bc)|, entonces g es no resonante

2. 8i0 < [A1(be)| # |A2(be)| y % ¢ Q, entonces g~ es no resonante.

Demostracion: Dados los enteros no negativos mq, mo tales que my + msy > 2,y que:

A1(be) = AT (be) A2 (be) o Aa(be) = AT (be) A5 (be).
Aplicando modulo:
A(be)| = (AT (be)l[A32 (be)| = [Ax(be)* = (|A1(be) )™ (|A2(be)[*)™2
Caso 1. Si [A1(bc)| = |A2(be)| < 1o |A1(be)| = |A2(be)| > 1, entonces Ya que,
[AL(be)™ T2 < [Au(be)| o [Ax(be)[™ T > A (be).

Por lo tanto g., es no resonante.
Caso 2. Sea 0 < |A;(be)| < [A2(bc)| < 1. Supongamos que g, es resonante, entonces existen enteros no
negativos myq, msy tales que my + mo > 2y A1(be) = Ay (be)™t Ay(be)™2. Aplicando médulo:

[A1(be)| = [Ar(be)[™ [Az(be)[™* = In(|A1(be)|) = ma In(|A1(be)|) + ma In(|Az(be)])
In(|A1(bc)])  mo
(be))|

1
= param # 1, (Mo (be

1—m1

Para m; = 1, tenemos ma In(|A2(bc)|) = 0. Como |A2(be)| # 1, necesariamente mo = 0, pero entonces
mi+me=1<2. O
El siguiente teorema nos describe algunos casos particulares del teorema 3,1 parte 6.
Teorema 3.6. Bajo las condiciones del teorema 3,1 parte 6, es decir, bc # 0, a # 0y be # w2a?:
1. Sea be > w22 Si existe un k € Z tal que 1 = 2mik, entonces o # —2ky W (1) =
2. Sea bc < w2a?, entonces no existe k € Z tal que 3y = 2mik.
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3. Sea bc < w2a?. Si existe un k € Z tal que 3, = mik. Entonces k # a, y

1 1
)= —2be; [t — + 1)1
W(1) = —2bey ((2a+k)7ri+k7ri+ )

con k impary W (1) = I con k par.
4. Sibc > m2a?, entonces no existe k € 7 tal que 3, = wik.
Demostracion:

1. Como B = —mia + v —m2a? + be, entonces:
—mia 4+ —m2a? + be =2mik &/ —7m2a? +be = wi(2k + @)
& —rm?a® +be=—72(2k +a)?
& be=n"[a® — (2k + @)?]
& be=—4kr*(a + k).
Como be > 72a2, entonces

—dkm*(a + k) > n?a? & 4k* + dka + o > 0 & (2k+a)? > 0.

Por lo tanto, o # —2k.
2. Como B = —mia + vV —m2a? + be, entonces:

—mia 4+ \/ —m2a? + be = 2wik vV —m2a? + be = wi(2k + )
Va2 —be = 7(2k 4+ «)
n2a? — be = 72(2k + a)?
be = 72 [042 — (2k + a)ﬂ

be = —4km*(a + k).

t o0

Como be < w2a?, entonces
—4km?(a + k) < m2a? o 4k +dka + o <0 & (2k+a)? < 0.
3. Como 31 = —mia + vV —m2a? + bey be < w2a?2, entonces
—mia + V —m2a? + be =wik & ivVr2a? —be = 7i(k + «)
& 7la? fbc:wz(k+oz)2
& be=7? — (k+ )
& be=—kn?(2a + k).

Luego,

—km?2a+ k) <t 2 0< (k+a)? ok #oa.
Como

be ( P11 + 6*3171) +1 —c (661 _ 6—31)

W(l) _ 1\ 2mia+ B1 0
~B1_ Pl
cl(eﬂl - e_ﬂl) bey (2€7ria1+311 + ;1 1) +1

Si k es par, entonces ¢”* = 1y W(1) = I. Si k es impar, entonces e’* = —1y W(1) =

~2ber (ot + i+ 1) 1
4. Como f3; = —mia + v/ —m2a2 + be 'y be > m2a? entonces

Vv —m2a? + be = wi(k + @)

—mia + V —m2a2 4+ be = ik &
& -1 4+ be = -1 (k + a)?
=
4

be = 2[a? — (k + a)?]
be = —km?(2a + k).
Luego,
—km?2a+ k) >l e kP +20h+a? <0 (k+a)? <0,
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4. Holonomia para w. Sea w la 1-forma integrable asociada a los campos X e Y (como al inicio de
la seccidn 2), es decir w = ix o iy (dz; Ady Adzs) = fidz1 + fodze + f3dzs, donde

fl(z) = )\222b3(2) — )\32’3[)2(2),
fg(z) = )\323[)1(2) — )\121[)3(2),
fS(Z) = >\121b2(2) — )\QZle(Z).

Supongamos que el plano (z3 = 0) es una separatriz de w, entonces existe una 2-formas holomorfas 6
tal que w A dz3 = z36. Entonces,

wAdzz = fidzy ANdzs + fads N dzg = 230,

z3 divide a las funciones f; y a f> . Asumiendo ademds que el conjunto singular sing(w,o) es de codimen-
sién mayor o igual a dos, esto implica que z3 no divide a by ni a by. Sea ¥ : [0,1] — (23 = 0) una curva
cerrada definido por 5(t) = (v(t),0), donde y(t) = (71(t),72(t)) con 1 (t) = 2™ y o (t) = 248y
a, B € Z*. Lacurva ¥ es un lazo que pasa por el punto (1,0, 0) (es decir es una curva cerrada en el intervalo
cerrado [0, 1].

Teorema 4.1. Sea w = ixoiy (dz1 AdzaAdz3), donde X (z) = Z:;:l Aizia%ie Y(z) = Z?:1 bi(z)aizi
tales que [X,Y] = =Y. Si 0 es una singularidad aislada de w 'y (z3 = 0) es una separatriz de la foliacion
asociada a w, entonces h5 : (X,(1,1,0)) — (X, (1,1,0)) la funcién holonomia asociado a 7 es lineal y
periddica, donde §(t) = (e¥™ 1 2mitAz (),

Demostracion: Sea  : C> — C? la proyeccién dado por 7(z1, 22,23) = (21,22). Esta funcién
es transversal a la foliacién obtenida por w en una vecindad pequefia del punto (1,1,0). Sea fz3 (t) =
(v(t),T'(¢, 23)) el levantamiento de ~ con respecto a 7 en el punto (1,1, z3) cercano al punto (1,1,0).
Sea I'(t,z3) = >0 ck(t)z} su expresion en series de potencias. Como I.,(0) = (1,1,z3) entonces
I'(0, z3) = 23, luego

c1(0)=1yc(0)=0VE#1.

La curva fzS (t) estd siempre contenido en una hoja dada por w y que pasa por el punto (1,1, z3),
entonces

3
Wl 0) ( Fa0) =00 | X A0 ) (310950, 5T052)) =0,

esto es equivalente a

AT O (0) + 2Ty (D)a(t) + f3(Tay (t))g

5 L(tz) = 0. .1

Usando f1y fo:

AT ) = Aay2(t)bs(Tay () — AsT(t, 23)b2(T, (1)),

FoTey(t)) = ATt 23)b1(Tay (1) = Mma (£)b3 (T (1)),

entonces
AT OO + LT OB = baay () Para(®r () — M (Ora®)] +
AL (t 23) [ (0b2(T () = (00 (T (1) @2)
Ademas,
oy (1)) STt 25) = D ()02 (1)) = A1) (P (1)) T 2. (43)

Sustituyendo (4.2) y (4.3) en (4.1):

0 = Bl ) D090 ~ A O5(0] + (A OD (e 20) + A ) (e 20) ) o) -

(O 20) + Aaalt) (e 20) ) ) @)
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Como 7y, (t) = 2™ y vy (t) = €278 entonces | (t) = 2miary; (t) y V5(t) = 27miBy2(t)

sustituyendo en la ecuacién (4.4) se tiene:

0

= 2rim (O (®)ads — BAJba(on (8)) + (0 [mmgr(t, )~ Mo >] b (T (1)) —
28(0) [ I8 0, 25) = Do (e 20)| B 1) 4.5)

En particular si & = A1 y § = Ao, entonces sustituyendo en (4.5):
. 0 ~ . 0 ~
= Al’Yl (t) 27TZ>\3F(t, 2’3) - af(t, 23) b2(F23 (t)) - AQ’)/Q(t) 27TZ>\3F(t, 2’3) - &F(t, 23) b1 (de (t)),

= [M’Yl(t)bz(fzg) - /\272(75)51(113)} {27”'/\3“75723) - ;F(taz3):| ;

= f3(T,, (t))ﬂ (2™ (8, 23)), Vit € [0,1]. (4.6)
dF(t,Zg)

dt
=0
dt t_0>

Parat = O en (4.6):
= f3(1,1,23) Y _(2mirser(0) + c,(0))25 = 0.
k>0

d ’ .
Fo(1,1,2) (¥ (t,23)) im0 =0 = fs(1,1, 23) (QM/\S»F(QZS) +

Como f3(1,1, 2z3) # 0, entonces para todo k > 0:
2midsex (0) + ¢, (0) = 0. @.7)

Asi tenemos ¢} (0) = —2miA3 y ¢}, (0) = 0 para k # 1.

usando la casi-homogeniedad de b; y de by en fs:

f3Ta1) = Mn®ba(Ts (1) — Ay ()b (T, (1)),
G2 (= 1A )t {)\162 (1’ 1, F(t,z:;)) * Aoby (1’ 3 F(t,z3)>} 7

627Ti)\3t 627Ti)\3t

eQTri(—1+/\1+/\2)tf3 (17 1 I'(¢, Z3)) .

627T’i>\3t

Luego la ecuacion (4.6) queda

f3 (1, 1, F(t’23)> (af(t, 23) — 2m’)\31“(t, Zg)) = 0, Vte [07 1] 4.8)

627T’i)\3t 8t

En general, si f3 (1, 1, ;ﬁ%) # 0 para todo t € [0, 1], entonces

0 .
%F(t’ z3) = 2miAsT(t, 23)

y esto equivale a ¢ (t) = 2midscy(t) con ¢1(0) = 1y ¢(0) = 0 para k # 1. Resolviendo estas ecuaciones
se tiene

cr(t) = ape®™ 3Vt € [0,1].

Usando las condiciones iniciales tenemos

c1(t) = e¥st y ¢y (t) = 0 para k # 1.

Sea hy : (D, (1,1,0)) = (3, (1,1,0)) la funcién holonomia asociado a 7, entonces

hs(1,1,23) = (1,1,T(1, 23)) = (1,1, >3 zy).

Authorcontributions. Se us6 el método inductivo deductivo combinado las referencias bibliograficas

dadas en el articulo.
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