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Resumen
Este trabajo esta dedicado al estudio de algunas propiedades de los conjuntos analiticos que cumplan
las hipdtesis de libre disposiciéon. Esta hipotesis juega un papel relevante en la teoria de equilibrio
general, ya que es ampliamente utilizado para garantizar tanto la positividad de los precios de
equilibrio y la eficiencia de la asignaciéon de equilibrio. El principal resultado de este trabajo es la
caracterizacién de esta hipdtesis en términos del cono normal al conjunto de puntos en su frontera.

Palabras claves. Hipoétesis libre, cono normal, equilibrio

1. Introduccién . Debreu, 1959 [1] y Arrow y Hahn, 1971 [2], fueron los que
presentaron y aplicaron en sus respectivos trabajos de investigacion, la hipdtesis de
libre eliminacién:

1.1. Hipétesis de Libre Eliminaciéon. Un conjunto Y C R™ satisface la
Hipdtesis de Libre Eliminacion (H.L.E) si,

Vv eR!} y Vyo €Y secumple que yo —v €Y [3]

La H.L.E es utilizada en la mayoria de trabajos donde se estudia la existencia y
propiedades del equilibrio general. La existencia de la H.L.E en la teoria de equilibrio
general proviene basicamente de tres hechos:

i) Permite garantizar que, de existir equilibrio de Walras, los precios de equilib-
rio necesariamente tienen todos sus componentes positivos.

ii) Es condicién suficiente para que las producciones de equilibrio de una firma
sean eficientes, es decir, estén en la frontera del conjunto de produccion.

iii) Permite identificar la frontera del conjunto de produccién con una variedad

diferenciable. Esta identificacién, que en términos matemadticos corresponde
a un homeomorfismo, posibilita que el estudio de la existencia del equilibrio
sea mucho mas simple.

Otro concepto importante en el presente trabajo de investigacion es el Cono
Normal [4], que se define asi:

Sea el conjunto convexo ¥ C R™ e yg € fr(Y), el cono normal del andlisis
convexo a Y en yq es el conjunto:

N(Y,yo) ={¢€R" /q-yo>q-y VyecY}

Si la frontera de Y es definida por el grafico de una funcién diferenciable, el cono
normal anterior corresponde a la semirrecta que pasa por el origen cuya direccién
estd dada por el gradiente de dicha funcién en el punto. Si la frontera no es diferen-
ciable, entonces el cono normal se “abre” permitiendo que nuevos puntos entren al
conjunto.
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La estrecha relacién entre la H.L.E y el cono normal esta dado mediante el siguien-
te enunciado [5]: “Si Y C R™ es un conjunto convexo que satisface la H.L.E, entonces
todos los elementos del cono normal del anélisis convexo a Y en cualquier punto de
la frontera son positivos, es decir

Vyo € fr(Y) se tiene que N(Y,y0) C R} ”

De este manera, una condicion suficiente para que el precio de equilibrio de una
economia tenga todas sus componentes positivas, es que Y verifique la H.L.E.

El objetivo central de este trabajo es buscar condiciones apropiadas en el conjunto
Y y en el cono normal, para que Y satisfaga la H.L.E (proceso inverso al enunciado
anterior).

La interrogante a ser resuelta:

i, Cuadles son las condiciones necesarias y suficientes para establecer una
caracterizacién entre la H.L.E y el cono normal dentro del estudio del equilibrio
general?

1.2. Resultados. En esta parte introducimos algunos conceptos matematicos
de anélisis no diferenciable:

DEFINICION 1.1. Sea || || la norma Euclidiana en R™. La distancia a un conjunto
cerrado Y C R™ se define:

d(-,Y):R" 5 R
z,y) = d(z,Y) = inf ||z —
( 7y) (x, ) yleY || Yy ||

DEFINICION 1.2. La proyeccién de un vector x € R™ sobre Y se define por
proyy(x) €Y, tal que d(z,Y) = ||z — proyy,(z)|.

DEFINICION 1.3. Dado un' Y C R™ un conjunto cerrado e yg un punto de su
frontera. El cono tangente de Clarke a Y en yg se define como:

Te(Y,yo) ={q €R" /Yyr €Y, y = yo, g = qt.qyr +trqp €Y, con k € N,

suficientemente grande}

Y el cono normal de Clarke a Y en yg un punto de su frontera, se define como el
polar del cono tangente, es decir,

Ne(Y,yo) ={peR" / p-q<0, VgeTc(Y,yo)}

PROPOSICION 1.4.
a) Nc(Y,y) = [intTe (Y, y)]*
b) Dadop € Nc(Y,y), existen sucesiones ty, — 0, pr. — p, yp =y, conyy €Y,

1
tales que para cada y' €'Y se cumple que py - (v — yx) < Eny’ — il

La parte a es directa de la definicién. La parte b, se llama férmula normal proximal
para el cono normal de Clarke y su demostracién se encuentra en [9].

2. Anaélisis Y Discusiones. El teorema que a continuaciéon demostraremos, es
el que resuelve el problema planteado en este trabajo de investigacion:

TEOREMA 2.1. Un conjunto cerrado y no vacio Y C R"™ satisface la hipdtesis de
libre eliminacion si y sélo si para todo y € fr(Y) se cumple que No(Y,y) C R7}.
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Demostracion:

Condicién necesaria: Supongamos que Y C R"™ satisface la hipdtesis de libre
eliminacién y sea p € Ne(Y,y). De la forma normal proximal (Proposicién 1.4.b)
se tiene que existen sucesiones t;, — 07, pr — p, yr — y, con y € Y, tales que para

1
cada y € Y se cumple que pi(y —yx) < i”y’ —yi]|?. Luego dado e;, i = 1,2,...,n,
k
el i-ésimo vector de la base candnica de R™ y dado a € Ry cualquiera, por H.L.E el
vector y' = yp — atpe; es también un elemento de Y. Por lo tanto, usando la férmula
normal proximal con 3’ anterior, sigue que:

1
pe- (Y — k) < ﬁlly’ — ]| = pr - (ye—)otre; — yp < |luk — atres — 2

De lo cual se deduce

1., 9 —a
pr - (atre;) < THZ/ —ykll® = pr-€i > —
tr 2

Puesto que « es arbitrario y (pg - €;) es el i-ésimo componente de py, deducimos
que éste debe ser positivo. Finalmente, como p; — p, se tiene que p debe tener todos
sus componentes positivos.

Condicién suficiente: La cerradura de Y implica que Y — R} se cumple si y
s6lo si Y —R , . Por lo tanto, negando la hipdtesis y considerando lo anterior, se tiene
que deben existir yop € Y y po € R} tales que yo —po ¢ Y. A este respecto, se tienen
dos casos a considerar: que yo € fr(Y) o que yo € Int(Y).

Caso 1: yp € fr(Y)

Por hipétesis sabemos que N¢(Y,y) € R, con lo cual, de la definicién de cono
tangente, sigue Tc(Y,y0) 2 —R%, lo que a su vez implica que —py € Te(Y, o).
Maés aun, puesto que todos los componentes de py los hemos supuesto estrictamente
positivos, es directo entonces que —po € Int(Te (Y, yo)).

Definamos ahora Y como la interseccién de Y con el segmento de recta en R”
cuyos extremos son yo € (yo — po), es decir,

Y =Y N {yo, 0 — pol

Dado lo anterior, sea gy € Y la proyeccién de (yo — po) sobre Y. Por lo tanto,
existe to € [0, 1] tal que qo = to(yo — po) + (1 — to)yo. De esta manera es directo que

Yo —Po — qo = Yo — Po — to(yo — po) — (1 —to)yo = —(1 — to)po

Con lo cual [lyo — po — qol| = (1 = to)|[pol|- Por otro lado, del hecho que —po €
Teo (Y, yo), sigue que existe € > 0 tal que ¢ € [0, e[ se cumple que go + t(—p) € Y. Por
lo tanto, del hecho que

(Yo —po) — (g0 +t(=po)) = (Yo — po — qo) +tpo = —(1 —to)po +tpo = (=1 +to +t)po

Se sigue que

140 = po) = (g0 + t(=po)) || = (1 = to = #)lpoll < (1 —to)l[pol

Lo que obviamente contradice la definicién de proyeccion, pues hemos encontrado
otro vector (go + t(—po)) cuya distancia a (yo — pp) es menor que aquella que tenia la
proyeccién. Con esto queda probado el caso 1.



4 NOMBRE(S) AUTORES

Caso 2: yo € Int(Y)
Definamos L como el segmento de recta en R™ cuyos extremos son yo € (yo — po),
es decir,

L = [yo,y0 — po] = {z = Ayo + (1 = A\)(y0 — po), A € [0,1]}.

Puesto que yo € Y e (yo — po) ¢ Y, es claro entonces que L debe intersectar en
algiin punto de la frontera de Y. Sea entonces z € frY N L. Luego existe A €]0, 1]

Z=Myo+ (1 = A) (¥ — po) = yo — (1 — AN)po.

Ahora bien, de un célculo simple es claro que yo — py = Z = Apg. Por lo tanto,
si suponemos que yg € Int(Y'), hemos probado que existe un punto z en la frontera
de Y y un vector estrictamente poitivo, Apg, tal que su diferencia no estd en Y, lo
que, por lo demostrado en el caso 1 anterior, no es posible. En consecuencia queda
demostrado completamente el teorema 2.1. |

3. Conclusiones. Elresultado central de este trabajo nos muestra que el supuesto
de libre eliminacién no es una hipétesis artificial dentro del modelo de equilibrio gen-
eral. En esencia corresponde a exigir que los precios de equilibrio sean positivos, toda
vez que estos existan. Las propiedades de los conjuntos que satisfacen la H.L.E estan
entonces estrechamente ligadas a las propiedades topoldgicas de su frontera.
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