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Resumen. Este trabajo presenta un estudio sobre los métodos de factorizaciéon y cdlculo de
raices de polinomios univariantes sobre campos finitos. Presentamos dos algoritmos centrales para
factorizarlos, tales como el métodode Berlekamp, y el método del Cantor-Zassenhaus, y sus algoritmos
separadores con los cuales se hace eficiente.
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1. Introduccién. Juzgamos que este tema es muy importante no solamente por
s{ mismo sino también por las muchas aplicaciones dentro del Algebra Computacional,
Teoria de Cddigos, Teoria Computacional de Numeros, Criptografia, etc. La Factor-
izacion sobre campos finitos es usada como un subalgoritmo para, calcular raices de
polinomios. Estas aplicaciones pueden encontrarse en [13][10].

Los procedmientos usados en la factorizacién de polinomios son basados en los
métodos de Algebra lineal y aritmética polinomial. en el decorrer de los anos se
buscéd encontrar métodos para factorizar polinomios en campos finitos que reduje-
sen cada vez mas el tiempo de ejecuciéon del algoritmo. El primero fue introducido
por Berlekamp, en 1967 [2]. Su algoritmo reducia el problema para hallar polinomios
que formasen una base para el espacio nulo de una matrix nzn sobre GF(q), usando
para eso técnicas de algebra lineal El algoritmo de Berlekamp fue implementado en un
nimero de O(n® + nq) operaciones en GF(q) donde n es el grado del polinomio a ser
factorizado. Rabin [12] cre6 su método en 1980 con un tiempo aparentemente inferior
al de Berlekamp sin embargo no llegd a probarse matematicamente esta reduccién de
tiempo. Al hacer la justificacién del método, este no tuvo un menor tiempo que el de
Berlekamp.

Un Algoritmo con diferencia real fue descrito en 1981 por Cantor y Zassenhaus.
Este algoritmo factoriza un polinomio en otros polinomios de diferente grado y después
factoriza cada uno de ellos en polinomios irreducibles del mismo grado. El algoritmo
puede ser implementado en un tiempo promedio de ejecucién de O(n?q) operaciones
en GF(q).

La eleccion del algoritmo a ser usado para polinomios en campos finitos depende
del tamano del campo en que estd, pues algunos métodos son eficientes para la fac-
torizaciéon en campos pequenos, mas son ineficientes cuando son aplicados a campos
finitos grandes.

La factorizacién de polinomios es un problema ancestral que ha preocupado a
los matemadticos y cientificos, por el simple hecho de encontrarse casi siempre con el
problema de hallar raices de polinomio f(x). Sin embargo hasta ahora este problema
aun no esta resuelto, salvo en situaciones y bajo condiciones particulares se puede usar
un algoritmo construido con ciertas técnicas del algebra y de las teorias matematicas.
Es en estas circunstancias que es conveniente saber hallar los factores de los poli-
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nomios por lo que nos hemos interesado en estudiar algunos métodos para factorizar
polinomios sobre campos finitos (GF(q)) donde ¢ = p™, n es el grado del polinomio
f(x). Puesto que cualquier polinomio en el anillo de polinomios sobre los enteros se
puede proyectar de alguna manera sobre un anillo de polinomios sobre campos fini-
tos, que no es mas que extensiones sobre campos primos finitos, que son de la forma
moédulo un primo p, en tal sentido nos planteamos el problema

Es posible determinar un algoritmo eficiente para hallar factores de
polinomios sobre campos finitos ?

Afirmamos que es posible hallar un Algoritmo eficiente respecto a otros algoritmos
existentes que fue descrito por Cantor y Zassenhaus.

Este algoritmo factoriza un polinomio en otros polinomios de diferente grado
y después factoriza cada uno de ellos en polinomios irreducibles del mismo grado.
El algoritmo puede ser implementado en un tiempo promedio de ejecucién de O(n?q)
operaciones en GF(q). En este trabajo presentamos el algoritmo de Cantor-Zassenahus
y sus algoritmos separadores.

2. Factorizacién sobre Campos Finitos. En esta secciéon estudiaremos los
métodos para factorizar polinomios sobre campos finitos, para ello existen muchos
métodos de los cuales abordaremos el método de Berlekamp [3].

Su algoritmo reducird el problema para hallar polinomios que formasen una base
para el espacio nulo de una matrix nxn sobre GF(q), usando para eso técnicas de
dlgebra lineal. El algoritmo de Berlekamp fue implementado en un nimero de O(n? +
nq) ooperaciones en GF(q) donde n es el grado del polinomio a ser factorizado.

Dado U(z) € F[z] donde F es um campo finito, es posible obtener tnicos poli-
nomios distintos uj (), ug(x), ..., u, (x) irreducibles con coeficientes en F', de tal modo
que

U(z) = ui'(x).us®....u(x)

donde s1, s9, .., S5 son enteros mayores que cero. La garantia de la existencia y unicidad
de los u; es dado por el hecho de F[z] ser un Dominio Euclidiano, por tanto de
Factorizacién tnica.

En este seccién trataremos justamente de como obtener los u; . Y haremos un
breve estudio para obtener polinomios libre de cuadrados. Para lo cual precisamos
conocer la:

2.1. Descomposicién libre de cuadrados. Sea un polinomio p(x) de R[z]
donde R es un anillo de caracteristica cero.! Es posible que p(z) tenga factores muilti-
ples, es decir, que exista un polinomio ¢ tal que ¢? divida p(x) (quizds una potencia
més alta de ¢ que divida a p(z)), pero en este caso todavia es verdad que ¢? divide a
p(x).

Obviamente podemos encontrar todos los factores multiples haciendo una factor-
izacién completa de p(z), pero existe una forma més simple que ahora describiremos.

Es suficiente considerar p(z) ménico. Supongamos que p(z) sea factorizado en un
producto de factores lineales:

Thacemos esta hipétesis para excluir el caso de 2P+l sobre un campo com p elementos: este
polinomio es irreducible, pero su derivada es cero
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donde los a; pueden ser cantidades algebraicas sobre R (hacemos esta factorizacién
s6lo para la prueba). La derivada de p(x) es:

P@) = Yo — 0 T[ e —a))
” =

Es obvio que para cada i, (z —a;)™ ! divide p(z) y p’(2). Sin embargo cada polinomio
que divide a p(z) es un producto de los (x — a;) para una potencia menor o igual que
n;. Por lo tanto el med(méximo comtn divisor) esta determinado: este es el producto
de los (x — a;),para una potencia n; — 1 o n;. Pero esta potencia no puede ser n;, pues
(z — a;)™ divide todos los términos de p’(x) excepto uno, y por lo tanto no puede
dividir p/(z).

Asi que hemos verificado el siguiente proceso:

(w) == med(p(@).p' () = [J( = 0",

entonces

_ p(z) I
1) = () )~ L )

por tanto

med(q(x), med(p(x), p'(2))) = H (x — a;),

S,
<
A

por lo que deducimos

,7 q(z) _ v
M) = @ medp@ p @) — AL )

El lado izquierdo de esta ecuacién es el producto de todos los factores no-muiltiples
de p(x) y hemos mostrado como calcularlo usando sélo operaciones de derivacién,
divisién exacta y med. Estas operaciones no nos hicieron salir de R[z] lo que implica
que este producto puede ser calculado en R[x] y por un método eficiente més rapido.

En resumen, hemos calculado como un resultado intermediario el med(p(z), p’(x)),
que tiene los mismos factores multiples de p(x), pero con la potencia reducida en 1,
el mismo procedimiento que se aplicé a p(x) es ahora aplicado a med(p(z),p’(x)),
entonces estamos calculando todos los factores de med(p(x),p’(z)) de multiplicidad
uno, es decir los factores de p(x) de multiplicidad 2; y similaremente para los factores
de multiplicidad 3,...etc.

Esto es, por medio de célculos simples en R[x] podemos factorizar de la forma
[Ip(z)%, donde p(x); es el producto de todos los factores de p(x) de multiplicidad i.
En esta descomposicién de p(x), cada p(z); no tiene factores multiplos, y los p(z);
son relativamente primos. Esta descomposicién es conocida con el nombre de Libre
de cuadrados.

EJEMPLO 2.1. Sea el polinomio

p(z) = 22 #1221 456210 +1232°+ 11328 427 — 5925 —952° — 122247123 +1032% - 722+ 12.
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Calculamos el med(p(x),p'(z)).,
di(z) = 2° + 6t + 102> — T2 4 2
entonces,
q1(z) = 27 4+ 625 + 102° 4+ 3% 4+ 223 — 2% — 152+ 6
astenemos que,
hi(z) = 2* 4 22% — 2* + 32 — 3.

continuamos con el proceso anterior aplicado a dy(x)

d
da(z) = med(dy (), %dl(x)) =a2% 420 -1,
Y
dy () 3 2
= = 4 -2
g2() () x° 4+ 4dx* + 3z — 2,
de donde obtenemos
ho(z) =+ 2

Aqui calculamos

ds(z) = med(da(x), %(m)) =1,

ast que
ha(z) = dy(z) = 2° + 22 — 1.
Concluimos por lo tanto que la descomposicidon libre de cuadrados de p(x) es,

p(z) = (a* +22° — 27 + 32 — 3)(z + 2)%(2® + 22 — 1)

2.2. El Método de Berlekamp. El algoritmo de Berlekamp es un algoritmo
que aun se sigue usando en la factorizacién de polinomios sobre campos finitos, a
pesar de haber sido el primer algoritmo desarrollado, y es facil de entender.

El Método de Berlekamp usa el siguiente resultado de fundamental importancia

THEOREM 2.1. Sea f(z) € GF(q)[x] mdnico y h(x) € GF(q)[z] de tal modo
(h(z))? = h(z) modf (z). Entonces

(2.1) f@y="T] med(f(x),h(z)—c)

ceEGF(q)

Demostracion: Cada méximo comin divisor del lado derecho de (2.1) divide a
f(=).

Como los polinomios h(z) — ¢, ¢ € GF(q) son primos relativos, entonces son los
maximos comun divisores de éstos con f(x) también son primos relativos, por tanto
el producto de todos estos maximos comunes divisores dividen a f(z).
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Como se cumple 27 — 2 = z(z — 1)(z — 2)(x — 3) ... (x — (¢ — 1))modg se tiene la
identidad

ceEGF(q)

Como por hipétesis f(x) divide a h(x)? — h(z) , entonces f(x) divide el producto del
lado derecho, entonces f(z) divide el lado derecho del (2.1), por tanto son iguales. O

Ahora presentamos el algoritmo de Berlekamp.

Sea U(z) = upx™ + ... + w1z + up, un polinomio ménico con coeficientes en el
conjunto {0,1,2,...,p — 1}, usando aritmética médulo p, queremos expresar U(x) en
un producto de r polinomios irreducibles.

Asumimos que U(x) es libre de cuadrados, esto es, U(x) no tiene factores multi-
ples.

Por tanto como estamos en un Dominio de Factorizacién Unica7 suponemos que

U(z) = p1(z).p2(2)....pr ()

es el producto de factores relativamente primos y diferentes entre si.

Para descubrir los p;(z) conociendo sélo U(x), la idéa de Berlekamp ver[2] es
hacer uso del Teorema del Resto, que es valido tanto para polinomios como para
enteros.

Si (s1, S2, ..., $-) €s una r-upla de enteros médulo p, el Teorema del Resto implica
que existe un dnico V' (z) tal que,

V(z) = s1 méd p;(x)

V(z) = s2 mdd pa(x)
(2.2) =

V(z) = s, méd p,.(x)

donde,

6(V) < d(p1) +0(p2) + ... +6(pr) = 6(U).

El conocimiento del polinomio V(z) nos proporciona una forma de obtener los
factores de U(x).

Por ejemplo, sir =2y s1 # s2, med(U — (z), V(z) — s1) es divisible por p1(z) y
no por pa(x).

Observamos que es posible obtener informacién sobre los factores de U(z), par-
tiendo de soluciones apropiadas para el sistema anterior(2.2) asi:

En primer lugar se observa que V (z) satisface la condicién :

(2.3) { Vi(@)”

st =s;=V(z) méd p;(z)

4
J

V(z)P =V(z) (mdd U(x))

donde, 1 <j<red(V)<§U).
En segundo lugar tenemos la identidad polinomial bésica:

2 —x=(@x-0)(z—1)...(x—(p—1)) mébd p
luego se tiene:

(2.4) V()P = V() = V(2)(V(z) = 1)..(V(z) = (p = 1))



Si V(x) satisface (2.3), se sigue que U(z) divide el lado izquierdo de (2.4),(por
definicién de médulo); asi cada factor irreducible de U(z) debe dividir uno de los
p-factores primos del lado derecho de (2.4).

En otras palabras todas las soluciones de (2.3) deben tener la forma de (2.2), es
decir para algunos s1, g, ..., s, existen exactamente p” soluciones de (2.3).

Las soluciones V' (x) del sistema (2.3) son esenciales para la factorizacién de U(x).
Hasta puede parecer mas dificil hallar todas las soluciones para (2.3), que factorizar
U(z); pero ésto no es verdad, pues el conjunto de soluciones para (2.3) es cerrado
para la adicién. Y asi hemos probado (usando el Método de Knuth p.422)) el siguiente
resultado:

THEOREM 2.2 (El Teorema de Berlekamp). [1967] Las soluciones V(z) de
V(z)=s mdd pi(x)
V(z) =s2 méd pa(z)
V(z) =s, mdd p.(x)

son precisamente las soluciones de

donde, 1 < j<red(V)<sU).

Ya hemos dicho que las soluciones de (2.2) proveen informacién acerca de la
factorizacién de U(z), pero todavia tenemos el problema de encontrarlas, la idéa
bésica de Berlekamp es notar que la ecuacion

(2.5) V(z) =V(xz) méd U(z)

es una ecuacién lineal para los coeficientes de V().
En efecto:
Supongamos que, n es el grado de U(z), y el polinomio V (z) tiene la forma

V(z)=vp_12" '+ vz +vg = (Vo, 01, .., V1) -

Sabemos que se cumple

P
(V(2))P = V(2P) = vp_12P™ D 4. 12?4+ vg = (00,01, .+ -, V1) -

p(n=1)



Pero se tiene

2% = g 12" Q0™ ez qro méd U(x)
1
x
= (vq,Oa dk,1y-- -, Qq,n—l) .
n.fl

X

Denotamos por B la matriz de coeficientes de orden n x n:

40,0 qo,1 q0,n—1

n—-1,0 49n-11 --- Gn—-1n-1

Entonces se tiene que la ecuacién (2.5) puede escribirse de la siguiente manera

1 1
P P
(vo,v1,...,vn-1) B . = (V0, V1, -+ Vn—1) -
2p(n—1) 2P(n=1)

de donde, podemos calcular los coeficientes del polinomio V(z) al resolver el sistema
lineal

(Uo, V1, ...Unfl)B = ('Uo, V1, ...'Unfl)
Si v = (vg, v1,...Un—1), resolver el sistema anterior es equivalente a resolver el sistema
v(B-—1)=0

donde I = (5ij)an, es la matriz identidad.

Lo que significa que los coeficientes de V() estardn en el espacio nulo de la matriz
B — I, para resolver este sistema, usamos cualquier algoritmo del algebra lineal.

A continuacién presentamos el algoritmo de Berlekamp

2.2.1. El Algoritmo de Berlekamp. Bl.- Constatar que U(x) sea libre de
cuadrados.
B2.- Formar la Matriz B , con zP* = U(z)modp
B3.- Triangularizar la matriz B — I, hallando su rango r. Luego k=n-r= nimero de
vectores linealmente independientes del nucleo de B — I: v o2 . v[F tal que

V(B = 1) = (0,0, ...,0), 1<j<k

El primer vector siempre es (1,0,...0) y representa la solucién trivial v[!l(z) = 1 para
(2.3); k es el nimero de factores irreducibles de U(x).

Por tanto si r = 1, U(X) es irreducible y el procedimento termina.

B4.- Calcular

med(U(z), o2 (z) — 5) para 0<s<p
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donde vl?! (z), es el polinomio representado por v, el resultado serd una factorizacién
no trivial de U(z), pues v1?/(z) — s # 0 y tienen el grado menor que el grado de U (z).
Siempre y cuando V(z) satisfaga (2.3),

Si cuando usamos v[?(x) no separa U(z) en k-factores, los factores seguientes se
pueden obtener calculando

med(vV)(z) — 5, U(x)) para0 < s <p

y todos los factores de U(x) serdn encontrados, para j = 3,4,... hasta que los k
factores sean obtenidos.

Si escogemos s; # s; en (2.3), se obtiene la solucién V(z) para (2.4) que difer-
encia p;(z) de pj(z); algin v(z) — s serd divisible por p;(x) y no por p;(x), asiéste
procedimento hallard todos los factores de U(x).

2.2.2. Aplicacion del Algoritmo de Berlekamp. Veremos la aplicacién del
algoritmo anterior en el siguiente,

EJEMPLO 2.2. Sea f(z) = 2° — 92 + 323 + 22 — 22 + 8 € GF(31).

Para factorizar este polinomio iniciamos verificando si existen factores repetidos,
para eso debemos calcular el med(f(x), f'(z)), o sea med(z® — 9z* + 32 + 2% — 22 +
8,524 — 362 + 922 + 2z — 2) = 1(usando el algoritmo de Euclides). Por tanto f(z)
no tiene factores repetidos. Calculamos x4 méd f(x) para ¢ =31 y 0 <i < 4.

0x31 0—1q

x =z
a3 = 1:31 =11— 11z — 112? + 122% + 112"
2273 = 292 = 5 4 7x — 1422 — 102 — 42t
233 = 2% = 9 — 122 + 722 4+ 132° — 1124
eP3 = 2124 =10 4 2 + 323 + 112%.

Obteniendo as? la matriz b x 5

1 0 0 0 0
1 -11 —-11 12 11
-5 7 -14 -10 -4
-9 12 7 13 -11
10 1 0 3 11

y B — I esta dada por

0 0 0 0 0
11 -12 —-11 12 11
-5 7 =15 -10 -4
-9 12 7 12 11
10 1 0 3 10

Escalonamos la matriz B — 1 a fin de obtener el numero de filas no nulas, n = 4.
Sabiendo el valor de r = 4, podemos encontrar el numero de factores irreducibles y
monicos, distintos de f € GF(31), k =n—r = 1. Como k = 1, eso indica que el
espacio nulo de B — I tiene dimension 1, entonces el polinomio es irreducible sobre
GF(31).

Ejemplo
Factorizar:

U(z) = 2® + 2° + 102* + 102° + 82 + 22 +8 mdd 13.



Usando el algoritmo de Euclides tenemos:
med(U(z),U'(z)) =1

Por tanto U(z) es libre de cuadrados, no tiene factores repetidos, y satisface la primera
parte(B1) del Algoritmo de Berlekamp.

En B2 formamos la matriz B de orden 8 x 8. Podemos obtener las filas de B
dando solucién para:

¥ méd U(x)
¥ méd U(z)
z?¢ méd U(z)

2% méd U(z)

y asf hallamos la matriz B.
En el paso B3. obtenemos el rango r = 5 de la matriz A = B—1, y luego k = 8—5
es el nimero de vectores linealmente independientes:v!!!| ..., vl tal que,

oA =0l = =g = (0, ...,0),

entonces U(x) debe tener exactamente 3 factores irreducibles:

ol = (1,0,...,0)
v =(0,5,5,0,9,5,1,0)
ol = (0,9,11,9,10,12,0,1)

En el paso B4 , al calcular mcd(U(x),v/?(z) — s), para 0 < s < 13, obtenemos para:

s=2 —ad4+82+4x+12
s=0 —2°+52*+92°+52+5

Por tanto con v[? obtengo sélo dos de los tres factores.(para los otros valores de s,
tengo solamente uno).
Entonces ahora usamos el tercer vector y hacemos el mismo procedimiento. De

med(vP — s, 2% + 52t + 923 + 5z + 5)
obtenemos,

s=6 —a*4+22+32+45+6
s=8 —x+3

Por lo tanto

Ulx) = H med(V(X)—s,U(z)) = (24223 4+ 322 + 42 +6) (2° + 82° +- 42+ 12) (2 + 3)
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3. El Método de Cantor-Zassenhaus. En esta seccién presentamos el méto-
do de Cantor-Zassenhaus y sus algoritmos computacionales que permiten factorizar
polinomios sobre campos finitos. Cantor y Zassenhaaus introdujeron un nuevo al-
goritmo probabilistico, capaz de hallar soluciones de ecuaciones polinomiales sobre
cualquier campo finito.

Este método factoriza un polinomio en otros polinomios de diferente grado y
después factoriza cada uno de ellos en polinomios irreducibles del mismo grado. El
algoritmo puede ser implementado en un tiempo promedio de ejecucién de O(n2q)
operaciones en GF(q).

Suponga que F = GF(p) es un campo finito de caracteristica p, con ¢ = p?
elementos. Un punto fundamental en la computacién es hallar los factores irreducibles
de un polinomio monico.

=2" +a, 12" 4 ...+ ax+ag € Flz] = GF(p)[z].

con a, = 1.
Para encontrar una factorizacién de un polinomio f(z) sobre un campo finito
usando el método de Cantor-Zassenhaus debemos seguir los siguientes pasos:

3.1. Algoritmo de Cantor Zasshenhaus. ALGORITMO 3.1 (ACZ).

ACZ1.-

Verificar si f no tiene factores repetidos,

es monico y f(0) # 0.
ACZ2.-

factorizar f en un producto:

f(z) =11, hi(z), donde hi(x) contiene

solo factores irreducibles de grado i o multiplo de i.
ACZS.-

factorizar cada h;(xz) en factores irreducibles.

La factorizacién del Paso [ACZ2] debe ser realizada usando el algoritmo de fac-
torizacién de grado diferente [NDDF].

La factorizacién del paso [ACZ3| se realiza usando el algoritmo de grado Uni-
forme[FGU]J.

3.2. El Algoritmo de Factorizacion de grado diferente. En este algoritmo
procuramos descomponer a f(z) en h;(z) o sea f(x) = hq(z)...h;(x), donde cada h;(x)
representa el producto de m factores irreducibles pertenecientes a GF(q) de grado i.

Como sabemos h;(x) es el producto de todos los polinomios ménicos irreducibles
de grado ¢ sobre GF(q).

Por el teorema: ¢ada campo finito y cada k € N el producto de todos los polinomios
moénicos irreducibles sobre el GF(q) cuyo grado divide a i, es igual a 29 —x,”, entonces
debemos tener h;(r) = 29 — z. Si calculamos el mcd(f(z),z? — x) obtendremos
solamente los factores de f, que son precisamente los h;(z).

Para encontrarlos comenzamos esta factorizaciéon escogiendo ¢ = 1 y calculando
la ecuacién 9 méd f(x); el polinomio resultante serd denominado 7 (x).

Luego calculamos hj(x) mediante el med(f(x),r(z) — ).

Si hi(z) = f(x), el algoritmo de factorizacién de grado diferente termina, pues ya
descubrimos todo el conjunto de h;(z) que factoriza a f(z).
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En caso contrario tomamos ¢ = i+ 1 y encontramos el nuevo f(z) que es obtenido
dividiendo f(z) por hi(z).

Verificamos si este f(z) tiene grado menor que 2i; en caso de que lo tenga el
algoritmo acaba, y f(x) pasa a ser parte del conjunto de los h;(z). Pero si 2i <
gradof(x), calculamos un nuevo r(x).

Como vimos anteriormente para encontrar r(z) debemos calcular z9 modf (),
pero dependiendo del campo en el cual se esta trabajando se vuelve muy arduo, por
eso podemos usar otra alternativa para encontrar r(z).

Para esto suponga que

ri—1(z) = b1z '+ bz + bo
un polinomio de GF(¢)[z], y por tanto se cumple
ri(@) = (ric1(2))? = bp_129™™ D 4 4+ bya? + by,
Si precalculamos los valores
Bi(x) = x"%modf(x), para i=0,..,n—1

y almacenamos los coeficiente B; como la iésima fila de la matriz B de orden n X n,
y tendremos que r;(x) = r;_1(x)B, o sea, debemos multiplicar (z) por la matriz B
y el vector resultante serd el nuevo r(z).

Y asf repetimos el algoritmo hasta obtener el grado de f(x) < 2i o en otro caso
hia) = f(@).

El algoritmo de Factorizacién de grado diferente NDDF' construye la matriz B
como el algoritmo de Berlekamp y puede ser descrito de la siguiente manera.

ALGORITMO 3.2 (NDDF).

NDDF1.-

Hacer i + 1;

r(x) < z9 méd f(z)
NDDF2.-

Calcular h; < med(f(z),r(x) — ),
NDDFS3.-

Si hi(z) = f(x), entonces termina;

de otra manera f(x) < ,i:((?y y i+ i+1
NDDF}.-

Si2i > grad (f(z)), entonces hyrqaq(s) < f(x) y termina;
de otra manera, r(x) < r(z).B luego ir al paso 2.

3.3. El Algoritmo de Factorizacién de Grado Uniforme. Después de haber
encontrado el conjunto de los h;(z) que factorizan a f(x), la tarea siguiente es encon-
trar los n factores irreducibles que componen cada h;(z) para eso usamos el algoritmo
de grado uniforme, que tiene el siguiente procedimiento.

Se escoge de manera aleatoria un polinomio ¢(x) en GF(q)[z] de grado menor que
2i — 1 y calculamos el nuevo t(x) a través del cdlculo de

i_q

(t(x)) = modh;(z).

La probabilidad de que el polinomio ¢(z) sea un separador es igual a 1/2, podemos
ver la prueba en [6].
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Ahora calculamos g(x) hallando el med(h;(x),t(xz)—1). Al obtener la factorizacién
de los h;(x), encontramos la factorizacién de f(x).

El algoritmo de Factorizacién de Grado Uniforme sigue los siguientes pasos:

AvrcoriT™mo 3.3 (FGU).

FGU1.- Escoger aleatoriamente t(x) en GF(q)[x] de grado menor que 2i — 1.

i—1
FGU2.- Calculamos el nuevo t(z) a través del calculo de (t(z))*= méd h;(x).
FGUS3.- Calculamos g(x) a través del cdlculo mde(h;(z),t(x) —1).

3.3.1. Aplicacién del Algoritmo de Cantor Zassenhaus . Sea el polinomio
sobre GF(11)
f(z) =427 4+ 525 + 2° + 42t + 32° 4 422 — 4

Para factorizar este polinomio debemos verificar primeramente que sea libre de cuadra-
dos, es decir que no tenga factores repetidos, para eso calculamos el

mde(f(z), f'(x)) = mde(da” + 52° + 2° + 4o + 32° + 42 — 4,
2820 4 302° + 162 + 922 + 8x)
=1

Por tanto f(x)no tiene factores repetidos.
Formamos la Matriz B, calculando z*¢ mdéd f(x) donde 0 <i<n —1

0 0 0 0 0 0 0
-5 -3 -5 2 3 3 -1
-1 -3 -2 5 2 -1 -1
B = 1 -4 0 3 2 -4 -5
-1 -5 -4 5 7 2

0
-5 2 4 -2 -5 -3 4
3 3 0 4 4 3 1

Tomamos i = 1 y calculamos 71(z) = z''modf(z). Entonces ri(zr) = —5zb —
3z° — bt + 223 + 322 + 3z — 1.
Obtenemos hj(x) calculando el

i) = med( ). ra (@) = )

= med(4x” + 525 + 25 + 4 + 323 + 42% — 4,
—5a% — 32° — 52t + 203 + 322 + 32 — 1 — 1)

=2+ 22+ 32— 1.

Como hq(z) no es igual a f(x) calculamos un nuevo f(z), por
_ f@)

_4x7+5x6+x5+4x4+3x3+4x2—4
N x> +22+3x+5
=da* + 22— 2>+ 42 -3
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El préximo i = 2, verificamos si 2 es mayor que el grado de f(z), como no lo
es,pues 4 no es mayor que 4, continuamos la factorizacién encontrando un nuevo r(x),
oseary(z)=ri(z).B=x

El ha(z) obtenido a través del calculo del med(4a* + 23 — 22 + 4o — 3,2 — x) =
4ot + 23 — 2% + 42 — 3.

Por tanto ho(z) = 42t + 23 — 22 + 42 — 3. como es igual a f(z) el algoritmo de
factorizacién de grado diferente termina.

Nuestra tarea es ahora factorizar los h;(z) encontrados.

Sabemos de antemano que f(z) tiene 3 factores irreducibles de grado 1 y dos
factores irreducibles de grado 2.

Comenzaremos encontrando la factorizacién de hi(x). Para eso escogemos aleato-
1
riamente un polinomio #(z) = z + 1 € GF(11) y calculamos el nuevo (t(z)) =z =

(x4 1)5.
Haciendo (z +1)® méd hy(z) obtenemos % + 9x + 8.

g(x) =mde(ax® + 2* + 3z +5,2° +92+8 - 1) =2+ 3

Como sabemos que la factorizacién de f(z) tiene tres factores de grado 1, vamos
ha repetir el proceso, escogiendo aleatoriamente otro polinomio ¢(z), ahora t(z) =
x+3 € GF(11).

Calculamos el nuevo t(z)a través del célculo de

11l -1

(t(z)" 7 = (z+3)"

Haciendo (z + 3)®modh; (x) obtenemos 722 + 6z + 10.
g(x) = med(x® + 2* + 32+ 5,72 + 62+ 10) =z +5

Como ya encontramos dos factores irreducibles de grado 1. Para encontrar el
tercero basta dividir h(z) por el producto de los dos factores ya encontrados mod11.
Encontraremos el otro factor que es x + 4.

El paso siguiente es ahora factorizar hs(x), para eso escogemos aleatorimente el
2 1

polinomio ¢(z) =+ 1 € GF(11)y calculamos el nuevo t(z) a través de (t(z)) Rl
(z +1)%.
Haciendo (z + 1)%° méd hy(x) obtenemos 323 — 322 — z + 1.

g(x) = med(4a* + 2® — 2% + 4w — 3,32% — 322 —x) =2® —2 — 4.

Como existen dos factores irreducibles de grado dos y ya encontramos uno, di-
vidimos ha(x) por g(x) y asi obtenemos el otro factor que es 4z2 + 5x + 20.
Por tanto la factorizacién de f(z)es

f(z) = (x + 1) (z + 3)(42® + 5z + 20) (2 — z — 4).

3.3.2. Costo del Algortimo. El mayor costo del algoritmo esta en el paso 2,
en general para elevar 7;(x) a una potencia grande se usa el método binario [2] (el
método binario para p™ con p primo y aritmética modular es éptimo).

El nimero de multiplicaciones médulo f(x) es de orden : (Ing)?.

A continuacién presentamos un ejemplo basado en un programa computacional
hecho en MAPLE, es el mismo ejemplo dado para Berlekamp.
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EJEMPLO 3.1. Sea

(méd 13)

2+ 2% +102* + 1023 + 822 + 22 + 8

f(x)
Aplicando el algoritmo NDDF tenemos

> nddf (pol,13);

11

7 11 10 12 5

1

11

11
11

12

11

10

[13:3:2

11432 +222 462> +102* +122° +92°

11

7 11 10 12 5

1

11

11

12

11

10

11

[1 z 2?2

2410z +522+122% + 1224 + 728 + 427
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[ +3,1,25 + 822 +4a+ 12,2 +22% + 32> + 4 + 6]

f ha sido descompuesto en un producto de factores, donde todos los subfactores
tienen el mismo grado. Ahora analizamos como descomponer estos s factores,
x + 3 debe tener factores de grado 1,
2% 4 822 + 4z + 12 debe tener factores de grado 3,
xt + 223 + 322 + 42 + 6 debe tener factores de grado 4.
En este caso, cada uno de los factores es irreducible y por tanto no sera necesario
usar el algoritmo de grado uniforme.
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