SHADOWING PARA APROXIMAR LA SOLUCION DE
PROBLEMAS PARABOLICOS SEMILINEALES PARA INTERVALOS
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Resumen. Se presenta un resultado de shadowing para un problema de evolucién pa-
rabdlico no auténomo. Utilizando el método de Fuler hacia atras se demuestra que bajo
ciertas hipétesis de regularidad se puede aproximar usando shadowing la solucién de un
problema de la forma

u'(t) = A(t)u(t) + f(t),

donde A(t) es el generador de un semigrupo analitico sobre un espacio de Banach.
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1. Introduccién. Existe una gran cantidad de referencias bibliograficas que
muestran la amplia variedad de aplicaciones que son modeladas por sistemas de ecua-
ciones parabdlicos no lineales de la forma,

ou .

(1.1) pri div(D(x,u)Vu) + f(z,u), (x,t) € AXR

donde €2 es un dominio en R", u = (uy, ug, ..., Uy,) € R™, D(x,u) una matriz definida
positiva y f una funcién cinética de R™ x R™ en R™ . La variable u usualmente
denota cantidades como densidad de poblacién biolégica en ecologia, concentraciones
de sustancias en reacciones quimicas o las concentraciones y la temperatura en las
reacciones, por ejemplo para el caso de mixing molecular, el sistema (1.1) debe ser
acoplado con las ecuaciones de conservacién de masa y las ecuaciones de Navier-Stokes,
ver [2], [3], [10], [14], [17].

Como una ilustracién de la importancia de los sistemas de ecuaciones de la forma
(1.1), se tiene el sistema propuesto en 1952 por A.L. Hodgkin e A.F. Huxley, que
describe la transmision de impulsos eléctricos a través del nervio axoén, el cual tiene
la forma:

(1.2) % —di (?;xu; = —g1(u1, uz, u3, ua)
(1.3) % - dz% = k1(u1)(h1(u1) — uz)
(14) Ps 3, T kour)(hafur) - us)
(15) 1 0, T8 o) () — )

donde u = (uy, ug, uz,ug) : QxR — R con Q = (0,L), g1(u) = —y1uz3uz(61—u1)—
72U44((52—U1)—’}/3(53—U1); 01 > 03 > 0> . Ademas k; > 0,0< h; < 1,di >0, 1=

*Este trabajo fue financiado parcialmente por la Universidad Nacional de Trujillo, con los recursos
del Fondo Especial de Desarrollo Universitario (FEDU).
**Departamento de Mateméticas, Universidad Nacional de Trujillo (ulices@unitru.edu.pe).,
***Universidad Nacional de Trujillo (omararagones@yahoo.com).
****Universidad Nacional de Trujillo(rfrod@hotmail.com) .

1



2 U Zavaleta, N Aragonés, R Rodriguez

1,2, 3. En este modelo, u; representa el potencial eléctrico en el nervio y us, ug, uqg >
0 denotan las concentraciones quimicas. Smoller [14] y Temam [17] demuestran la
existencia de una regién invariante para éste sistema. Observe que el operador lineal
A, en el sistema (1.2), es independiente del tiempo, A = diag(dy, ..., dy)

Por otro lado, es ampliamente conocido que en general, no es posible hallar la
solucién exacta para problemas de la forma (1.1), por lo que se recurre a métodos
numéricos para aproximarla. No obstante la existencia de eficientes métodos numeéri-
cos, que permiten aproximar la solucién, dependiendo de la naturaleza particular del
problema, por ejemplo para sistemas de ecuaciones que modelan mixing molecular,
ellos no dan resultados éptimos para tiempos grandes, pues el incremento del inter-
valo de tiempo origina el crecimiento exponencial del error numérico, lo que significa
que una verdadera trayectoria, en general, no es uniformemente aproximada por una
trayectoria numérica que tiene la misma condicién inicial que el problema original.
Ver [4].

En este trabajo, se pretende realizar un estudio del problema parabdlico de la
forma:

(1.6) u'(t)= A(t)u(t) + f(t)
(1.7) u(0)= ug

donde w : [0,T] — X y f :[0,7] — X, con X un espacio de Banach complejo y
A(t) : X — X un operador lineal dependiente del tiempo.

Uno de los métodos que permite aproximar la verdadera solucién por una trayec-
toria numérica es el método de shadowing, el cual aproxima la solucién utilizando una
condicion inicial diferente y reduciendo considerablemente la acumulacion del error
numérico, ver [13] y [8]. Para pequeiios intervalos de tiempo, Gonzalez y Palencia [5],
presentan resultados 6ptimos utilizando el método de Runge-Kutta, sin embargo para
intervalos de tiempo grandes la convergencia tiende a quebrarse debido al crecimiento
exponencial de la acumulacién de errores .

Teniendo en cuenta que para los casos en los que es posible separar las componen-
tes estables e inestable de un problema parabdlico, shadowing es una alternativa para
estimar errores numeéricos para intervalos de tiempo grandes, motivados por el trabajo
[11], asumiendo condiciones para el operador A(t) se pretende mostrar la existencia
de solucién para el problema continuo (1.6)-(1.7) y, usando el método de Euler hacia
atras, obtener una solucién numérica del problema de valor inicial (1.6)-(1.7) que es
shadowed (sombreado) por una verdadera trayectoria de (1.6).

Larson y Pilyugin [9] utilizando shadowing obtienen resultados para intervalos
de tiempo largos en una vecindad del atractor global de un problema semilineal pa-
rabdlico en una variable, demostrando para cualquier trayectoria calculada cerca del
atractor, la existencia de una sombra (shadows) con una trayectoria con estimado de
error uniforme en el tiempo.

Tanabe [16] usando la teorfa de semigrupos analiticos demuestra la existencia
de una solucién fundamental para el problema (1.6), y Osterman - Palencia, [11],
asumiendo hipdtesis similares a las que introduce Tanabe, lo cual detallaremos en
este trabajo, demuestran la existencia de una tunica solucién débil para el problema.
En base a ello, usando el método de Euler hacia atréds, se mostrara que es posible la
existencia de una solucién numérica que es shadows de la verdadera solucién de (1.6)-
(1.7) para intervalos de tiempo grandes. En este trabajo se presentan los principales
resultados del articulo [11] obtenidos por Ostermann-Palencia.
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2. Resultados. Sean X un espacio de Banach, u : [0,7] — X la solucién del
problema parabdlico de valor inicial

du

(2.1) = AW + (),

Utilizando el el método de Euler hacia atrds con 0 < h < H se genera una sucesion
(un), n=10,1,2..., N en XN*! definida de la siguiente manera:

(23) Up41 = Tpup + thf(t”_;,_l), 0<n<N-1

donde N se escoge de tal manera que Nh < T. Considerando una posible reduccién
de T', siempre se puede asumir que Nh =1T.

El resultado principal del trabajo es el siguiente:

TEOREMA 2.1. Suponga que son validas las condiciones (3.5), (3.7), (3.8) y (3.9),
y ademds se verifica que f es de clase C? sobre [0,T] y la aplicacién A0, T| — yL(X)!
tal que

(2.4) T(t) = A(t)A(0) !

es de clase C?

Siu e C?([0,T],X) es la solucién del problema de valor inicial (2.1) - (2.2), y
(un)N_q es la aprozimacion numérica utilizando el método de Euler hacia atrds (2.3)
con tamano de paso h tal que 0 < h < H, entonces para H y méxo<;j<2 A;j(T,0) sufi-
cientemente pequeno, existe una constante C' y una nueva solucion w € C2([0,T], X)
del problema (2.1) - (2.2) tal que

(2.5) omx, lw(t,) — unl| < ChO

T
© = i [ O]+ QT + gwits 179N+ [ s 179 (s)lds

donde C' es una constante positiva que depende sélo de m, ¢, w, p y K pero no de T.
3. Anadlisis y Discusion.

3.1. Definiciones. En esta parte se presentan algunas definiciones a las que
se hace referencia en la discusion de los resultados, para los detalles y propiedades
consultar, por ejemplo, Dautray - Lions [1], Henry [7], Pazy [12] y [16], entre otros.

3.1.1. Semigrupo Analitico. DEFINICION 3.1. Sean X un espacio de Banach
complejo y

A={zeC: ¢ <argz <2, v1 <0< ps}.

Una familia {G(2)},cA de elementos G(z) € L(X) es un semigrupo en X analitico
en A, si

(i) G(0) =1, G(z1 + 2z2) = G(21)G(22) para cada z1, 22 € A,

(#) lim,_s0zen ||G(2)u — ul] = 0 para todo u € X.

L£(X) denota el espacio de operadores lineales y acotados sobre el espacio de Banach X



4 U Zavaleta, N Aragonés, R Rodriguez

(#ii) Para cada v € X, la aplicacion z € A\ {0} — G(2)u € X es analitica para
cada u € X.

Un semigrupo {G(t)},~ es analitico si es analitico en algiin sector A que contenga
el eje real no negativo. Para las propiedades sobre semigrupos y condiciones bajo las
cuales un semigrupo fuertemente continuo se puede extender a un semigrupo analitico,
ver [1], [12] y [16]. La restriccién de un semigrupo analitico al eje real es un semigrupo
fuertemente continuo.

DEFINICION 3.2. Si X es un espacio de Banach y {T}},~, un semigrupo analitico
sobre X, el generador (infinitesimal) de {G4},~, es el operador lineal A tal que

T(t)u—
Au = lm ||M
t—0+ t

I

cuyo dominio es el conjunto de todos los elementos u € X para los cuales existe el
limite. La notacién G(t) = !4 indica que A es el generador del semigrupo analitico
{G¢},>¢- El siguiente resultado establece que si A es un operador sectorial, entonces
—A es el generador de un semigrupo analitico, para la prueba ver por ejemplo [12] y
[7]. Por ejemplo, si

Au(z) = —Au(x),

conz € QC R", uec CZQ)y Ala clausura en LP(Q) de A|CS(Q), para 1 < p < oo,
entonces A es un operador sectorial sobre X si su conjunto resolvente estd en el
semiplano izquierdo, y si esto se cumple entonces —A es el generador de un semigrupo
analitico. Ver [7]

3.1.2. Ecuaciones parabdlicas. Considere el problema de valor inicial

d

(3.1) diz =AM+ f(t), t<0<T
(3.2) u(0) = ug
donde el operador A depende de t. Se asume que para cada t A(t) genera un semigrupo.
Considere los siguientes operadores W (t, s):

1. W (t, s) es una funcién fuertemente continua sobre 0 < s < ¢t < T, y toma

valores en L(X).
2. W(t,r)W(r,s) =U(t,s) para0 < s <r <t <T
3. W(s,s) =1 para cada s € [0,T]

)
4 W(ts) = ADW(t,s)

0
5. 8—W(t, s) = —W(t,s)A(t)
s
La funcién de valor operador W(t,s) se llama solucién fundamental de (3.1)-(3.2).

Cuando la solucién fundamental existe, la solucién de (3.1)-(3.2) se escribe en la
forma

ult, s) = W (t, 0)up + / Wt 5)/(s).

y es llamada solucién débil.

DEFINICION 3.3. Una ecuacion de la forma (3.1) se dice que es parabdlica si A(t)
para cada t € [0,T) genera un semigrupo analitico.

Para la existencia y unicidad de la solucion de éste tipo de problemas ver, por

ejemplo, [12] y [16].
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3.1.3. Método de Euler. En general, los métodos numéricos para resolver pro-
blemas de la forma (3.1)-(3.2) se basan en la discretizacién de la variable independiente
t (tiempo o espacio) sustituyendo el intervalo [0, 7] por una malla finita de N+1 pun-
tosomnodos ty, k =1,..., N+1, en los que se obtiene la solucién de modo aproximado.
La distancia entre dos nodos consecutivos de la malla hy = tx41 — ¢ se denomina pa-
so. El objetivo es definir una estrategia que nos permita producir una sucesién z; con
k=1,...,N que aproxime a la solucién exacta u(t) en los puntos t; de la malla. A esa
sucesion se le llama solucién numérica del problema (3.1)-(3.2). El método de Euler
es el mas simple de todos los métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferencia-
les, y para aproximar la solucién del problema de la forma (3.1)-(3.2) utilizaremos el
método de Euler hacia atrds (“backward Euler”) que es el método numérico implicito
mas simple. Ver por ejemplo [15].

3.1.4. Shadowing.

La idea central de ”shadowing” es la comparacién de la solucién numérica con
una verdadera trayectoria, la cual verifica una condicién inicial diferente, ver [6], [13],
y [15].

DEFINICION 3.4. Sea X un espacio de Banach y S una aplicacién sobre X.

1. La sucesion (a:n)iv:k es una orbita de S $i xp11 = S(xy). Es decir,

Ty = S”*k(xk)

para k <n < N. Se admite que k puede ser —oco y N = oco.
2. La sucesion (yn)f:,C es una d-pseudo-orbita u orbita con ruido para S, si

sup |[yns1 — Syn)| < 0.
k<n<N

En este trabajo una drbita es una sucesion discreta de puntos, una solucién es
una curva continua y una trayectoria serda una o6rbita o una solucién, segin el con-
texto en que se le utilice. El prefijo pseudo indicard una orbita aproximada o solucién
aproximada.

DEFINICION 3.5. El error entre el paso n y el paso n + 1 de la pseudo-drbita
(yn)nN:k es dada por €n+1 = Yn+1 — S(yn)

DEFINICION 3.6. Una trayectoria (ezacta) (a:n)g:k e-shadows una pseudo-trayectoria

N .
(Yn) s S0 SUPp<n<N yn — zn|| < e.

3.2. Resultados basicos . Sea X un espacio de Banach complejo con la norma
IIll, w: [0,T] — X y consideremos el problema parabdlico lineal no auténomo, que
tiene la forma:

(3.3) u'(t) = A(t)u(t) + f(t), 0<t<T

(3.4) u(0) = ug

donde A(t) es un operador lineal cerrado con dominio denso en X’ que genera un semi-
grupo analitico sobre X'. En este contexto, denotando por B={( € C: | — (w + p)| < p},

yS={eC:|arg(—w—&)|} < ¢ se asumiran las siguientes hipdtesis.
(H1) Existen constantes M > 1, p>0,w >0,y 0 < ¢ < 7/2 tal que

(3.5) HE—A@) ™" |l <

M
ara e (BU®S)¢
g P el )
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uniformemente en ¢ € [0, 7], donde (BUS)¢ denota el complemento de BU.S,
con B la bola abierta B = {{ € C:|{ —(w+p)|<p} y S el sector S =
{£€C:|arg(—w — &)| < ¢} en el semiplano Ref < —w.

Observacién 3.7. Los problemas de la forma u/'(7) = A(t)u(r) + f(7) son
uniformemente parabdlicos. Si {eTA(t))}DO es el semigrupo generado por
A(t), entonces -

(3.6) e A® | < Ce@ 207+ e [0, 00)

donde C' es una constate que no depende de T.

(H2) La parte del espectro de A(t) que estd B estd constituido por un nimero
finito de autovalores de multiplicidad finita.

(H3) Eldominio D de A(t) es independiente de t, y la aplicacién A : [0,T] — L(X)
tal que

(3.7) A(t) = A(t)A(0)~!

es de variacién acotada.
(H4) Si A(t,s) es la variacién total de la aplicacién A sobre [s,t], con respecto a la
norma del operador, entonces se verifica la condiciéon de Lipschitz

(3.8) IA(t, )| < Ct—s|”,

para algin « € (0, 1]
(H5) Existe una constante K tal que

(3.9) |A0)A(s) || < K,
para s € [0, 7]

De (3.5) y (3.9) se sigue que

M)M +1)

(310)  [(C—AM) " —(C-A() <K T+ ¢

Alt s),
para0 < s<t<Ty (e (BUS)".
Observacion 3.8.
1. Considerando B y S como en (3.5) se define las proyecciones espectrales Q y
P sobre B y S, respectivamente, de la sgte. manera:

(3.11) Q) = - /BB@—A(t))*ds, y

- 211

(3.12) P(t) =1-Q(t)

donde OB denota la frontera de B orientada positivamente.
2. Las proyecciones espectrales P y @ descomponen el espacio X en la suma
directa

X = X(t) ® Xa(h),

donde X1(t) = Im P(t) y Xa(t) = Im Q(t) son subespacios.
3. De la hipdtesis H2 se tiene que Xo(t) es un subespacio de dimension finita.
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4. De la desigualdad (3.5) se sigue P y @ son acotados y esta acotacidn es
independiente de t. Por ejemplo,

(313) 1RO =I5 [ (¢=au)™acl

(314) < [ - Aw) g
0B

o19 TR

3.3. Problema de valor a la frontera. Sea X un espacio de Banach con
norma ||.|| y N € N. Para cada n tal que 0 < n < N considere las proyecciones P, y

n=1— P, sobre X,y
X, =Im(P,), Y, =1Im(Qy).
Suponga ademads que para todo n, existe una constante c tal que
(3.16) [1Pall <e, gy l@nll <,
y el espacio de Banach X tiene la descomposicién?
X=X,9Y,=2X,xY,
Si,
X=Xox X1 x...xXyn, y Y=Yy, x¥; x...xYyp,
entonces dado (z,y) € X x Y, se tiene que (z,y) = (2,), n = 0,1,...,N, con z, €

ANTL Yy Pozn, Qnzn = Yn-
Considere, sobre el espacio X, la familia de operadores lineales y acotados {T,,},

n = 0,1,...,N;, y asuma que existe una sucesién de ndmeros positivos (p,), n =
1,2..., N y una constante positiva C tales que
(3'17) ”PnJrlTnQn” < Pnt1
(3.18) 1Qni1TnPrll < pny1
i—1
(3.19) IT[PTiP <€, 0<j<i<N.

1=j

Suponga ademas que los operadores

(3.20) Qi+1T1Q; : Y, — Y41, son isomorfismos 0<I[I<N -1
y que

J—1
(3.21) IT] @T) ' <C 0<i<j<N.

=i

2Tas normas en X, ® Y, son uniformemente equivalentes.
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Finalmente, también asumamos que existe una constante v < 1 tal que

1—1 1—1
(322) ijﬂ” H H+1npl|| <, i:132a"'aNa
=0 1=j+1
N-1 i
(323) Z pj—l”H(Ql-‘rlj—‘lQl)_l || <7 i= 1a27"'aN_17
j=1 I=i

Teniendo en cuenta las condiciones (3.17) - (3.23), se tiene el siguiente Teorema.

TEOREMA 3.9. Sea (z,)N_; una sucesion arbitraria en Z, ( € Im(Py) y n €
Im(Qn). Si se verifican las condiciones (3.16) y (3.17)-(53.23), entonces el problema
lineal discreto de valor a la frontera

(3.24) Wpt1 = TpWpn + 2p+1, n=0,1,...,N—1,
(3.25) Powo = ¢, Qnwy =1
tiene una Unica solucion (wy,) en XN paran=0,1,...,N. Ademds, la solucién es

acotada y satisface

. < —
(3.26) i un (ncn QLD |zn||>
donde la constante C es independiente de N y solo depende de las constantes en
(3.16), (3.19) y (3.21). El Teorema 3.9 permite obtener el resultado de shadowing
para el problema parabdlico de valor inicial (1.6)-(1.7). Para su demostracion, como
ya hemos indicado anteriormente, ver [11].

3.4. Problema continuo. Considere el problema de valor a la frontera

(3.27) w'(t) = A(tyw(t) + f(t), te(0,T)
(3.28) P(0)w(0) = uo, Q(T)w(T)=vr

La prueba del resultado que establece las condiciones bajo las cuales el problema
de valor a la frontera (3.27)-(3.28) tiene una tnica solucién se basa en los Lemas
siguientes, cuya prueba puede verse en [11]

LEMA 3.10. Suponga que se satisfacen las condiciones (3.5), (3.7), (3.8) y (3.9).
Entonces ezisten constantes positivas Cy, C1 y H, que dependen sélo de M, ¢, w, y
K, tales que para 0 < h < H se tiene que

(3:29) 1P (tn4) T3 Q(tn) | < CoXbng, e 200,
(3.30) 1Q(tn41) Ty P(tn)|| < CiXtnia, tne™ ",

i—1
3.31 P(ti1 T}LP ) < Cleco)\(ti’tj)_(ti_tj)w, ) < 1
( +1)41 J

1=j

donde los operadores Q(t;11)TQ(t) : Y (t;) — Y (t;41) son inversibles, y

(3.32) H]_[ () TEQ(H)) ' | < Creltato=(ti—t)e <
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LEMA 3.11. Suponga que se satisfacen las condiciones (3.5), (3.7), (3.8) y (3.9).
Entonces

j—1
(3.33) [[e" — Wty ti),  sih— 07,

=i

uniformemente para 0 < t; <t; < T y uniformemente sobre subconjuntos compactos
de X.

TEOREMA 3.12. Suponga que se satisfacen las condiciones (3.5), (3.7) y (3.8).
Entonces existen constantes positivas C1 y Cy que dependen sélo de M, ¢, Q, p y
K, tales que si \(T,0) < Cy, entonces el problema de valor a la frontera (3.27)-
(3.28) tiene una unica solucion débil w € C([0,T],X) para cualquier ug € X1(0),
vp € Xo(T) y f € C([0,T], X). Ademds

T
3.34 A ] <C d
(3:34) mix ()] < <||u0|| +lerll+ [ 17 )
Demostracion.
EXISTENCIA:
Dado cualquier N entero positivo, defina el tamano de paso h como h = % Entonces
los correspondientes puntos de la malla seran t,, = nh. Esto permite obtener los

operadores de evolucién
(3.35) Th = At p=0,1,...,N-1

Teniendo en cuenta los operadores de evolucién (3.35) considere para cada n =
0,1,...N — 1 el problema de valor a la frontera

tnt1

(3.36)  wl., =Trw+ W(tng1,8)f(s)ds, n=0,1,...,N—1,

tn

(3.37) PO)ywh =ug, Q(T)wh = vr,
donde W (t, s) denota el operador de evolucién correspondiente al problema homogéneo
w'(t) = A(t)w(t).

Para hallar la solucién del problema (3.36)- (3.37) se aplica el Teorema 3.9 con P, =
P(t) y Qu=Q(t).

Por un Lema 3.10 se tiene que las condiciones necesarias (3.17)-(3.21) que se
asumen en el teorema (3.9) se satisfacen para h suficientemente pequeno, y las condi-
ciones (3.22) y (3.23) se satisfacen para A\(T,0) también suficientemente pequeio.

Por lo tanto, por el Teorema 3.9, existen constantes H y A tales que para 0 < h <
H y MT,0) < A el problema (3.36)- (3.37) tiene una tinica solucién que satisface la
desigualdad:

0<n<N

T
(3.38) méx [uwyll < C (uOI + oz +/0 ||f(8)d8> :

Para h € (0, H] denote por wy, € C ([0,T], X) la parte interpolante lineal con valores
nodales wy, (t,) = wﬁ, paran = 0,1,..., N. Entonces, resolviendo recursivamente el
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problema (3.36) se obtiene:

wh(tl) = wh(O)
wh (t2) = Tg'wp(0)

wn(te) =TT wn0) + 7 [ Wit 5)1(s)ds
TO1

En general, se obtiene que

n—1 n—1 tit1
(3.39)  wp(t,) <HTl > WO+ | I o W (tj1,s)f(s)ds

j=0 \I=j+1 ti

Por el Lema 3.11, la ecuacién 3.39 también puede escribirse en la forma
wp (t) = W(tpn, 0)wp (0 / W (t,,s)f(s)ds + 6"

donde (52 — 0si h — 07 uniformemente para n = 0,1,..., N. Usando la continuidad
de W, se obtiene que

(3.40) wn(t) = W (t, 0)wn(0 / W(t, 5)f(s)ds + 6n(t),
donde 6, — 0 si h — 0T, uniformemente en ¢ € [0, T7.

Utilizando (3.38) se tiene que la familia Q(0)wy(0) = Q(0)wh € Y(0) es acotada
para < h < H. Puesto que Y (0) es de dimensién finita, se puede escoger una sucesién
hp, tal que h,,, — 0 tal que

Q(O)whm — Vo,

para algin vy € Y (0).
Por otro lado, puesto que P(0)wp,(0) = ug es independiente de h, de (3.40) se
puede inferir que

up,, (t) — w,

uniformemente en ¢ € [0,7], con w algin elemento en el espacio C ([0,T],X). Por
lo tanto, puesto que d, — 0 si h — 0%, w es una solucién débil del problema
(3.27)-(3.28), y en consecuencia de (3.38)

T
o%iXTHw( <y <UO|| + [lor|| +/0 ||f(8)|d3> .

UNICIDAD:
Considere la aplicacién lineal L : Y (0) — Y(T) tal que

Ln = Q(T)W(T,0)n.

L es obviamente un operador lineal. De la demostracion de la existencia, se tiene que
L es sobre. Por otro lado, también se tiene que la dimensién de Y(t), dim Y(t), es
independiente de ¢t € [0,7]. Por lo tanto L es un isomorfismo, y en consecuencia la
solucién del problema (3.27)-(3.28) es tnica. O
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3.5. Problema de valor a la frontera discreto. En esta seccién se estable-
cerd un resultado andlogo al Teorema 3.12 pero para el caso discreto. Dado un entero
positivo N > 1 definir el tamano de paso h = T'/N y los correspondientes puntos de
la malla: ¢,, = nh. Entonces,

Puesto que || (€ — A(t)) ™" || < M/(14€]), ver (3.5), entonces para h € (H, ﬁ), los
operadores

T, = (I - hA(tn+1))71 )

son uniformemente acotados con respecto a n.

Dada una sucesién {z,}, n =1,2,..., N en XV y los valores de frontera ug € X,
vp € Yy. Teniendo en cuenta ésto, se plantea el problema de valor a la frontera
obtenido mediante el método de discretizacion de Euler hacia atrés

(3.41) Wpt1 = TpWn + 2, 0<n<N-1

(3.42) Pywy = wg, Qnwn =T

¢, El problema de valor a la frontera (3.41)-(3.42) tiene solucién?. La respuesta a ésta
pregunta se formula en el siguiente Teorema, el cual se demuestra haciendo uso del
Teorema 3.12.

TEOREMA 3.13. Suponga que se satisfacen las condiciones (3.5), (3.7), (3.8) y
(3.9) y sea h € (0, H]. Entonces para H suficientemente pequerio, existen constantes
positivas C y A, que dependen sdlo de M, ¢, w, p, y K, tales que si \(T,0) < A,
entonces el problema de wvalor a la frontera (3.41)-(3.42) tiene una tnica solucion
(wn), n=10,1,...,N en XN+ para ug € Xo, v € Yn y 2, € X, n =1,2,...,N,
arbitrarios. Ademds,

N

. 3 <

(3.43) x| < C <||U0|| +lerl + 3 znn) 7
n=

. < < —1 / )
(3.44 s, ] 01 (ol + Jorl + ms 1)

Demostracién. La prueba es andloga a la demostracién del Teorema (3.12) consi-
derando su correspondiente formulacion discreta, pues las condiciones establecidas en
el Teorema son vélidas para cada n y cada operador T, = (I — hA(tny1)” ", con h fijo
tal que h € (0, H]. O

3.6. Resultado de shadowing. Considere el problema de valor inicial: hallar
u:[0,T] — X, tal que
(3.45) u'(t) = A(t)u(t) + f(1)
(3.46) u(0) = ug

donde X es un espacio de Banach, A(t) un operador lineal cerrado con dominio denso
en X que genera un semigrupo analitico, y f : [0,T] — X.
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Utilizando la discretizacién de Euler hacia atras, escogiendo N > 1 se define el
tamarfio de paso h = T'/N y los correspondientes puntos de la malla ¢,, = nh. Teniendo

1
en cuenta la hipdtesis (3.5) se tiene que para h < H < ——— los operadores
w

+2p
Tp = (I — hA(tns1)) "

son uniformemente acotados. Por lo tanto, considerando el tamano de paso0 < h < H,
se genera la sucesion (u,), n =0,1,... N, definida por

(3.47) Upt1 = Tpuy + AT t(tht1), 0<n< N -—1.

donde N puede ser escogido de tal manera que Nh =T.

TEOREMA 3.14. Suponga que son validas las hipdtesis (3.5), (3.7), (3.8) y (3.9).
Ademds, suponga que f € C?0,T], ||AV(t)A0)~ < K para 0 < j < 2 y alguna
constante K, y la aplicacion A : [0,T] — L(X, X) tal que

(3.48) A(t) = A(t)A(0) !

es de clase C? sobre [0,T).

Siu € C*([0,T],X) es la solucién del problema de valor inicial (3.45)- (3.46),
y (un)N_y su aprozimacion numérica por el método de Euler hacia atrds (3.47) con
tamario de paso h tal que 0 < h < H y \;(t, s) es la variacion total de 7 — A(t)A(0)~*
sobre el intervalo [s,t], entonces para H y maxo<<o Aj(T,0) suficientemente pequenio,
eziste una constante C' y una nueva solucién w € C?([0,T), X) de la ecuacion (5.45)
tal que

(3.49) onax lw(ty,) — unl < ChO

donde C' es una constante positiva que depende sélo de m, ¢, w, p y K pero no de T.
Yy

T
© = max [u? O +1QT)unll + mdx |FP(D + | mdx [12(s)ds,

con Q(t) la proyeccion espectral sobre B.
Demostracién. En primer lugar denotemos por w € C?([0,7], X) la solucién del
problema de valor a la frontera

w'(t) = At)w(t) + f(t), 0<t<T
P(0)w(0) = P(0)u(0), QH)w(T)=Q(T)un
tal solucion existe por el Teorema 3.12. Ademads, por el Teorema 3.13 se tiene que

x Ilw” i ul)
(350)  mix o ()] < Co i [ul) ()] + QT +

T
[ () ‘ (4)
01;1;‘2(2 I FY9N(T)|| + ) 021?;{2 £ (s)llds.

Es decir,

méx |lw”(t)|| < C20,
0<t<T
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donde

T
— méi (@) ( ) [ )
© = mdx [ (Ol + 1Q(T)unll + mdx IS + | i 11 (6)]]
Por otro lado, si el error de truncamiento de w se denota por:

w(tn+1> - w(tn)

An—i—l = h - A(t7L+1)w(tn+1) - f(tn+1)7 0<n<N-1,
entonces
(3.51) 1Amal < % max 0@, 0<n<N-1
‘ ntl =9 ggi<r ’ == ’

Puesto que los operadores Ty, = (I — hA(t, 1))~ ! son uniformemente acotados en n,
entonces

h
1TnAniall < I Talll Ansa]l < C205

Puesto que el error global e,, = w(t,,) — u,, satisface el problema de valor a la frontera

ent1 = Then + thAn+1
P(O)eo = 0, Q(T)eN = 0,

por el Teorema 3.13

< _ < —1 / .
ogzang llwn (tn) — 2n]| < Coh™ hC'hO

Por lo tanto,

méx ||wy (tn) — zn|| < ChO.

0<n<N
|
4. Conclusiones. Considere el problema de evolucion
du
(41) =AW+ (),
(4.2) u(0) =

donde u : [0,T] — X, X un espacio de Banach, A(t) un operador lineal cerrado con
dominio denso en X generador de un semigrupo analitico.

= Asumiendo ciertas hipétesis de regularidad que debe asumir el operador A(t)

y usando el método de Euler hacia atras, se obtiene que si z, es la solucién

numérica que aproxima la solucién exacat del problema (4.1)-(4.2), entonces

ngagXN Iz, — u(tn)|| < Ch,

donde C' es una constante y h el tamano del paso de la malla en la discreti-
zacién.
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