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Abstract
This paper deals with a continuous-time predator-prey model of Gause-type considering the use of a physical
refuge by a fraction of the prey population. The fraction of hidden prey is assumed to be dependent on the
presence of predators in the environment. The conditions for the existence of equilibrium points and their
local stability are established. According to these results, the extinction of both species is not possible, and
they coexist over the long term. We conclude that the dynamics of the studied model are very similar to
the model that does not consider prey refuge. However, this cannot be stated if another function is used to
describe this anti-predator behavior.
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Resumen
Este trabajo trata de un modelo depredador-presa en tiempo continuo de tipo-Gause considerando el uso de
un refugio fı́sico por una fracción de la población de presas. Se supone que la fracción de presas escondidas
es dependiente de la presencia de los depredadores. Se establecen las condiciones para la existencia de
puntos de equilibrio y su estabilidad local y global. De acuerdo a estos resultados, la extinción de ambas
especies no es posible, y coexisten en el tiempo a largo plazo. La dinámica del modelo estudiado, es muy
similar al modelo que no considera el refugio de las presas. Sin embargo, eso no se puede afirmar, si se usa
otra función para describir este comportamiento antidepredatorio.

Palabras clave. Modelo depredador-presa, refugio, estabilidad, bifurcaciones, ciclos lı́mites, curvas separatrices.

1. Introducción . La interacción entre dos especies, constituyen un aspecto básico en el estudio de
las cadenas alimenticias o en las redes tróficas [1, 2]. En particular la dinámica entre los depredadores y sus
presas es una de las más estudiada. Su análisis se realiza utilizando principalmente dos formas de modelos
descritos por un sistema planar de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) no-lineales y no-autónomas
[3]. Ellos son:

I) modelos del tipo Gause[4, 5], que deben su nombre al biólogo ruso Georgii F. Gause [6], basados
en un principio de transferencia de masa o energı́a, y
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II) modelos del tipo Leslie-Gower [7], propuesto por el fisiólogo escoces Patrick Holt Leslie en 1948
[8, 9], cuya caracterı́stica esencial es que la ecuación de crecimiento de los depredadores es de tipo
logı́stico [10, 11].

Estos modelos surgen como respuesta a las objeciones formuladas al modelo propuesto por el matemático
italiano Vito Volterra en 1926 [12] y coincidente con un modelo propuesto por el fı́sico-quimico estadou-
nidense Alfred J. Lotka algunos años antes, describiendo reacciones quı́micas [13]; por eso el nombre de
modelo de Lotka-Volterra. En ese sistema de EDO, el crecimiento de ambas poblaciones se supone malthu-
siano [14], resultando que existen dos puntos de equilibrio, el origen (0, 0) y un punto de equilibrio positivo
(xe, ye), y todas las soluciones son órbitas cerradas o ciclos aldededor de este segundo punto de equilibrio.
No existen ejemplos de interacciones en la naturaleza que tengan un comportamiento de esa manera [15],
oscilando permanentemente. Si existe periodicidad, corresponderı́a a un ciclo ecológicamente estable que
coincide con un ciclo lı́mite atractor [16, 17].

Debe tenerse en cuenta que las interacciones pueden ser alteradas por una variedad de factores ecológi-
cos [18], como son: la migración, la colaboraciónn, la agregación, el miedo, el empleo de conductas an-
tidepredatorias (Antipredator behavior APB [19, 16]), como el uso de refugio, la formación de grupos de
defensa [18], o el comportamiento de rebaño y otros.

Existen distintos tipos de refugio que pueden ser utilizados por las presas [16]. Algunos pueden ser
permanentes, como son las madrigueras, cuevas, guaridas, cavernas; o temporales, como los matorrales,
hierba alta, terrenos escarpados, o follaje, [20, 7].

Además, existen diferentes formas matemáticas para describir la fracción de población de presas en
refugio [17, 21], que anotaremos xr [17].

Sn embargo, el uso de refugio por parte de las presas tiene algunos costos para esta población [20];
por ejemplo, puede implicar una disminución de la tasa reproductiva [22], o mayor gasto de energı́a para
matener el metabolismo, lo que motivarı́a modificaciones en los modelos que no consideraremos en este
trabajo.

El objetivo principal de este trabajo es analizar un modelo depredador-presa en tiempo continuo deri-
vado del conocido modelo depredador-presa de Volterra [12], considerando que el uso de refugio por una
fracción de la población de las presas es supuesto proporcional al tamaño poblacional de los depredadores.
También, haremos una descripción más detallada de las propiedades descritas para este modelo en [20], y
extenderemos sus resultados.

Las caracterı́sticas fundamentales del modelo de Volterra, son que el crecimiento de las presas es des-
crito por la ecuación logı́stica [23] y la acción de los depredadores es la respuesta funcional lineal [24, 2].
Las principal propiedad del modelo es la existencia de un punto de equilibrio positivo (o al interior del
primer cuadrante) el cual es global asintóticamebte estable (gae) [20].

El resto del artı́culo se organiza del siguiente modo: en la Sección 2 propondremos el modelo tipo
Gause considerando el refugio. En la Sección 3 probaremos las principales propiedades del modelo. En la
Sección 4 mostraremos algunas simulaciones para los resultados analı́ticos y en la Sección 5 discutiremos
las consecuencias ecológicas del refugio en el modelo modificado.

2. Formulación del modelo. El modelo que considera el uso de refugio por parte de las presas, pro-
porcional al tamaño poblacional de los depredadores, como único fenómeno ecológico afectando la inter-
acción es descrito por el sistems de EDO:

Xλ (x, y) :

 dx
dt = r

(
1− x

K

)
x− q (x− εy) y

dy
dt = [p (x− εy)− c] y.

(2.1)

donde x = x(t) e y = y(t) expresan los tamaños poblacionales, medidos como biomasa o densidad por
unidad de área o volumen, de las presas y los depredadores para t ≥ 0, respectivamente, cuando x(t) ≥ 0
e y(t) ≥ 0, sujeto a x(0) > 0 e y(0) > 0, con λ = (r,K, q, p, c, ε) ∈ R6

+.

Los significados de los parámetros se resumen en la Tabla 2.1.
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Tabla 2.1: Significado de los parámetros

Parámetro Significado

r tasa intrı́nseca de crecimiento de las presas

K capacidad de carga de presas en el medio ambiente

ε proporción de depredadores en el medio ambiente

q tasa de captura de presas por un depredador en cada unidad de tiempo

p tasa de conversión de presas en el nacimiento de nuevos depredadores

c tasa de mortalidad natural de los depredadores

Claramente el sistema (2.1) que describe al modelo está definido en el conjunto

Ω =
{
(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0

}
.

Puesto que el factor x − εy representa la población de presas disponible para ser capturadas, se debe
cumplir que x − εy > 0 porque el sistema (2.1) debe representar un modelo de depredación. Más aún, el
sistema no es del tipo Kolmogorov [25], pues el eje vertical deja de ser un conjunto invariante. Luego, la
región de interés para que el modelo tenga sentido ecológico es el conjunto

Ω1 =
{
(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, 0 ≤ y <

x

ε

}
.

2.1. Puntos de equilibrio y matriz Jacobiana. Para obtener los puntos de equilibrio del sistema (2.1)
consideraremos la nulclina de cada especie y la intersección entre ambas.

La nulclina de los depredadores es la curva:

dy

dt
= [p (x− εy)− c] y = 0, ⇒ y = 0 ∨ p(x− εy)− c = 0

⇒ y = 0 ∨ x− εy =
c

p
⇒ y = 0 ∨ y =

px− c

pε
.

Y la nulclina de las presas es la curva:

dx

dt
= r

(
1− x

K

)
x− q (x− εy) y = 0, ⇒ qϵy2 − qxy + rx

(
1− x

K

)
= 0.

Resolviendo el sistema algebraico resultante tras intersecar las curvas.
Si y = 0, entonces

r
(
1− x

K

)
x = 0 ⇒ x = 0 ∨ 1− x

K
= 0 ⇒ x = 0 ∨ x = K.

Obtenemos, ası́, los primeros dos puntos de equilibrio del sistema: (0, 0) y (K, 0).
Por otro lado, si p(x− εy)− c = 0, es decir, si y = px−c

pε :

r
(
1− x

K

)
x− qc

p2ε
(px− c) = 0 ⇒ rx− r

K
x2 − qc

pε
x+

qc2

p2ε
= 0

⇒ − r

K
x2 −

(
qc

pε
− r

)
x+

c2

p2
q

ε
= 0 ⇒ r

K
x2 +

(
qc

pε
− r

)
x− c2

p2
q

ε
= 0.

Como el sistema (2.1) está definido en Ω, interesa determinar los puntos de equilibrio positivo.
Definiendo el polinomio

pλ (x) =
r

K
x2 +

(
qc

pε
− r

)
x− c2

p2
q

ε
,
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por la regla de signos de Descartes, y como el discriminante es

∆ =

(
qc

pε
− r

)2

+ 4
r

K

c2

p2
q

ε
> 0,

se tiene que cualquiera sea el signo del segundo coeficiente a1 = qc
pε − r, la ecuación tiene una única raı́z

positiva, la cual está dada por

xe =
K

2r

r − qc

pε
+

√(
qc

pε
− r

)2

+ 4
r

K

c2

p2
q

ε

 =
K

2r

[
r − qc

pε
+

√
∆

]
.

Luego, tenemos que ye =
1
pε (pxe − c), y en caso que 0 < xe < K y 0 ≤ ye ≤ xe

ε , el par (xe, ye) será
el único punto de equilibrio positivo.

Notemos que

pλ(0) = − c2

p2
q

ε
< 0,

y

pλ(K) = rK +
qc

pε
K − rK − c2

p2
q

ε
=

c

p2
q

ε
(pK − c).

El signo de pλ(K) depende del signo de pK − c. Como pλ(x) es una parábola concava hacia arriba y
pλ(0) < 0 entonces necesitamos que pK − c > 0 para que pλ(K) > 0 y 0 < xe < K. Tenemos que
xe = K si, y sólo si pK − c = 0, ya que pλ(x) tiene una única raiz positiva.

Por otro lado tenemos que ye = 1
pε (pxe − c) < pxe

pε = xe

ε . Para que ye > 0 necesitamos que
pxe − c > 0, es decir, que xe >

c
p . Notemos que

pλ

(
c

p

)
=

r

K

c2

p2
+

qc

pε

c

p
− r

c

p
− c2

p2
q

ε
=

r

K

c2

p2
− r

c

p
= − rc

p2K
(pK − c).

El signo de pλ

(
c
p

)
depende de pK − c. Si pK − c > 0 entonces pλ

(
c
p

)
< 0 y, como xe es la única

raiz positiva de pλ(x), concluimos que xe >
c
p .

Por lo tanto, para que (xe, ye) ∈ Γλ se debe cumplir que pK − c > 0.

La matriz Jacobiana del sistema (2.1) o campo vectorial Xλ es

DXλ (x, y) =

− 2rx
K − qy + r −q (x− 2εy)

py px− c− 2pεy

 .

3. Propiedades principales. Para el sistema (2.1) se tienen las siguientes propiedades
Proposición 3.1. Para cada s ≥ K, el conjunto Γλ,s =

{
(x, y) ∈ Ω : 0 ≤ x ≤ s, 0 ≤ y ≤ s

ε

}
es una

región positivamente invariante.
Demostración: Si y = 0, entonces

Xλ (x, 0) :

 dx
dt = r

(
1− x

K

)
x,

dy
dt = 0.

Como ẏ = 0, entonces las trayectorias no pueden cruzar el eje x.
Si x = 0, para y ∈

[
0, s

ε

]
, el sistema resulta

Xλ (0, y) :

 dx
dt = qεy2,

dy
dt = (−pεy − c) y.

Como los parámetros son positivos entonces ẋ ≥ 0 y ẏ ≤ 0, es decir, las trayectorias ingresan al conjunto
Γλ,s.
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Si y = s
ε , para 0 ≤ x ≤ s, tenemos que

Xλ

(
x,

s

ε

)
:

 dx
dt = r

(
1− x

K

)
x− q (x− s) s

ε ,

dy
dt = [p (x− s)− c] s

ε .

Como 0 ≤ x ≤ s entonces x − s ≤ 0. Se sigue que ẏ < 0, es decir, las trayectorias entran a Γλ,s sin
importar el signo de ẋ.

Por último, para x = s ≥ K e y ∈
[
0, s

ε

]
,

Xλ (s, y) :

 dx
dt = r

(
1− s

K

)
x− q (s− εy) y,

dy
dt = [p (s− εy)− c] y.

Notemos que, como y ≤ s
ε , entonces s− εy ≥ 0 y

ẋ = r
(
1− s

K

)
s− q (s− εy) y ≤ r

(
1− s

K

)
s.

Como s ≥ K, entonces 1 − s
K ≤ 0 y ẋ ≤ 0, por lo que la población de presas decrece y las trayectorias

ingresan a Γλ,s sin importar el signo de ẏ.
Por lo tanto, una vez que las trayectorias ingresen a Γλ,s, no podrán salir, esto es, Γλ,s es una región

positivamente invariante.
Corolario 3.1. El conjunto Γλ =

{
(x, y) ∈ Ω : 0 ≤ x ≤ K, 0 ≤ y ≤ x

ε

}
es una región positivamente

invariante para el modelo.
Demostración: Se puede imitar la demostración del Lema 3.1 (tomando s = K), por lo que basta

analizar el caso en que y = x
ε y x ∈ [0,K]. El sistema resulta

Xλ

(
x,

x

ε

)
:

 dx
dt = r

(
1− x

K

)
x

dy
dt = −cxε .

Luego ẋ ≥ 0 y ẏ ≤ 0, con lo cual las trayectorias entran a Γλ.
Nuevamente, una vez que las trayectorias ingresen al conjunto, no podrán salir, por lo que Γλ es una

región positivamente invariante.
Proposición 3.2. Las trayectorias del sistema son acotadas en Ω [29]. Demostración: Dado (x0, y0) ∈

Ω, sea (x(t), y(t)) la trayectoria que comienza en (x0, y0). Sea s = máx(K,x0, εy0). Entonces (x0, y0) ∈
Γλ,s =

{
(x, y) ∈ Ω : 0 ≤ x ≤ s, 0 ≤ y ≤ s

ε

}
pues si x0 − εy0 ≥ 0 entonces s ≥ x0 ≥ εy0, por lo que

x0 ≤ s, y0 ≤ s
ε y (x0, y0) ∈ Γλ,s; en cambio, si x0 − εy0 < 0 entonces s ≥ εy0 > x0, por lo que x0 ≤ s,

y0 ≤ s
ε y (x0, y0) ∈ Γλ,s.

Sea M = ∥
(
s, s

ε

)
−(0, 0)∥ = s

ε

√
ε2 + 1. Entonces para todo (x, y) ∈ Γλ,s se tiene que ∥(x, y)∥ ≤ M .

Como Γλ,s es una región positivamente invariante, y (x0, y0) ∈ Γλ,s, entonces (x(t), y(t)) ∈ Γλ,s para todo
t ≥ 0. Se sigue que ∥(x(t), y(t))∥ ≤ M para todo t ≥ 0.

Por lo tanto, las soluciones del sistema están acotadas.
Corolario 3.2. Las trayectorias del sistema no son uniformemente acotadas en Ω. Demostración:

Supongamos que las trayectorias del son uniformemente acotadas en Ω. Entonces existe M ∈ R+ tal que
para cada (x0, y0) ∈ Ω, la trayectoria (x(t), y(t)) que comienza en (x0, y0) cumple que ∥(x(t), y(t))∥ ≤
M , para todo t ≥ 0.

Consideremos la trayectoria (x(t), y(t)) que comienza en el punto (M +1, 0) ∈ Ω. Entonces M +1 =
∥(M + 1, 0)∥ = ∥(x(0), y(0))∥ > M . Pero ∥(x(0), y(0))∥ ≤ M . Absurdo.

Por lo tanto las trayectorias del sistema no son uniformemente acotadas en Ω.
Las propiedades demostradas prueban que el sistema (2.1) está bien definido y que es posible como

modelo biológico: es imposible que existan pocas presas disponibles para ser capturadas y muchos depre-
dadores, sin que la población de éstos disminuya.

3.1. Comportamiento al infinito. Para estudiar cómo se comportan las soluciones cercanas al infinito
utilizaremos la compactificación del plano propuesta por Poincaré en 1891 [26].

Proposición 3.3. El punto (∞, 0) en el compacto de Ω es un punto repulsor del modelo. Demostra-
ción:

Consideremos la transformación dada por X = 1
x e Y = y

x , (compactificación de Poincaré [27]) esto
es, x = 1

X e y = Y
X .
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Notemos que, si x → ∞, entonces X → 0 e Y → 0. Además,

dx

dt
=

dx

dX

dX

dt
= − 1

X2

dX

dt
, y

dy

dt
=

dy

dX

dX

dt
+

dy

dY

dY

dt
= − Y

X2

dX

dt
+

1

X

dY

dt
.

Luego,

dX

dt
= −X2 dx

dt
= −X2

[
r

X

(
1− 1

XK

)
− q

(
1

X
− ε

Y

X

)
Y

X

]
=

= −r

(
X − 1

K

)
+ q (1− εY )Y = −rX +

r

K
+ qY − qεY 2,

dY

dt
= X

dy

dt
+

Y

X

dX

dt
= X

[
p

(
1

X
− ε

Y

X

)
− c

]
Y

X
+

Y

X

[
−rX +

r

K
+ qY − qεY 2

]
=

=
Y

X

[
Xp

1− εY

X
− cX − rX +

r

K
+ qY − qεY 2

]
=

=
Y

KX

[
pK − pKεY − cKX − rKX + r + qKY − qKεY 2

]
.

Reescalando el tiempo por t = KXτ , tenemos que dt
dτ = KX , y obtenemos

dX

dτ
=

dX

dt

dt

dτ
= KX

(
−rX +

r

K
+ qY − qεY 2

)
= −rKX2 + rX + qKXY − qεKXY 2,

dY

dτ
=

dY

dt

dt

dτ
= KX

Y

KX

[
pK − pKεY − cKX − rKX + r + qKY − qKεY 2

]
=

= Y
[
pK − pKεY − cKX − rKX + r + qKY − qKεY 2

]
=

= pKY − pKεY 2 − cKXY − rKXY + rY + qKY 2 − qKεY 3.

Ası́ obtenemos el nuevo sistema:

Zλ (X,Y ) :

 dX
dτ = −rKX2 + rX + qKXY − qεKXY 2,

dY
dτ = pKY − pKεY 2 − cKXY − rKXY + rY + qKY 2 − qKεY 3.

Notemos que el punto (0, 0) es un punto de equilibrio del sistema Zλ (X,Y ).
Si tomamos F (X,Y ) = −rKX2 + rX + qKXY − qεKXY 2,

y G(X,Y ) = pKY − pKεY 2 − cKXY − rKXY + rY + qKY 2 − qKεY 3, entonces:

FX(X,Y ) = −2rKX + r + qKY − qεKY 2,

FY (X,Y ) = qKX − 2qεKXY,

GX(X,Y ) = −cKY − rKY,

GY (X,Y ) = pK − 2pKεY − cKX − rKX + r + 2qKY − 3qKεY 2.

Estas funciones serán las componentes de la matriz Jacobiana del campo vectorial Zλ (X,Y ), la cual
denotaremos DZλ (X,Y ). Evaluando cada componente en el punto (0, 0) tenemos que FX(0, 0) = r,
FY (0, 0) = 0, GX(0, 0) = 0, y GY (0, 0) = pK + r.

Luego,

DZλ(0, 0) =

r 0

0 pK + r

 .

Obtenemos que detDZλ(0, 0) = r(pK+r) > 0 y trDZλ(0, 0) = 2r+pK > 0, por lo que, de acuerdo
al Teorema de la Traza y el Determinante, el punto de equilibrio (0, 0) del campo vectorial Zλ (X,Y ) es un
punto repulsor.

Por lo tanto, el punto (∞, 0) del campo vectorial Xλ(x, y) compactificado es también un punto repul-
sor.

Este resultado prueba que (∞, 0) es un α−lı́mite del campo vectorial Xλ(x, y). Gráficamente, muestra
que las trayectorias que comienzan cercanas al infinito tienden hacia la izquierda, hacia el eje y.
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3.2. Estabilidad local de los puntos de equilibrio. Se estudiará la naturaleza local de los equilibrios
hiperbólicos mediante linearización

Proposición 3.4. Naturaleza de los puntos de equilibrio sobre los ejes:
1. El punto de equilibrio (0, 0) es un punto silla para todo valor de parámetro.
2. El punto de equilibrio (K, 0) es

(i) un punto silla si pK − c > 0.
(ii) un punto atractor si pK − c < 0.

(iii) un punto silla-nodo si pK − c = 0.
Demostración: 1. Si evaluamos la matriz Jacobiana del sistema en el punto (0, 0), obtenemos:

DXλ (0, 0) =

r 0

0 −c

 .

Como detDXλ(0, 0) = −rc < 0, por el teorema de la traza y el determinante, obtenemos que el punto de
equilibrio (0, 0) es un punto silla.

2. Evaluando la matriz Jacobiana del sistema en el punto (K, 0), obtenemos:

DXλ (K, 0) =

−r −qK

0 pK − c

 .

En este caso tenemos que trDXλ(K, 0) = −r + (pK − c) y detDXλ(K, 0) = −r(pK − c). El signo del
determinante depende del factor pK − c.

(i) Si pK − c > 0 → detDXλ(K, 0) < 0 → (K, 0) es un punto silla.
(ii) Si pK − c < 0 → detDXλ(K, 0) > 0 y trDXλ(K, 0) = −r + (pK − c) < 0 → (K, 0) es un

punto atractor.
(iii) Si pK − c = 0 → detDXλ(K, 0) = 0 y trDXλ(K, 0) = −r ̸= 0 → (K, 0) es un punto

silla-nodo.
Observación 3.1. Se produce una bifurcación silla-nodo [3, 27]cuando pK−c = 0. Notemos que esto

sucede cuando xe = K, es decir, cuando los puntos de equilibrio (xe, ye) y (K, 0) colapsan.
Teorema 3.1. Naturaleza del punto de equilibrio positivo:
El punto de equilibrio positivo (xe, ye) ∈ Γλ es un punto atractor local.

Demostración: Recordemos que xe = K
2r

[
r − qc

pε +
√
∆
]

e ye = 1
pε (pxe − c), donde

∆ =
(

qc
pε − r

)2

+ 4 r
K

c2

p2
q
ε .

Si evaluamos la matriz Jacobiana del sistema en el punto (xe, ye), obtenemos:

DXλ (xe, ye) =

− 2rxe

K − qye + r −q (xe − 2εye)

pye pxe − c− 2pεye

 .

Reemplazaremos ye por su valor. Veamos cada una de las componentes de la matriz por separado:

DXλ (xe, ye)11 = −2rxe

K
− qye + r = −2rxe

K
− q

1

pε
(pxe − c) + r

=
−2rεpxe − qpKxe + qcK + rKεp

Kεp
,

DXλ(xe, ye)12 = −q (xe − 2εye) = −q

[
xe − 2

1

p
(pxe − c)

]
= −q

(
−xe + 2

c

p

)
=

qpxe − 2qc

p
,

DXλ(xe, ye)21 = pye =
1

ε
(pxe − c) =

pxe − c

ε
,

DXλ(xe, ye)22 = pxe − c− 2pεye = pxe − c− 2 (pxe − c) = pxe − c− 2pxe + 2c = −pxe + c.

Por lo tanto,

DXλ (xe, ye) =

−2rεpxe−qpKxe+qcK+rKεp
Kεp

qpxe−2qc
p

pxe−c
ε −pxe + c

 .
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Luego,

detDXλ (xe, ye) =
−pxe + c

Kεp
(−2rεpxe − qpKxe + qcK + rKεp)− pxe − c

pε
(qpxe − 2qc)

=
pxe − c

Kεp
(2rεpxe + qpKxe − qcK − rKεp) +

pxe − c

Kpε
(−qpKxe + 2qcK)

=
pxe − c

Kεp
(2rεpxe + qcK − rKεp).

Como ye = 1
pε (pxe − c) > 0 entonces pxe − c > 0, por lo que el signo de detDXλ(xe, ye) depende

del factor 2rεpxe + qcK − rKεp.
Como xe =

K
2r

[
r − qc

pε +
√
∆
]
, entonces

2rεpxe = rKεp− qcK + εpK
√
∆.

Se sigue que

2rεpxe + qcK − rKεp = εpK
√
∆.

Por lo tanto

detDXλ(xe, ye) =
pxe − c

Kεp
εpK

√
∆ = (pxe − c)

√
∆ > 0,

y la naturaleza del punto de equilibrio depende de la traza de la matriz. Tenemos que

trDXλ(xe, ye) =
−2rεpxe − qpKxe + qcK + rKεp

Kεp
+ (c− pxe)

=
−2rεpxe − qpKxe + qcK + rKεp+ cKεp−Kεp2xe

Kεp

=
(−2rεp− qpK −Kεp2)xe + qcK + rKεp+ cKεp

Kεp

=
−p(2rε+ qK +Kεp)xe +K(qc+ rεp+ cεp)

Kεp
.

El signo de la traza depende del numerador N = −p(2rε+ qK +Kεp)xe +K(qc+ rεp+ cεp).

Para probar que el punto (xe, ye) es atractor basta mostrar que K
p

qc+rεp+cεp
2rε+qK+Kεp< xe, pues eso

implica que N < 0, y por lo tanto que trDXλ(xe, ye) < 0.

Recordemos que xe es la única raiz positiva del polinomio cuadrático

pλ (x) =
r

K
x2 +

(
qc

pε
− r

)
x− c2

p2
q

ε
.

Tenemos que

pλ

(
K

p

qc+ rεp+ cεp

2rε+ qK +Kεp

)
=

=
−r

[
Kε2p2 (c+ r) (pK − c+ r) +Kq2c2 + εq

(
3rc2 + r(pK − c)2 +K2p2c

)]
p2 (2rε+ qK +Kεp)

2 .

Este valor es negativo, pues pK − c > 0 por ser (xe, ye) ∈ Γλ, y todos los parámetros son positivos. (Los
detalles de los cálculos se han omitido).

Como pλ(x) tiene una única raiz positiva y pλ(K) > 0, se sigue que

K

p

qc+ rεp+ cεp

2rε+ qK +Kεp
< xe < K

para toda combinación de parámetros. Luego, N < 0 y trDXλ(xe, ye) < 0.
Por lo tanto, el equilibrio (xe, ye) ∈ Γλ es un punto atractor.
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3.3. Estabilidad global del equilibrio de coexistencia. Donde el punto de equilibrio interior (coexis-
tencia) es localmente estable, se demostrará la estabilidad global del equilibrio mediante un argumento de
dos pasos. El primero es probar la no existencia de soluciones periódicas y el segundo paso es concluir el
resultado a partir de la unicidad del equilibrio positivo y condiciones cualitativas del sistema. Se hace notar
que este argumento permite evitar el uso de funciones de Lyapunov [3, 27].

Teorema 3.2. No existen órbitas periódicas contenidas en el primer cuadrante.
Demostración: Para demostrar este resultado utilizaremos el Criterio de Dulac [28].
Sea

B(x, y) = 1
xy la función de Dulac, x > 0, y > 0. Se tien entonces que

Bf(x, y) =
1

xy

[
r
(
1− x

K

)
x− q(x− εy)y

]
=

r

y

(
1− x

K

)
− q

x
(x− εy)

=
r

y
− rx

Ky
− q +

qεy

x
,

Bg(x, y) =
1

xy
[p(x− εy)− c] y =

1

x
(px− pεy − c)

= p− pεy

x
− c

x
.

Luego,

∂Bf(x, y)

∂x
= − r

Ky
− qεy

x2
,

∂Bg(x, y)

∂y
= −pε

x
.

Ası́,

∂Bf(x, y)

∂x
+

∂Bg(x, y)

∂y
= − r

Ky
− qεy

x2
− pε

x
< 0,

pues x > 0, y > 0, y todos los parámetros son positivos. Por lo tanto, por el Criterio de Dulac [28], no
existen ciclos contenidos en el primer cuadrante.

Corolario 3.3. El punto de equilibrio positivo (xe, ye) ∈ Γλ es un punto global asintóticamente estable
(gae).

Demostración: Sabemos que (xe, ye) ∈ Γλ es el único punto de equilibrio positivo y que es un atractor
local por lo demostrado en el Teorema 3.7. Dado que no existen órbitas periódicas por el resultado del
Teorema 3.8, que las soluciones son acotadas por la Proposición 3.3 y dado el comportamiento al infinito
en la compactificación dada en la Proposición 3.5, el primer cuadrante cumple las condiciones del Teorema
de Poincaré-Bendixson [3] y se concluye que el equilibrio es un atractor global de las trayectorias. Ası́, el
único ω-limite del modelo es el punto (xe, ye), cuando existe.

Observación 3.2. Cuando pK − c < 0, el punto de equilibrio (xe, ye) esta fuera del primer cuadrante
y el ω-limite de todas las trayectorias es el punto (K, 0).

4. Simulaciones numéricas. Para reforzar los resultado analı́ticos obtenidos, mostraremos algunas
simulaciones en el plano de fase [4].
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0 K

x

0

y

(K,0)

(xe,ye)

(0,0)

(-0.0735, 1.31)

Figura 4.1: Coexistencia de las dos especies para el sistema (2.1). Para r = 0,2, K = 1, q = 0,5, p = 1,
c = 0,4, y ε = 0,4, se tiene que pK − c > 0, por lo que el punto (K, 0) es un punto silla y el equilibrio
(xe, ye) es un punto global asintóticamente estable. La linea rosa punteada representa la nulclina de las
presas, y la naranja la de los depredadores. En color azul aparecen las trayectorias del sistema.

0 K

x

0

y

(0,0)

(K,0)

(-0.166, 1.34)

Figura 4.2: Extinción de los depredadores para el sistema (2.1). Para r = 0,2, K = 1, q = 0,5, p = 0,4,
c = 0,4, y ε = 0,4, se tiene que pK − c = 0, por lo que el equilibrio (K, 0) es un punto silla-nodo.
La linea rosa punteada representa la nulclina de las presas, y la naranja la de los depredadores. En color
azul aparecen las trayectorias del sistema. En color violeta aparece una trayectoria que pertenece al cuarto
cuadrante, y que ayuda a evidenciar el comportamiento de silla-nodo del equilibrio (K, 0).

5. Conclusiones. En este trabajo se ha analizado un sistema modificando el modelo de Volterra [2],
en el que se ha incorporado una función matemática para expresar el uso de refugio de las presas. El sistema
estudiado está bien planteado y tiene sentido considerarlo un modelo ecológico [1] ya que existe una región
positivamente invariante y las soluciones son acotadas [29].

Además, el modelo previene la coexistencia de un gran número de depredadores con un número li-
mitado de presas en un mismo entorno: la competencia intraespecı́fica entre depredadores y el hecho que
éstos sean especialistas actúan como mecanismos reguladores. Para cualquier combinación de parámetros
el modelo tiene siempre dos equilibrios sobre los ejes: (0, 0) y (K, 0); y, en caso que pK − c sea positivo,
habrá un único punto de equilibrio positivo.

Notamos que no es posible la extinción de ambas especies, pues el punto de equilibrio (0, 0) es un punto
silla para toda combinación de parámetros. La población de presas siempre sobrevive ya que los puntos de
equilibrio estables biológicamente válidos tienen absisa positiva. En cambio la población de depredadores
puede estabilizarse en la coexistencia (en caso que haya un equilibrio positivo) o en la extinción.

En caso de haber coexistencia, el punto de equilibrio positivo (xe, ye) resulta global asintóticamen-
te estable. Esto significa que independientemente de los tamaños poblacionales iniciales, el ecosistema
evolucionará, a largo plazo, hacia dicho equilibrio. Es importante mencionar que no son posibles los com-
portamientos oscilatorios debido a que el equilibrio positivo es siempre global asintóticamente estable. Por
último, se produce una bifurcación silla-nodo [30] cuando pK − c = 0, y no se producen bifurcaciones de
otro tipo.
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0 K

x

0

y

(0,0)

(K,0)

(-0.0467, 0.996)

Figura 4.3: Extinción de los depredadores para el sistema (2.1). Para r = 0,2, K = 1, q = 0,5, p = 0,2, c =
0,4, y ε = 0,4, se tiene que pK − c < 0, por lo que el equilibrio (K, 0) es un punto global asintóticamente
estable. La linea rosa punteada representa la nulclina de las presas, y la naranja la de los depredadores. En
color azul aparecen las trayectorias del sistema. En color violeta aparece una trayectoria que pertenece al
cuarto cuadrante, y que ayuda a evidenciar el comportamiento de atractor del equilibrio (K, 0).

En base a los resultados obtenidos, el supuesto que el uso de refugio por parte de las presas como
una función del tamaño poblacional de los depredadores se ajusta a la visión tradicional de que que este
comportamiento antidepredatorio en una interacción depredador-presa tendrı́a un efecto estabilizante en la
dinámica del modelo. Como el punto de equilibrio al interior del primer cuadrante es globalmente asintóti-
camente estable (gae), como en el modelo original de Volterra, entonces, no hay cambio en la estabilidad
de la interacción.
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Olivares Formal Analysis, Virginia B Gallar, M. E, Alberto, Writing –review & editing A, Rojas-Palma and
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ORCID and License
Virginia Belén Gallar https://orcid.org/0009-0008-5406-3804
Alejandro Rojas-Palma https://orcid.org/0000-0002-5837-1571
Marcelo Eduardo Alberto https://orcid.org/0009-0009-9242-6378
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Gallar VB et al.- Selecciones Matemáticas. 2025; Vol.12(2):344-355 355

[13] Lotka AJ. Elements of Physical Biology. Williams & Wilkins; 1925.
[14] Malthus, TR. An Essay on the Principle of Population. J. Johnson. England; 1798.
[15] Goh BS. Management and Analysis of Biological Populations. Elsevier Scientific Publishing Company, Amsterdam; 1980.
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