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Abstract
This paper deals with a continuous-time predator-prey model of Gause-type considering the use of a physical
refuge by a fraction of the prey population. The fraction of hidden prey is assumed to be dependent on the
presence of predators in the environment. The conditions for the existence of equilibrium points and their
local stability are established. According to these results, the extinction of both species is not possible, and
they coexist over the long term. We conclude that the dynamics of the studied model are very similar to
the model that does not consider prey refuge. However, this cannot be stated if another function is used to
describe this anti-predator behavior.
Keywords . Predator-prey model, refuge, stability, bifurcations, limit cycles, separatrix curves.

Resumen

Este trabajo trata de un modelo depredador-presa en tiempo continuo de tipo-Gause considerando el uso de
un refugio fisico por una fraccion de la poblacion de presas. Se supone que la fraccion de presas escondidas
es dependiente de la presencia de los depredadores. Se establecen las condiciones para la existencia de
puntos de equilibrio y su estabilidad local y global. De acuerdo a estos resultados, la extincion de ambas
especies no es posible, y coexisten en el tiempo a largo plazo. La dindmica del modelo estudiado, es muy
similar al modelo que no considera el refugio de las presas. Sin embargo, eso no se puede afirmar, si se usa
otra funcion para describir este comportamiento antidepredatorio.

Palabras clave. Modelo depredador-presa, refugio, estabilidad, bifurcaciones, ciclos limites, curvas separatrices.

1. Introduccion . La interaccién entre dos especies, constituyen un aspecto basico en el estudio de
las cadenas alimenticias o en las redes tréficas [1, 2]. En particular la dindmica entre los depredadores y sus
presas es una de las mds estudiada. Su andlisis se realiza utilizando principalmente dos formas de modelos
descritos por un sistema planar de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) no-lineales y no-auténomas
[3]. Ellos son:

I) modelos del tipo Gause[4, 5], que deben su nombre al biélogo ruso Georgii F. Gause [6], basados
en un principio de transferencia de masa o energia, y
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II) modelos del tipo Leslie-Gower [7], propuesto por el fisidlogo escoces Patrick Holt Leslie en 1948
[8, 9], cuya caracteristica esencial es que la ecuacién de crecimiento de los depredadores es de tipo
logistico [10, 11].

Estos modelos surgen como respuesta a las objeciones formuladas al modelo propuesto por el matemaético
italiano Vito Volterra en 1926 [12] y coincidente con un modelo propuesto por el fisico-quimico estadou-
nidense Alfred J. Lotka algunos afios antes, describiendo reacciones quimicas [13]; por eso el nombre de
modelo de Lotka-Volterra. En ese sistema de EDO, el crecimiento de ambas poblaciones se supone malthu-
siano [14], resultando que existen dos puntos de equilibrio, el origen (0, 0) y un punto de equilibrio positivo
(Ze,ye), y todas las soluciones son Grbitas cerradas o ciclos aldededor de este segundo punto de equilibrio.
No existen ejemplos de interacciones en la naturaleza que tengan un comportamiento de esa manera [15],
oscilando permanentemente. Si existe periodicidad, corresponderia a un ciclo ecolégicamente estable que
coincide con un ciclo limite atractor [16, 17].

Debe tenerse en cuenta que las interacciones pueden ser alteradas por una variedad de factores ecoldgi-
cos [18], como son: la migracion, la colaboracionn, la agregacion, el miedo, el empleo de conductas an-
tidepredatorias (Antipredator behavior APB [19, 16]), como el uso de refugio, la formacién de grupos de
defensa [18], o el comportamiento de rebaifio y otros.

Existen distintos tipos de refugio que pueden ser utilizados por las presas [16]. Algunos pueden ser
permanentes, como son las madrigueras, cuevas, guaridas, cavernas; o femporales, como los matorrales,
hierba alta, terrenos escarpados, o follaje, [20, 7].

Ademads, existen diferentes formas matematicas para describir la fraccién de poblacién de presas en
refugio [17, 21], que anotaremos x,. [17].

Sn embargo, el uso de refugio por parte de las presas tiene algunos costos para esta poblacién [20];
por ejemplo, puede implicar una disminucién de la tasa reproductiva [22], o mayor gasto de energia para
matener el metabolismo, lo que motivaria modificaciones en los modelos que no consideraremos en este
trabajo.

El objetivo principal de este trabajo es analizar un modelo depredador-presa en tiempo continuo deri-
vado del conocido modelo depredador-presa de Volterra [12], considerando que el uso de refugio por una
fraccion de la poblacién de las presas es supuesto proporcional al tamafio poblacional de los depredadores.
También, haremos una descripciéon mas detallada de las propiedades descritas para este modelo en [20], y
extenderemos sus resultados.

Las caracteristicas fundamentales del modelo de Volterra, son que el crecimiento de las presas es des-
crito por la ecuacion logistica [23] y la accién de los depredadores es la respuesta funcional lineal [24, 2].
Las principal propiedad del modelo es la existencia de un punto de equilibrio positivo (o al interior del
primer cuadrante) el cual es global asintdticamebte estable (gae) [20].

El resto del articulo se organiza del siguiente modo: en la Seccién 2 propondremos el modelo tipo
Gause considerando el refugio. En la Seccion 3 probaremos las principales propiedades del modelo. En la
Seccién 4 mostraremos algunas simulaciones para los resultados analiticos y en la Seccién 5 discutiremos
las consecuencias ecoldgicas del refugio en el modelo modificado.

2. Formulacién del modelo. El modelo que considera el uso de refugio por parte de las presas, pro-
porcional al tamafio poblacional de los depredadores, como tnico fendmeno ecolégico afectando la inter-
accidn es descrito por el sistems de EDO:

dz _ —al(r —
X (z,9) : ;“ rl=k)z-ale—ey)y 2.1
o = plz—ey) —cly.

donde x = x(t) e y = y(t) expresan los tamafios poblacionales, medidos como biomasa o densidad por
unidad de drea o volumen, de las presas y los depredadores para ¢ > 0, respectivamente, cuando z(¢) > 0
ey(t) > 0,sujetoaz(0) > 0ey(0) >0,con X = (r,K,q,p,c,e) € RS.

Los significados de los pardmetros se resumen en la Tabla 2.1.
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Tabla 2.1: Significado de los pardmetros

Parametro | Significado

r | tasa intrinseca de crecimiento de las presas
K | capacidad de carga de presas en el medio ambiente
€ | proporciéon de depredadores en el medio ambiente
tasa de captura de presas por un depredador en cada unidad de tiempo

p | tasa de conversion de presas en el nacimiento de nuevos depredadores

c | tasa de mortalidad natural de los depredadores

Claramente el sistema (2.1) que describe al modelo esta definido en el conjunto
Q:{(x,y)eRQ:mZO,yZO}.

Puesto que el factor z — cy representa la poblacién de presas disponible para ser capturadas, se debe
cumplir que z — ey > 0 porque el sistema (2.1) debe representar un modelo de depredacién. Mds atn, el
sistema no es del tipo Kolmogorov [25], pues el eje vertical deja de ser un conjunto invariante. Luego, la
region de interés para que el modelo tenga sentido ecoldgico es el conjunto

le{(x,y)€R2:z20,0§y<§}.

2.1. Puntos de equilibrio y matriz Jacobiana. Para obtener los puntos de equilibrio del sistema (2.1)
consideraremos la nulclina de cada especie y la interseccién entre ambas.
La nulclina de los depredadores es la curva:

dy _

dt—[p(z—fy)—c]y:Q = y=0 V p(x—¢cy)—c=0

:>y:O\/9L'—5y:E = y=0 V y= .
p
Y la nulclina de las presas es la curva:

dz x x
Ezr(lf?)qu(xf&:y)y:O, = qeyzfq:chrrx(le):O.
Resolviendo el sistema algebraico resultante tras intersecar las curvas.

Si y = 0, entonces

r(1-%)2=0 = 2=0v1-2=0 = =0V a=K
Obtenemos, asi, los primeros dos puntos de equilibrio del sistema: (0,0) y (K, 0).

Por otro lado, si p(x — ey) — ¢ = 0, es decir, si y = Pigc

r(l—%)x—%(px—c)zo = re— —a? - Ly p I g

2 2
= 2 (L, x+c—g:0 = Lmz—i— L _)e-S920.
p2e 2 e

Como el sistema (2.1) estd definido en (2, interesa determinar los puntos de equilibrio positivo.
Definiendo el polinomio
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por la regla de signos de Descartes, y como el discriminante es
qc 2 rc®q
Az(—r) +4—=—->0,
pe pTe

se tiene que cualquiera sea el signo del segundo coeficiente a; = g—g — r, la ecuacion tiene una tnica raiz
positiva, la cual esta dada por

K ? 2 K
Te = — r— 2y 0} w4l S0 22 9C L /AL
2r pe pe Kp?e 2r pE

Luego, tenemos que y, = ;15(1?% —c),yencasoque 0 <z, < Ky0 <y, < %, el par (., y.) serd
el tnico punto de equilibrio positivo.
Notemos que

C
p2

(pK — ).

p)\(K):TK—F%K—TK— 5
pe

‘m
UEES
QLS

bS]

El signo de p)(K) depende del signo de pK — ¢. Como py(z) es una pardbola concava hacia arriba y
pA(0) < 0 entonces necesitamos que p/K — ¢ > 0 para que py(K) > 0y 0 < z. < K. Tenemos que
x. = K si, y s6lo si pK — ¢ = 0, ya que py(z) tiene una dnica raiz positiva.

Por otro lado tenemos que y. = p—la(pxe —c) < % = Z=. Para que y. > 0 necesitamos que
pzx. —c > 0, es decir, que x, > ﬁ. Notemos que

C ' C2 qCC C C q T C C rc
ml-)|==5+——-r-——5-=—5-r-=———=(pPK -0
<p> 2 P e Kp> p P’K

El signo de p) (%) depende de pK — c. Si pK — ¢ > 0 entonces p) (g) < 0y, como z, es la tnica
raiz positiva de p» (), concluimos que z. > 7.
Por lo tanto, para que (z.,y.) € I') se debe cumplir que pK — ¢ > 0.

La matriz Jacobiana del sistema (2.1) o campo vectorial X es

_ 2rz

—qy+r —q(z—2ey)
DXy (z,y)=| *

DYy pr —c — 2pey
3. Propiedades principales. Para el sistema (2.1) se tienen las siguientes propiedades
Proposicion 3.1. Para cada s > K, el conjunto Iy 5 = {(:r,y) eEN:0<zr<s,0<y< g} es una

region positivamente invariante.
Demostracion: Si y = 0, entonces

de 1—Z
X)\ (IZ?,O)Z dt T( K)‘r’

Como y = 0, entonces las trayectorias no pueden cruzar el eje z.
Siz =0,paray € [07 ﬂ , el sistema resulta

dz 2
dt = q&y-,
X5 (0,y): ¢ ¥
)\( 7y) dy _ (_ - _C)
dt pey Y.

Como los pardmetros son positivos entonces © > 0y ¢ < 0, es decir, las trayectorias ingresan al conjunto
s
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Siy = 2,para0 < z < s, tenemos que

dz T s
Xx(x,f): ;Tt = T(l—?)x—q(x—s)g,
€ Y = [pl@—s)—:.

Como 0 < z < s entonces z — s < 0. Se sigue que § < 0, es decir, las trayectorias entran a I'y ; sin
importar el signo de 2.
Por dltimo, paraz = s > K ey € [0, £],

dz _ s _ _
X5 (5.1) Zt r(l—2)z—q(s—ey)y,
L o= Ip(s—ey)—dy.

S
Notemos que, como y < 2, entonces s —ey > 0y

s s
T=r 1——)3— s—¢ <r(1——)s.
( e q(s—ey)y < e
Como s > K, entonces 1 — % < 0y & < 0, por lo que la poblacién de presas decrece y las trayectorias
ingresan a I'y , sin importar el signo de y.

Por lo tanto, una vez que las trayectorias ingresen a I'y ,, no podrdn salir, esto es, I'y 5 es una region
positivamente invariante.

Corolario 3.1. El conjunto 'y = {(:c, Y €N:0<2z <K 0<y< %} es una region positivamente
invariante para el modelo.

Demostracion: Se puede imitar la demostracién del Lema 3.1 (tomando s = K), por lo que basta
analizar el caso en que y = £ y x € [0, K]. El sistema resulta

w) % o= r(l-%)e

dy
dt

Luegoz > 0y y < 0, con lo cual las trayectorias entran a I'.

Nuevamente, una vez que las trayectorias ingresen al conjunto, no podran salir, por lo que I') es una
regién positivamente invariante.

Proposicion 3.2. Las trayectorias del sistema son acotadas en ) [29]. Demostracion: Dado (2, yo) €
Q, sea (x(t),y(t)) la trayectoria que comienza en (xq, yo). Sea s = méx (K, o, £yo). Entonces (zg, yo) €
Pas = {(z,y) €Q:0<2<s0<y <2} puessizg— ey > 0entonces s > xg > eyo, por lo que
o < 8, Y < g y (z0,%0) € I'x s; en cambio, si zg — ey < 0 entonces s > €yo > o, por lo que z¢ < s,
Yo < 2y (z0,%0) € I'xs-

Sea M = || (s,£)—(0,0)|| = £v/&2 + 1. Entonces para todo (z, y) € 'y ; se tiene que ||(z,y)|| < M.
Como Iy ; es una regién positivamente invariante, y (zo, yo) € I' s, entonces (z(t),y(t)) € 'y s paratodo
t > 0. Se sigue que ||(z(t), y(t))|| < M paratodo ¢ > 0.

Por lo tanto, las soluciones del sistema estan acotadas.

Corolario 3.2. Las trayectorias del sistema no son uniformemente acotadas en ). Demostracion:
Supongamos que las trayectorias del son uniformemente acotadas en ). Entonces existe M € R* tal que
para cada (xg,yo) € (2, la trayectoria (x(t), y(t)) que comienza en (xq,yo) cumple que ||(z(¢),y(t))| <
M, paratodo t > 0.

Consideremos la trayectoria (z(t), y(t)) que comienza en el punto (M +1,0) € Q. Entonces M +1 =
|(M + 1,0)]| = [1(2(0), 5(0))]| > M. Pero [|((0), 4(0))]| < M. Absurdo.

Por lo tanto las trayectorias del sistema no son uniformemente acotadas en 2.

Las propiedades demostradas prueban que el sistema (2.1) estd bien definido y que es posible como
modelo bioldgico: es imposible que existan pocas presas disponibles para ser capturadas y muchos depre-
dadores, sin que la poblacion de éstos disminuya.

3.1. Comportamiento al infinito. Para estudiar cémo se comportan las soluciones cercanas al infinito
utilizaremos la compactificacion del plano propuesta por Poincaré en 1891 [26].

Proposicion 3.3. El punto (00,0) en el compacto de §) es un punto repulsor del modelo. Demostra-
cion:

Consideremos la transformacién dadapor X = - e Y = %, (compactificacion de Poincaré [27]) esto

1
1 Y v
es,x:yeyzy.
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Notemos que, si x — oo, entonces X — 0e Y — 0. Ademas,

de _ dedX 1 dX
dt dx dat . x2 a7
dy _dydX ~dydYy Y dX 1dY

dt dx dt avat . X at X dt

Luego,
dX d 1 1 Y\Y
i [X (1_)(1() ‘q<x‘€x) X} =
—r (Xé) Fq(1=eY)Y = —rX + & +qV — ge¥?,
o xlh TSy (k)R e e
:% [Xp _X€Y —cX—TX—I—Iz_—I—qY—qEYQ} =
=% [pK — pKeY — cKX —rKX + 1+ ¢KY — q¢KeY?].
Reescalando el tiempo por t = K X 7, tenemos que = K X, y obtenemos
Cf;: - %{% — KX (—TX + % +qY — quQ) — rKX? 47X +gKXY — geKXY?,
Cg = ‘g jj KX KYX [PK — pKeY — cKX —rKX +r+qKY — qKeY?] =

=Y [pK — pKeY — cKX —rKX + 71+ qKY — qKeY?] =
=pKY —pKeY? —cKXY —rKXY + 7Y +¢KY? — gKeY?3.

Asi obtenemos el nuevo sistema:

4x —rKX?2 47X +qKXY — e KXY?,
% = pKY —pKeY? —cKXY —rKXY + 7Y +qKY? — qKeY3.

7y (X,Y) :

Notemos que el punto (0, 0) es un punto de equilibrio del sistema Z) (X,Y).
Si tomamos F(X,Y) = —rKX%2 +7rX + ¢KXY — qsKXY?,
yG(X,Y)=pKY —pKeY? — cKXY —rKXY +71Y + ¢KY? — ¢KeY3, entonces:

Fx(X,Y)=—-2rKX +7r 4 qKY — q¢cKY?,

Fy(X,Y) =qgKX —2¢eKXY,

Gx(X,Y)= —cKY —rKY,

Gy(X,Y) =pK — 2pKeY — cKX —rKX + 14 2qKY — 3¢KeY?.

Estas funciones serdn las componentes de la matriz Jacobiana del campo vectorial Z (X,Y), la cual
denotaremos DZ) (X,Y’). Evaluando cada componente en el punto (0,0) tenemos que Fx(0,0) = r,
Fy(0,0) =0,Gx(0,0) =0,y Gy (0,0) = pK +r.

Luego,

0
DZX(Ovo) =
0 pK+r

Obtenemos que detDZ,(0,0) = r(pK +7r) > 0y trDZ,(0,0) = 2r+pK > 0, por lo que, de acuerdo
al Teorema de la Traza y el Determinante, el punto de equilibrio (0, 0) del campo vectorial Z (X,Y) es un
punto repulsor.

Por lo tanto, el punto (oo, 0) del campo vectorial X (x,y) compactificado es también un punto repul-
SOf.

Este resultado prueba que (oo, 0) es un a—limite del campo vectorial X, (z, y). Graficamente, muestra
que las trayectorias que comienzan cercanas al infinito tienden hacia la izquierda, hacia el eje y.
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3.2. Estabilidad local de los puntos de equilibrio. Se estudiara la naturaleza local de los equilibrios
hiperbdlicos mediante linearizacion
Proposicion 3.4. Naturaleza de los puntos de equilibrio sobre los ejes:
1. El punto de equilibrio (0,0) es un punto silla para todo valor de pardmetro.
2. El punto de equilibrio (K, 0) es
(i) un punto silla si pK — ¢ > 0.
(ii) un punto atractor si pK — c < Q.
(iii) un punto silla-nodo si pK — c = Q.
Demostracion: 1. Si evaluamos la matriz Jacobiana del sistema en el punto (0, 0), obtenemos:

r 0
DX, (0,0) =
0 —c
Como detD X, (0,0) = —rc < 0, por el teorema de la traza y el determinante, obtenemos que el punto de

equilibrio (0, 0) es un punto silla.
2. Evaluando la matriz Jacobiana del sistema en el punto (K, 0), obtenemos:

—r —qK
0 pK-—c

DX, (K,0) =

En este caso tenemos que trD X (K,0) = —r + (pK — ¢) y detD X\ (K,0) = —r(pK — ¢). El signo del
determinante depende del factor pK — c.
(i) SipK —c¢>0 — detDX,(K,0) <0 — (K,0) es un punto silla.
() SipK —c<0 — detDX\(K,0) >0y trDX,(K,0) = —r+ (pK —¢) <0 — (K,0)esun
punto atractor.
(iii) SipK —¢c =0 — detDX,(K,0) = 0y rDX,(K,0) = —r # 0 — (K,0) es un punto
silla-nodo.
Observacion 3.1. Se produce una bifurcacion silla-nodo [3, 27 Jcuando pK — ¢ = 0. Notemos que esto
sucede cuando x, = K, es decir, cuando los puntos de equilibrio (z.,y.) y (K, 0) colapsan.
Teorema 3.1. Naturaleza del punto de equilibrio positivo:
El punto de equilibrio positivo (x.,y.) € T'x es un punto atractor local.

Demostracion:  Recordemos que z, = % {r — ;—g +VA|l e yo = p% (pre — ), donde
2 2
_ (¢ _ rcaq
A= (Fs r) +AL g

Si evaluamos la matriz Jacobiana del sistema en el punto (., ¥ ), obtenemos:

_2rze _
DX)\ (xeaye) - K
DYe PTe — € — 2peye

qYe +r —q (xc - 251/@)

Reemplazaremos y. por su valor. Veamos cada una de las componentes de la matriz por separado:

2rx, 2rx, 1
DXy (e, Ye)yy = = —@Ye +7 =~ fqpfg(pxefC)H"
_ —2repr. — qpKxe + qcK +1Kep
N Kep ’

b

1 c T, — 2¢C
DX (e, ye)iz = =4 (e = 229e) = =4 |2e = 2 (pe = c>] =—q (—xe + 2p> = %

1 Le — C
DX (2ec,Ye)21 = pYe = - (pxe — ) = b 65 ,

DXy (Te,Ye)22 = PTe — € — 2peye = pre — ¢ — 2 (pTe — €) = pTe — € — 2pxe + 2¢ = —px, + C.

Por lo tanto,

—2repre —qpKz.+qcK+rKep qpTe—2qc
— Kep P
DX)\ (Iea yE) -

Le—C
Pre—c —pTe + ¢
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Luego,
detDX ) (e, ye) =%(—2r€pxe — qpKz. + qcK +rKep) — pxe; % (gpre — 2qc)
p
:pﬂi;;g; 8(27"61):136 + gpKze — qcK — rKep) + pi-l;;p; C(—qua:e + 2qcK)
_ pTe—c

Kep (2repze + qcK — rKep).

Como y. = p% (pze — ¢) > 0 entonces px. — ¢ > 0, por lo que el signo de detD X (x., y.) depende
del factor 2repx. + qc K — rKep.

Como z, = 2% [7‘ - Z{ + A} , entonces

2repr. = rKep — qcK + spK\/K.
Se sigue que
2repr. + qcK —rKep = EpK\/K.
Por lo tanto

detD X (T, ye) = pi;g; ¢

epKVA = (pre — e)VA > 0,

y la naturaleza del punto de equilibrio depende de la traza de la matriz. Tenemos que

—2repx, — gpKz. + qcK +rKep

trDX )\ (Te,Ye) = Kep + (¢ — px.)
_ —2repx. — qpKz + qcK +1Kep + cKep — Kep?z,
N Kep
_ (—2rep — qpK — Kep®)xe 4+ qcK + rKep + cKep
N Kep
_ —p(2re + qK + Kep)z. + K(qc+ rep + cep)
N Kep '

El signo de la traza depende del numerador N = —p(2re + ¢K + Kep)z. + K(qc + rep + cep).
Para probar 1 punto ( ) tractor basta mostrar Kw<
ara probar que el punto (z.,ye) es atractor basta mostrar que * 5~ 7 5 < Te, PUes eso

implica que N < 0, y por lo tanto que trD X (2, ye) < 0.

Recordemos que z. es la Unica raiz positiva del polinomio cuadratico

2
r c c
pA(x):sz—f—(Za—r)x—p

o
(LIS

Tenemos que

5 qc+rep+ecep \
P p2re+qK +Kep)

—r[Ke2p? (c+71) (pK —c+71) + Kq?2c2 + eq (3rc® + r(pK — ¢)? + K2p?c
[Ke?p p q q p p
p? (2re 4+ qK + Kep)®

Este valor es negativo, pues pK — ¢ > 0 por ser (z.,y.) € I'y, y todos los pardmetros son positivos. (Los
detalles de los célculos se han omitido).
Como pj () tiene una tnica raiz positiva y py(K) > 0, se sigue que

K qc+rep+cep

— <z < K
p 2re + qK + Kep o

para toda combinacién de pardmetros. Luego, N < 0y trDX (2., ye) < 0.
Por lo tanto, el equilibrio (z., y.) € ') es un punto atractor.
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3.3. Estabilidad global del equilibrio de coexistencia. Donde el punto de equilibrio interior (coexis-
tencia) es localmente estable, se demostrard la estabilidad global del equilibrio mediante un argumento de
dos pasos. El primero es probar la no existencia de soluciones periddicas y el segundo paso es concluir el
resultado a partir de la unicidad del equilibrio positivo y condiciones cualitativas del sistema. Se hace notar
que este argumento permite evitar el uso de funciones de Lyapunov [3, 27].

Teorema 3.2. No existen drbitas periddicas contenidas en el primer cuadrante.

Demostracion: Para demostrar este resultado utilizaremos el Criterio de Dulac [28].

Sea
B(z,y) = ziy la funcidn de Dulac, > 0, y > 0. Se tien entonces que

1 T r x q
Bf(x,y)—?y {7"( —§>I—Q($—EZ/)Z/} —;(1—E>—5($—5Z/)
_r_rmr_ a4y
N Ky 7+t x
By(z,y) = —-[p(z —ey) =y = — (pr — pey — ¢)
pey ¢
=p—-—— — -
r
Luego,
OBf(x,y) __r gy
Ox Ky 22’
OBg(z,y) _ _pe
Oy x’
Asi,
0Bf(z.y)  0Bglw.y) v gy pe _ 0,
Oox Oy Ky 22 T

pues x > 0, y > 0, y todos los pardmetros son positivos. Por lo tanto, por el Criterio de Dulac [28], no
existen ciclos contenidos en el primer cuadrante.

Corolario 3.3. El punto de equilibrio positivo (x., y.) € T\ es un punto global asintéticamente estable
(gae).

Demostracion: Sabemos que (z.,y.) € I' es el Gnico punto de equilibrio positivo y que es un atractor
local por lo demostrado en el Teorema 3.7. Dado que no existen 6rbitas periddicas por el resultado del
Teorema 3.8, que las soluciones son acotadas por la Proposicién 3.3 y dado el comportamiento al infinito
en la compactificacién dada en la Proposicion 3.5, el primer cuadrante cumple las condiciones del Teorema
de Poincaré-Bendixson [3] y se concluye que el equilibrio es un atractor global de las trayectorias. Asi, el
tnico w-limite del modelo es el punto (z., y. ), cuando existe.

Observacion 3.2. Cuando pK — ¢ < 0, el punto de equilibrio (., y.) esta fuera del primer cuadrante
y el w-limite de todas las trayectorias es el punto (K, 0).

4. Simulaciones numéricas. Para reforzar los resultado analiticos obtenidos, mostraremos algunas
simulaciones en el plano de fase [4].
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X

Figura 4.1: Coexistencia de las dos especies para el sistema (2.1). Parar = 0,2, K = 1,q = 0,5, p = 1,
¢ =04,ye =04, se tiene que pK — ¢ > 0, por lo que el punto (K, 0) es un punto silla y el equilibrio
(Ze,ye) es un punto global asintéticamente estable. La linea rosa punteada representa la nulclina de las
presas, y la naranja la de los depredadores. En color azul aparecen las trayectorias del sistema.

X

Figura 4.2: Extincién de los depredadores para el sistema (2.1). Parar = 0,2, K =1, ¢ = 0,5, p = 0,4,
¢ =04, ye = 04, se tiene que pK — ¢ = 0, por lo que el equilibrio (K,0) es un punto silla-nodo.
La linea rosa punteada representa la nulclina de las presas, y la naranja la de los depredadores. En color
azul aparecen las trayectorias del sistema. En color violeta aparece una trayectoria que pertenece al cuarto
cuadrante, y que ayuda a evidenciar el comportamiento de silla-nodo del equilibrio (K, 0).

5. Conclusiones. En este trabajo se ha analizado un sistema modificando el modelo de Volterra [2],
en el que se ha incorporado una funcién matemadtica para expresar el uso de refugio de las presas. El sistema
estudiado estd bien planteado y tiene sentido considerarlo un modelo ecoldgico [1] ya que existe una region
positivamente invariante y las soluciones son acotadas [29].

Ademais, el modelo previene la coexistencia de un gran nimero de depredadores con un nimero li-
mitado de presas en un mismo entorno: la competencia intraespecifica entre depredadores y el hecho que
éstos sean especialistas actian como mecanismos reguladores. Para cualquier combinacién de pardmetros
el modelo tiene siempre dos equilibrios sobre los ejes: (0,0) y (K, 0); y, en caso que p/K — ¢ sea positivo,
habrd un tnico punto de equilibrio positivo.

Notamos que no es posible la extincién de ambas especies, pues el punto de equilibrio (0, 0) es un punto
silla para toda combinacién de pardmetros. La poblacion de presas siempre sobrevive ya que los puntos de
equilibrio estables biolégicamente validos tienen absisa positiva. En cambio la poblacién de depredadores
puede estabilizarse en la coexistencia (en caso que haya un equilibrio positivo) o en la extincién.

En caso de haber coexistencia, el punto de equilibrio positivo (z., y.) resulta global asintéticamen-
te estable. Esto significa que independientemente de los tamafos poblacionales iniciales, el ecosistema
evolucionard, a largo plazo, hacia dicho equilibrio. Es importante mencionar que no son posibles los com-
portamientos oscilatorios debido a que el equilibrio positivo es siempre global asintdticamente estable. Por
ultimo, se produce una bifurcacién silla-nodo [30] cuando pK — ¢ = 0, y no se producen bifurcaciones de
otro tipo.
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Figura 4.3: Extincion de los depredadores para el sistema (2.1). Parar = 0,2, K = 1,4 =0,5,p =0,2,c =
0,4,y € = 0,4, se tiene que pK — ¢ < 0, por lo que el equilibrio (K, 0) es un punto global asintGticamente
estable. La linea rosa punteada representa la nulclina de las presas, y la naranja la de los depredadores. En
color azul aparecen las trayectorias del sistema. En color violeta aparece una trayectoria que pertenece al
cuarto cuadrante, y que ayuda a evidenciar el comportamiento de atractor del equilibrio (X, 0).

En base a los resultados obtenidos, el supuesto que el uso de refugio por parte de las presas como
una funcién del tamafio poblacional de los depredadores se ajusta a la visidn tradicional de que que este
comportamiento antidepredatorio en una interaccién depredador-presa tendria un efecto estabilizante en la
dindmica del modelo. Como el punto de equilibrio al interior del primer cuadrante es globalmente asintéti-
camente estable (gae), como en el modelo original de Volterra, entonces, no hay cambio en la estabilidad
de la interaccion.
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