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Abstract

In this work, the authors perturb the Euclidean plane with a constant vector field of the form
W = (0,¢e) with 0 < & < 1, which can be interpreted as wind currents affecting the movement of
ships in a constant unidirectional way. It is observed that the resulting perturbed norm, called the
e-Euclidean metric, which is non-reversible, is a Finsler metric. In this way, a new non-Euclidean
geometry is introduced. With this, the e-Euclidean distance is induced and defined. This new way
of measuring point-to-point distances can be interpreted, physically, as optimal travel time. Due
to the non-reversibility of the e-Euclidean metric, two types of circumferences are defined and
characterized. Distance formulas (or optimal travel time) from point to line, from line to point,
and from line to line are obtained, as well as a geometric construction technique for obtaining the
distance from a point to a parabola, which can be adapted to other curves that simulate the edge
of a beach. Examples and graphs are presented for a better understanding of the work.
Keywords . Finsler metric, e-euclidian metric, Zermelo navigation problem, non-euclidean geometry.

Resumen

En este trabajo, los autores perturban el plano euclidiano con un campo vectorial constante de
la forma W = (0,¢) con 0 < e < 1, el cual puede ser interpretado como corrientes de viento
afectando el movimiento de embarcaciones de manera unidireccional constante. Se observa que la
norma perturbada resultante, llamada e-métrica euclidiana, la cual es no reversible, es una métri-
ca Finsler. De esta forma, se introduce una nueva geometria no euclidiana. Con esta e-métrica
euclidiana se induce y se define la e-distancia euclidiana. Esta nueva forma de medir distancias
de punto a punto puede ser interpretada, fisicamente, como tiempo de viaje optimo. Debido a la
no reversibilidad de la e-métrica euclidiana, son definidas y caracterizadas dos tipos de circunfe-
rencias. Son obtenidas formulas de distancias (o tiempo de viaje optimo) de punto a recta, de recta
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a punto y de recta a recta, asi como también se presenta una técnica de construccion geométrica
para la obtencion de distancia de punto a pardbola, el cual puede ser adaptada a otras curvas que
simulan el borde de una playa. Ejemplos y grdficos son presentados para una mejor comprension
del trabajo.

Palabras clave. Métrica Finsler, e-métrica euclidiana, problema navegacional de Zermelo, Geometria
no euclidiana.

1. Introduction. La fisica moderna, en su busqueda por teorfas unificadas y comprension
profunda de la naturaleza, encuentra en la geometria no euclidiana un aliado fundamental. Sea en
la relatividad general, en la cosmologia o en otras 4reas. Estos modelos no euclidianos han sido
cruciales para describir fendmenos que desafian la intuicién y la geometria clésica.

Un ejemplo notable de geometria no euclidiana es la geometria Randers, utilizada para modelar
el tiempo de viaje de un barco en un escenario donde hay una fuerza externa, como la corriente de
viento. Este modelo es particularmente 1til en aplicaciones nduticas y meteoroldgicas, ofreciendo
una forma mads precisa de prever rutas y tiempos de viaje (véase por ejemplo [1] y [2]).

Las métricas Randers, son un caso particular de las métricas Finsler, y son definidas como la
suma de una métrica Riemanniana y una 1—forma. Las métricas Randers fueron primeramente
estudiadas por el fisico G. Randers en 1941 desde el punto de vista de relatividad general [3].
Tiempo después, estas métricas fueron aplicados a la teoria del microscopio electrénico por R.
S. Ingarden en 1957, quien los nombrd, por primera vez, métricas Randers. Desde entonces, las
métricas Randers vienen siendo usados para distintas areas del saber, como Biologia, Ecologia,
Fisica, etc.

Por otro lado, el problema de navegacion de Zermelo surgié en la mente del matemaético Ernst
Zermelo al presenciar la circunnavegacion de la Tierra por el dirigible “Graf Zeppelin” en agosto
de 1929. Zermelo considerd un campo vectorial definido en el plano euclidiano que describe la dis-
tribucién de los vientos como funcién de la posicion y el tiempo. Se plante6 entonces la siguiente
pregunta: ;cémo debe volar un dirigible o un avién, moviéndose a una velocidad constante contra
el viento, para alcanzar un punto dado ) desde un punto de partida dado P en el menor tiempo
posible? [4]

En [5], los autores describieron el problema de navegacion de Zermelo en variedades Rieman-
nianas y demostraron que la trayectoria con el tiempo de viaje mds corto es la geodésica de una
métrica Randers. Reciprocamente, demostraron de manera constructiva que toda métrica Randers
surge como solucién del problema de navegacién de Zermelo en algin paisaje Riemanniano bajo
la influencia de un viento apropiado.

Estudios interesantes sobre geometria bidimensional no euclidiana pueden ser encontrados en
[6,7, 8,9, 10, 11]. En contraste a estos trabajos, en este articulo estudiamos una métrica Randers
bidimensional que es obtenida por medio de una perturbacién de la geometria euclidiana por un
campo vectorial constante. Esto, motivado por un problema de navegacién, donde la corriente de
viento es unidireccional y constante.

Una métrica Finsler F' = F(z,y) sobre Q C R", donde z = (z1,...,2,) € Q, y =
(y1,-..,yn) € R™, es llamada proyectivamente plana, si todas sus geodésicas son lineas rectas.
Sabemos que una métrica Finsler F' = F(z,y) sobre Q C R? es proyectivamente plana si, y
solamente si, F' satisface la siguiente ecuacion de Hamel (ver pagina 22 en [12]),

OPF  O°F
0x20y;  Ox10ys

Para mayor profundidad sobre métricas Finsler se recomiendan [13, 14, 15, 16, 17].

En la Seccién 2 recordamos algunos resultados basicos para el buen desarrollo del trabajo. En
la Seccidn 3 obtenemos y definimos la e —métrica euclidiana, demostramos que sus geodésicas son
lineas rectas y luego obtenemos la e-distancia euclidiana. Con esto, definimos y caracterizamos
las circunferencias e —perturbadas, obtenemos férmulas de distancias de punto a recta, de recta a
punto y de recta a recta. En la Seccién 4 son usados métodos de geometria euclidiana para obtener
distancias de punto a pardbola y de punto a circunferencia.

(1.1)

2. Preliminares. Z. Shen en [18] expresa: “Metric spaces exist everywhere in our life”” (Los
espacios métricos estdn en toda parte de nuestras vidas). Esta afirmacién resalta la ubicuidad de
los espacios métricos en diversas areas del conocimiento y su aplicabilidad en miiltiples contextos.
Desde la fisica hasta la informética y la biologia, la estructura de los espacios métricos permite
analizar nociones de proximidad, convergencia y continuidad, proporcionando herramientas esen-
ciales en la modelizacién de fendmenos.

Matematicamente, un espacio métrico es un conjunto de puntos dotado de una métrica, una
funcién que determina la distancia entre pares de puntos. Esto permite cuantificar la separacién
entre elementos del espacio y proporciona una base para el andlisis de estructuras matemdticas en
distintos campos. M4s precisamente, tenemos

Definicion 2.1 (Ver p. 1 en [18]). Una métrica en un conjunto no vacio M es una funcién
d: M x M — R, de modo que satisface las siguientes propiedades
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(1) Para cualesquier p,q € M
d(p,q) > 0,

siendo que la igualdad solo se cumple para p = q;

(2) Para cualesquier p,q,r € M,
d(p,q) < d(p,r) +d(r,q).

Adicionalmente, si d tiene la siguiente reversibilidad,

(3) Para cualesquier pares de puntos p,q € M
d(p, q) = d(q, p),

entonces d es llamada métrica reversible.

Note que la Definicién 2.1 es diferente a la ya cldsica definicién de métrica dada por distintos
autores, como por ejemplo en [19]. Esta definicién se hace conveniente, pues deja clara la idea de
que la reversibilidad no es un requisito fundamental para medir distancia no euclidianas.

Definicién 2.2. Sea d una métrica cualquiera en R?. Decimos que una métrica d es invariante
por traslaciones, si para cualquier traslacién 7, : R? — R? definida por 7,(z) = x + p, donde

p € R?, se tenga

para todo &, € R2.
Definicion 2.3. Sea d una métrica cualquiera en R?. Decimos que una métrica d es invariante
por rotaciones, si para cualquier rotacién Ry : R? — R? definida por

Ro(€) = ( cost) —senf > €

senf cos@

donde 6§ € R, se tenga
d(Ro(§), Ro(n)) = d(&;n),

para todo &, € R?,
Ejemplo 2.1. Si consideramos el conjunto R? = {(z1, 72)|x1, 79 € R}. Dados P = (21, T2p)
y Q = (214, T24), las siguientes funciones:

dg(P,Q) = \/(xlp - xlq)2 + (w1p — xlq)27
ds(P, Q) = |r1p — 219 + [v1p — T14] Y
dy (P, Q) = méx {|z1p — 14, [21p — T14]} -

son métricas reversibles conocidas como métrica euclidiana, de suma y del maximo.

Un tratamiento interesante sobre la geometria de conicas considerando las métricas de suma y
del maximo son tratados en [0, 7].

Cabe destacar que R? tiene una estructura topolégica natural inducida por la métrica eucli-
diana, donde un conjunto es abierto si contiene una bola alrededor de cada uno de sus puntos.
Ademis, en el caso de R?, asi como cualquier R”, se sabe que este puede ser considerado como
espacio vectorial con la estructura de adicién y multiplicacién por escalares usuales. Con esto, para
el vector y = (y1,%2) € R? tenemos la definicién de norma euclidiana usual sobre R? dada por

lyl =1/ (y1)? + (12)2.

De manera general, la definicién de norma se extiende a espacios vectoriales:

Definicion 2.4. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Una norma es una funcién
Il - V' — R que satisface las siguientes propiedades para cualesquiera vectores u,v € V'y
escalar \:

1. ||u|| > 0, donde la igualdad solo ocurre si u = 0;
2. |Aull = Al ffull;
3. lu+ ol < Jull + v]l.
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es llamada norma.

Definicién 2.5 (Campo vectorial). Un campo vectorial en un subconjunto abierto €2 de R? es
una aplicaciéon W : Q € R? — R? que asocia a cada punto = € 2 un vector W (z) de R2.

Por simplicidad de notacién, de ahora en adelante el campo vectorial W (x) serd denotado por
Wy.
’ Definicién 2.6 (ver p. 104 em [20]). (Curva parametrizada diferenciable regular en R?) Una
curva parametrizada en R? es una aplicacién ¢ : I — R? definida en un intervalo I de R. Una
curva parametrizada ¢ es llamada diferenciable si ¢ es de clase C*, donde k = 1,2,..., esto
significa que cada coordenada de c es de clase C'*. Decimos que una curva parametrizada es suave
si es de clase C*, donde k = 1,2, . ... Una curva parametrizada diferenciable ¢ es llamada regular
en [ sic/(t) # (0,0) para todo ¢t € I. Una curva parametrizada c es dicha regular por partes si
existen t1,ta,...,t, € I tal que c|y, 4,,,| es regularen |¢;, ;11[, paracadai =1,...,n — 1.

Para la siguiente definicién, consideremos que la curva sea, por lo menos, de clase C'.

Definicion 2.7. Sea c : [a, b] — R? una curva parametrizada regular de clase C*. La longitud
de arco de ¢, denotado por L(c), es definida por:

b
£(¢) :/ (7)) dr.

Para cualquier par de pontos P, Q € R?, definimos la distancia euclidiana usual de P a ) como:

Cabe mencionar que la definicién de la distancia dada encima es una simplificacién o conse-
cuencia de la siguiente definicion alternativa:

d(P,Q) = inf. L(c), (2.1)
donde el infimo es tomado sobre el conjunto de todas las curvas regulares por partes c tales que
¢(a) = P e c(b) = Q. La simplificacién se debe al hecho de que el infimo en (2.1) es alcanzado
por cualquier recta c(t), en particular, pudiendo ser considerado c(t) = tQ + (1 — t) P.

2.1. Métricas Finsler. Aunque una métrica Finsler F' es una funcién definida sobre el fibra-
do tangente 7'M de una variedad diferenciable M, para fines didacticos, y siguiendo el espiritu
de diseminar la geometria Finsler en la graduacién, en este trabajo presentamos una definicién
simplificada de una métrica Finsler en un subconjunto abierto {2 de R". Intuitivamente, podemos
pensar en una métrica Finsler como una generalizacién de norma definida sobre el espacio tangente
T, M para cada x € M. Para un tratamiento mas completo de las métricas Finsler en variedades
diferenciables, remitimos a [12, 18, 21].

Definicion 2.8. La funcién F' : Q x R® — R, donde Q C R", se denomina métrica Finsler
sobre (), siparax € Q ey € R™, F satisface las siguientes propiedades:

1. F(z,y)es C* paratodox € Qey # 0;
2. F(z,y) > 0, paratodo x € Qey # 0;
3. F(z,\y) = AF(z,y), donde A es cualquier niimero real positivo;
4. La matriz Hessiana de %F 2, denotada por [g;;],
1 §?F?
95 = 305y

es definida positiva.

Ejemplo 2.2. Sean 2 = (z1,72) € 2 C R2e y = (y1,y2) € R2. Las siguientes métricas son
métricas Finsler conocidas:

1. Métrica Euclidiana canénica sobre ) = R2

F(z,y) =yl = \/vi + v3;

2. Métrica Riemanniana sobre Q) C R?2

Fa,y) = Jon(@)y? + [ara(2) + a ()]s + az(2)s3,

donde a;;(x) son funciones diferenciables que definen una matriz simétrica y definida
positiva [a;;(z)] para todo z € € .
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3. Meétrica Randers sobre ) C R?

F(z,y) =a(z,y) + B(z,y)
= \/an(x)y% + [a12(x) + a21(2)]y1y2 + agz(2)y3 + b1 (z)y1 + ba(x)yo,

donde a;;(x) y bi(x) son funciones diferenciables tales que la matriz [a;;(x)] es simétrica
y definida positiva y b;(x) satisfacen

\/all(ﬂﬁ)[bl(l”)]2 + [a'?(z) + a?! (z)]b1(z)b2 () + a**(z) [b2(2)]* < 1,
donde [a% (x)] = [a;;(z)] L.

2.2. Problema de navegacion de Zermelo. Es importante destacar que cualquier problema
de navegacién de Zermelo en  C R? (incluyendo dominios m4s generales como variedades
diferenciables) da lugar a una métrica Randers en {2 (o dominios mds generales). Ademads, toda
métrica de Randers se origina de un problema de navegacién de Zermelo (ver [5, 22] y el Capitulo
2 en [21]).

En esta seccion, exploraremos las métricas de Randers derivadas del problema de navegacién
de Zermelo modelado en un subconjunto abierto €2 de R2.

Supongamos que un barco es impulsado por una fuerza interna (como la fuerza de un motor)

con un vector de velocidad U, de longitud constante, |U,| = 1. Sin un vector de velocidad externo,
las trayectorias mds cortas son lineas rectas. En este caso, la longitud de un segmento de recta

corresponde exactamente al tiempo de viaje del barco. Especificamente, si ¢ : [0,¢] — R? es el
vector de posicién del barco, tal que %c(t) = Uq(t) (un vector de velocidad unitaria), entonces:

t t
/ | (1)|dT = / ldr =t.
0 0

Ahora, supongamos que existe un vector de velocidad externo W,, como el generado por el
viento, con |WW,,| < 1. Esta condicién asegura que el barco pueda moverse en todas las direcciones.
El resultante de estos vectores velocidad 1), = U, + W, , proporciona la direccién y la velocidad
del barco en el punto = € (2 (ver Figura 2.1). Una vez que se elige el vector de velocidad interno
U, con |U,| = 1, tenemos:

|Tz - W$’ = ’Ux‘ =1 (2.2)

Figura 2.1: Problema de navegacién de Zermelo.

Para cualquier vector 3, € R?, existe (ver Figura 2.2) una tnica solucién F' = F(z,y;) > 0
a la siguiente ecuacion:

— Wy =1. (2.3)

‘ Yo
F(x, yx)
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Figura 2.2: Existencia de F'.

Ahora derivaremos una expresion para la funcién F' = F'(z,y, ). Para simplificar la notacién,
omitiremos el subindice = de y, y W, en lo que sigue. Elevando al cuadrado ambos lados de la
Ecuacioén (2.3) y expandiendo la norma al cuadrado, obtenemos:

w2y, W) 2
WL _ o\ ) —1.
o W

Multiplicando ambos lados de la igualdad anterior por F'2, tenemos:
(1= [WP)E? +2(y, W)F — |y* = 0.
Esta ultima igualdad es una ecuacién cuadratica, cuyas raices estdn dadas por:

W) VW) + PO - W)
1= W[ 1— w2 '

F:

Abhora, dado que:

V)2 21— (W) > [(W,9)] > (W),

La igualdad se cumple si y solo si ¥ = 0. Por lo tanto, siempre habra una raiz positiva y una
raiz no positiva, asegurando que F’ > 0 para todo y # 0. Por lo tanto, obtenemos:

p_ VIVPP PO WP (W)
N LW L WE

2.4)

Para W con |IW| < 1 puede ser mostrado que F' es una métrica Finsler, y més que esto, F' es una
métrica Randers (ver seccion 2.2 en [21]).

Observacion 2.1 (Tiempo de viaje y métrica Finsler F'). Considerando y, = T, en (2.3) y
compardndola con (2.2) obtenemos:

F(z,T,) = 1. 2.5)

En (2.5), si ¢ : [0,f9] — €2 es una curva regular con ¢/(t) = T, entonces la longitud de arco
Lr(c) de c es igual al tiempo de viaje del objeto a lo largo de c. De hecho:

to tO
Lp(c)= / F(c(7), To(ry)dr = / ldt = ty.
0 0
Por lo tanto, en presencia de una fuerza externa W, la biisqueda de las trayectorias mas cortas
ya no se realiza en la métrica euclidiana, sino en la métrica F'.

3. Espacio euclidiano perturbado por el campo W = (0,¢). En (2.4) considerando el
campo vectorial constante W = W, = (0, ¢) (ver Figura 3.1) tenemos,
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W, = (0,¢)

Figura 3.1: Campo vectorial W,, = (0, ¢).

Definicién 3.1. Seanc € Rcon 0 < € < 1,y y € R2. Definimos la e-métrica euclidiana F.
por

V(1 =2y +y2 — ey
Fo(z,y) = ( &;22 = (3.1)

Observacion 3.1. Note que F. no depende de z. Por simplicidad, denotaremos (3.1) por
Fe(y) = Fe(z,y). _

Dos curvas regulares ¢ : I — R%2y ¢ : I — R? son llamadas equivalentes si existe una
aplicacion diferenciable por partes ¢ : [ — I tal que ¢'(¢t) > 0y ¢(¢(t)) = c(t), Vit € [ti—1,t:]-

Una curva C regular en R? es definida como una clase de equivalencia de curvas regulares
en R2. Podemos extender esta definicién para curvas regulares por partes de manera natural. Por
simplicidad, no distinguiremos C'y ¢ = ¢(t), a menos que sea necesario. Dada una curva regular
(representada por) ¢ : I = [a,b] — Q, sureversoc_ : I — Q es definido por c_(t) := c(b+a—t).
Entonces la clase representada por c_ es distinta de la clase que representa c.

Estas definiciones nos llevan a tener en consideracion la orientacién de las curvas. En otra
palabras, todas las curvas serdan orientadas. Esto tiene sentido si pensamos en problemas de Nave-
gacion, que exige escoger una direccidn y sentido.

Definicion 3.2. [e—longitud de arco] Sea C' una curva regular por partes C'*° de P a () repre-
sentada por ¢ = ¢(t) = (c1(t), ca(t)) con ¢(a) = P e c(b) = Q. La e—longitud de arco de C' es
definida por:

donde F; es la funcién definida en la Definicién 3.1. Asi de (3.1) tenemos

b
L0 = =22 [ [VO= @7+ (G0 - 0| an 62)

Vamos mostrar que £(C') estd bien definida. Suponga que ¢ : [EL, ] — R? es equivalente a la
curva ¢, entonces existe ¢ tal que ¢’ > 0,1 = ¢(t) cona = ¢(a) y b = ¢(b). Asi

dt = ¢'(t)dt, ()= @®)¢'(t).

y por tanto, por propiedad 3. en Definicion 2.8, tenemos

b b B
| Rana = [ R @0 ) a
b
- [ RE®@ O
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Ahora podemos definir distancia: la distancia e-euclidiana perturbada de un punto a otro es
el menor de las longitudes de arco de todas las curvas C' que parten en P y terminan en Q).

d-(P,Q) := inf L(C). (3.3)

3.1. Geodésicas en espacios Finsler. Una curva c(t) = (c1(t), ca(t)) en Q C R? es llamada
geodésica de F si satisface el siguiente sistema

Ty 1o (C(t% dc(t)> =9

dt? dt

donde, los llamados coeficientes geodésicos G = G(x,y) de la métrica Finsler F' son definidas
por

1.
G i= 10" {[Farptt — P2}
Ejemplo 3.1 (Ejemplo 2.3.1 en [21]).
Sea F(z,y) = v/a11(x)y? + [a12(x) + a21(2)]y1y2 + az2(2)y3 una métrica Riemanniana sobre
) C R?, entonces los coeficientes geodésicos G; son dados por

1 .
G' = 5F§k($)y3y’“,

donde,

i 1Ly g1 99g;i 0g;i
k() = 29 () w(fﬂ) + W(Q?) - W(ﬂf) ,

son los conocidos simbolos de Christoffel. Observe que para una métrica Riemanniana, los coefi-
cientes geodésicos G* = %F; k(:c)yj yk son cuadraticos en y € T,€). En general, esta propiedad no
es satisfecha por métricas Finsler.

En [23] los autores mostraron que las geodésicas de métricas Randers son los caminos que
minimizan el tiempo de viaje de un punto a otro en una variedad riemanniana.

El Cuarto Problema de Hilbert [24] presentado por David Hilbert en el Congreso Internacional
de Matematicos de 1900, es un problema fundamental en la geometria que, en su formulacién
general, pide la construccidn y el estudio de todas las geometrias en las que las lineas rectas son las
geodésicas (los caminos mas cortos entre dos puntos). El caso regular de este problema consiste
en estudiar y caracterizar las métricas de Finsler en un dominio abierto 2 C R" cuyas geodésicas
sean lineas rectas. Las métricas Finsler con esta propiedad se denominan métricas proyectivamente
planas (projectively flat). En particular, en el caso bidimensional, se sabe que una métrica Finsler
F = F(x,y) sobre Q C R? es proyectivamente plana si, y solamente si, F' satisface la ecuacién
de Hamel (1.1).

Teorema 3.1. Sea ¢ € R con 0 < ¢ < 1. Dados dos puntos P,Q € R?, la distancia e-
euclidiana perturbada (o tiempo de viaje considerando velocidad externa W = (0,¢)) desde P
hasta @ es dada por

VIIQ =PI 2 [m(Q — P)? — ema(Q — P)
ds(P ) Q) = 1 — g2 )
donde 71, T3 : R? — R son las proyecciones sobre la primera y segunda coordenada respectiva-
mente. Es decir, 7;(z1,22) = x;, ©=1,2.

Demostracion: Note que esta métrica Finsler F. no depende de la posicion x = (x1, x2). Esto
lo convierte, por causa de la ecuacién de Hamel, en una métrica proyectivamente plana. Con esto,
la distancia (3.3) es alcanzada por la curva c¢(t) = P + t(QQ — P). Considerando P = (p1,p2) y
Q@ = (q1, q2) y substituyendo ¢/(t) = @ — P en la férmula de longitud de arco (3.2), tenemos

1
d.(P,Q) = inf. Zn(c) = /0 Fu(e(t), ¢ (1)) dt

_ /1 V(=€) (a1 —p1)? + (g2 — p2)® — (g2 — p2) &
0

1—¢?
_ V(A=) (@ —p1)? + (g2 — p2)? — (a2 — p2)
1—g2 '
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3.2. Propiedades. Para 0 < £ < 1 tenemos:

1. d. no es reversible, pues, para g # po,

_ _ - . 2 - B
ds(RQ):mQ P2 — e2[m(Q— P)P — ema(Q — P)

1 —¢e2
Q-PI? - [m(Q-P) +em(Q - P
#m I 8[1(_52 Phem@-P) oo

2. d. es invariante por traslaciones, pues considerando 74 (z) = x + A, con A € R?. Enton-
ces,

:\/||(Q+A) —(P+ AP =2 [m((Q+A) - (P+A)f —em((Q+ A) — (P+ A4))

1— g2

:ds(P: Q)

3. d. no es invariante por rotaciones. Es suficiente mostrar que

d- (R (0,0),R=(1,0)) # d- ((0.0),(1,0)).

De hecho,

1
1+4¢

d. (R (0,0),R=(1,0)) = d. ((0,0),(0,1)) =

)

1

ds((()?o)a (170)) = \/ﬁ

3.3. Sobre c—circunferencias. A continuacion, son caracterizados todos los puntos del plano

tales que las distancias con un punto fijo son constantes. Esto puede ser interpretado como la
busqueda de puntos tales que el tiempo de viaje sea el mismo. Como d. no es reversible, conside-
ramos dos interpretaciones de circunferencias.

Definicién 3.3. Dados C un punto en R? y 7 un niimero real positivo, la circunferencia de

centro C'y radio r es definida como siendo el conjunto formado por todos los puntos X € R? tales
que satisfacen una de las siguientes propiedades:

Ci: d(C,X) =13 Co: do(X,C) =.

El conjunto de pontos verificando la propiedad (Ci) es llamada circunferencia tipo k, donde

k = 1, 2; denotaremos ese conjunto por C[C’; r].

Note que, por el Teorema 3.1, tenemos

X —Cl2=e2[m(X —O)*+ (=1)remy(X — C
xeaion o VIE=Cl Zn(X—OP+ (fersx=0)

Teorema 3.2. Las circunferencias e —perturbadas tipo k de centro C' = (cy, ¢2) y radio r > 0,

donde k£ = 1,2, son caracterizadas por circunferencias euclidianas. Mdas especificamente, X =
(1, x2) € C[C; 1] si, y solamente si,

2
(:L'l — 61)2 + (l’g — C2 + (—1)k€7°) = 72,
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Demostracion: Como la distancia e-perturbada es invariante por traslaciones, basta considerar
C =0 = (0,0). Luego,

X = (z1,22) € Cx|O;71] <= (1*52)96?141:2%;(—1)’6% _

— (1—-e)a?+23=((1-e})r— (—1)Fexs)?
= 22+ 23+ 2(—1)Frexy = (1 - 2)r?

= i+ (v + (—1)Fer)? =12

Observe que en la segunda equivalencia fue usado el hecho de que d.(O, X),d.(X,0) > 0 para
cualquier X € R2. 0

Observacion 3.2. Concluimos que las circunferencias Ci,[C'; 7] son circunferencias euclidianas
trasladadas. Por ejemplo, la circunferencia tipo 1 de centro C' = (0, 0) y radio r, nada mds es una
circunferencia euclidiana de centro C' = (0,er) y radio r. Esto puede ser interpretado como si la

corriente de viento W = (0, €) empujase la circunferencia de radio r a una proporcién de er. (ver
Figuras 3.2a - 3.2b)

(@) C1[C5r]. (b) C2[C; 7]

Figura 3.2: Distancias e-perturbadas de punto a recta.

3.4. Distancia de punto a recta. Continuando, calcularemos el tiempo y la trayectoria de
viaje que un barco puede optar por recorrer si quiere optimizar el viaje de un punto a una playa
rectilinea.

Definicion 3.4. Las distancias e —perturbadas, d-(P, s), del punto P a la recta s y d.(s, P),
de la recta s al punto P, son definidas, respectivamente, por:

d-(P,s) :== min{d.(P, P"); P' € s} e d.(s,P):=min{d.(P',P); P’ € s}.
Decimos que el punto Px € s realiza la distancia e-perturbada de P hasta s o de s hasta P, si

d:(P, Px) = d.(P,s) o d.(Px, P) = d.(s, P).

La obtencion de las formulas de distancias d. (P, s) y d.(s, P), serd necesario dividirlo en dos
casos.
Proposicién 3.1. Sean 0 < ¢ < 1, P = (p1,p2) € R? ylarecta, s : 1 = c entonces

d-(P,s) =dc(s,P) = |c — p1],
y los puntos donde se alcanzan estas distancias son

Px = (Cyp2 + €|C|)7 para dE(Pa 5)
(Cap2 _E‘C’)7 para da(S,P).
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Demostracion: Como d. es invariante por traslaciones, podemos considerar P = (0,0) y la recta
vertical 8’ : Ty =¢=c—p;1 .

Para el caso, d.(P, s), la distancia f = f(y) desde P hasta cualquier punto de la recta s’, por
Teorema 3.2, estd dada implicitamente por la ecuacion:

@2+ (y—ef)* = 1% (3.4)

Derivando implicitamente la ecuacién (3.4) en relacién a y, dos veces, tenemos,
(y—eNHl—cf)=ff, (3.5)
(L—ef'y —ely—eNf" =+ 11" (3.6)
Si f'(yo) = 0, de (3.5) y (3.4) tenemos yo = £f(yo) y f(yo) = |¢|. Por (3.6), garantizamos que
Yo = €|¢| minimiza f. Para el caso d.(s, P) el andlisis es andlogo al anterior. O

Ejemplo 3.2. Considerando P = (0,0), s : # = 2 e s’ : © = —2 tenemos que

da(Pv S) = da((ov 0)7 (27 25))) =2,
de(s, P) = d:((2, —2¢),(0,0))) = 2.

Por otro lado (ver Figura 3.3),

de(P7 Sl) = da((O, 0)7 (_27 25))) =2,
ds(slv P) = dE((_27 _2€)¢ (Oa 0))) =2
// \\ // \\
I/ \\ I/ P~_d. = |c| \\ ¢
II ! ! \
| ol 1 ° ® Px = (¢, —¢lc|)
} [ a—jg = \ ;
\ ! \ /
\ ,I \\ /
\\\ P // c \\\ ////

Figura 3.3: Distancias e-perturbadas de punto a recta y viceversa.

Para obtener las distancias d. (P, s) e d-(s, P), donde s no es vertical, usamos nuevamente los
criterios de primera y segunda derivada.

Teorema 3.3. Sean 0 < & < 1, P = (p1,p2) € R2 y larecta s : x2 = ma; + n entonces

7|
d P,S = )
(P.5) V14 m? +esgn(n)
de(s, P) = ‘n‘

V1+m?2 —esgn(n)’

donde n = mp; + n — p2. En particular, si € = 0, (el campo externo es nulo) tenemos la distancia
euclidiana usual entre punto y recta.

Demostracion: La prueba es para el caso d.(P, s), pues el caso d.(s, P), es andlogo. Como
d. es invariante por traslaciones, podemos considerar P = (0,0) y s’ : Ty = mZ1 + 71, con
n = mp1 + n — pa. Procediendo como en el caso anterior, la funcién f = f(z) a minimizar estd
dada implicitamente por

22+ (mx+n—cf)? = f2 (3.7)
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Derivando implicitamente la ecuacién (3.7), dos veces, en relacion a x, tenemos

t+(m—cef)mz+n—cf)=ff (3.8)
1+ m—cef )2 —cf'(me+n—cf)=f?+ff" (3.9)

Luego, si o minimiza f, entonces de (3.8) y (3.7) tenemos

_ m(ef(xo) —7)

T m? (3.10)
y
- 2
n—ef(x
F2(ag) = L)) : f;;})) . (3.11)
Ahora, por diferencia de cuadrados, de (3.11), tenemos,
—n__ sin>0
f($0) — V1dm2+e’ (3 12)
ﬁ, sin < 0 ’
de (3.10), (3.12) en (3.9) tenemos que efectivamente, f(xg) dado por (3.12) es minimo. [l

Observacion 3.3. Note que sgn(72) = 1 significa que mp;+n > po, lo cual puede interpretarse
como que la recta s estd por encima del punto P. Del mismo modo, sgn(nz) = —1 significa que la
recta s esta abajo del punto P.

Observacion 3.4. De (3.10), el punto donde se alcanza la distancia d. (P, s) es dado por P* =
(29, ma{ +n) + P, donde,

e ()
L7 14 m2 V1+m?+ esgn(n)

Analogamente, el punto donde se alcanza la distancia d. (s, P) es dado por P* = (29, ma¥ +n) +
P, donde,

g0 M (_ e|n| _ﬁ>'
Pl +m? V1+m? —esgn(n)

El siguiente corolario sigue como consecuencia de la Proposiciéon 3.1 y del Teorema 3.3 pre-
viamente demostrados.

Corolario 3.1. Sean el punto P = (p1,p2) y larecta s : ax; + bza + ¢ = 0, entonces

du(P.s) = lap1 + bpa + |
e\ Va2 + b2 —¢eb sgn(api + bpa + C>7
b
d.(s. P) = ‘ap1 + Op2 + C‘

Va2 + b2 + ebsgn(ap, + bpa + ¢)

Ejemplo 3.3. Considerando P = (0,0), s : 2x +2y —3=0ye = % por el Corolario 3.1y
la Observacién 3.4, tenemos (ver Figura 3.4a),

d-(P,s) = d:((0,0),(0.55,0.95)) = 0.78.
Por otro lado (ver Figura 3.4b),

d.(s, P) = d.((1.16,0.34), (0,0)) = 1.64.
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(a) d-(P,s) = 0.78. (b) de(s, P) = 1.64.
Figura 3.4: Distancias e-perturbadas de punto a recta y viceversa.

3.5. Distancia entre retas. A continuacion, calcularemos el tiempo y la trayectoria de viaje
que un barco puede seguir si desea optimizar el recorrido de una playa a otra.

Definicién 3.5. Sean s y s5 dos rectas cualesquiera en R?. Definimos la e-distancia euclidiana
de s1 a s9 como:

d-(s1,82) =inf {d.(P,Q) : P € s1,Q € s2}.
De la definicién, concluimos que si las rectas s; y so se interceptan, entonces d.(s1, s2) = 0. Por
otro lado, tenemos el siguiente teorema,

Teorema 3.4. Sean las rectas paralelas s1, so C R? dadas por s; : axy +bxa+cp =0y
89 :axy + bre + co = 0, con ¢; # co. Entonces la e-distancia de s; hasta so estd dada por:

[co — 1

d.(s1,89) = .
(51, 52) va? +b? —ebsgn(ca — c1)

Demostracion: Sea (x),29) € s1, un punto arbitrario en la recta, s, entonces, por el Corolario

3.1, tenemos,

—c

—_——~
0 0
+ bxy +c2
d x07x078 _ | azy 2 '
(a1, 73), 52) Va2 + b2 — ebsgn(azx) + b +cz)
N——

—C

(|
Ejemplo 3.4. Considerando las rectas s; : « +y = 0y s2 : 2 + 2y — 3 = 0. Por el Teorema
3.4, tememos,
ds(sl, 82) ~ 0.62.

P = (0.44, 1.06) P = (0.44, 1.06)

(@) d=(s1, 52). (b) de(s2, 51).

Figura 3.5: e-distancia de recta a recta.
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4. Distancia de punto a curva. En las secciones anteriores se supuso que la playa o el muelle
tiene forma rectilinea. En la presente seccion, hallaremos las rutas y tiempos de viajes 6ptimos de
una embarcacion que parte de un punto para una playa curva. Para enfatizar la geometrizacion de
un problema fisico, usaremos construcciones geométricas para construir puntos en el eje vertical
Oz tal que sea posible calcular la distancia de este punto a una curva. Como ejemplo practico
usaremos la curva dada por parte de una pardbola, siendo que esta técnica puede ser adaptada para
otras curvas como gréafico de funciones diferenciables:

4.1. Distancia de punto a parabola. Por Teorema 3.2 y la Observacion 3.2, la bisqueda de
distancias puede ser construida usando construcciones geométricas euclidianas (ver ejemplos 4.1
y 4.2):

Sea P : g = a(x; — b)? + ¢, con a,b,c > 0,y 1 < b parte de una pardbola. Dado
Px = (2, 29) un punto sobre P. El objetivo es obtener un punto P sobre el eje Oxy de tal forma
que

d-(P,P) = d.(P, Px).

Paso 1. Trazamos la recta perpendicular a P pasando por Px

1 0

. 0 _
L: T2 — Ty = 7m(ﬂfl *.fl?l).

Paso 2. Obtenemos la interseccion de la recta L con el eje Oxa:

A=(0 xi?%-:z:o
-\ 2a(2) - b) 2]

Paso 3. Obtenemos la distancia euclidiana r entre A y Px, el cual, por Observacion 3.2, coin-
cide con d. (P, Px),

(9)?

r=d.(P,Px) =d.(P,P) = \/(%?)2 + 12(20 — b2

Paso 4. Obtenemos el punto P trasladando A por A — (0,¢er)

P=1{0 7‘%? + 29 — ey [ (29)2 + 7@?)2
"2a(x9 —b)  ? ! 4a2(2) —b)2 |-

Observacion 4.1.

1. Analogamente se puede obtener P’, para el caso d.(P, P’), haciendo la traslacion A +
(0,er), como se observa en la Figura 4.2.

2. Puede ser verficado que efectivamente, el punto P obtenido en paso 4 satisface la igualdad

dada en el paso 3. En efecto, denotando r = \/ (29)2 + %, tenemos,

2 2 20
PP = V L Cre = R IR G =)

[ 0
_ r2—2 Erox? + = (59)2 —¢eler— 7:%1
1—¢e? 2a(z§ —b) = 4a?(x] — b)? 2a(zy — b)

3. Como consecuencia de la obtencién del punto P en el paso 4, podemos resolver  de la
ecuacion

0

0y2
1 + a(x[l) — b)2 +c— 5\/(w?)2 + (1) =0,

2a(xY —b) 4a2(29 — b)2

para obtener el punto en la pardbola P* (ver Ejemplo 4.2) tal que,

da((ov 0)77)) = de((070)7 P*)
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Ejemplo 4.1. Considerando ¢ = 1, la pardbola P : 25 = (21 —2)>+ 1y 29 = 1, de los pasos
2y 3, tenemos A = (0,1.5) y r &~ 1.12, concluyendo que,

d. ((0,0.94),P) ~ 1.12,

y por la Observacién 4.1,

d(P, (0,2.06)) ~ 1.12.

-1 0 1 2

Figura 4.1: Distancia punto - pardbola.

En el siguiente ejemplo, consideramos apropiado emplear métodos de resolucién numérica pa-
ra abordar una ecuacion no lineal mediante wxMaxima 21.04, un sistema de dlgebra computacional
(CAS) de cédigo abierto que integra capacidades simbdlicas y numéricas.

Ejemplo 4.2. Considerando ¢ = % y la pardbola P : 292 = (21 — 2)? + 1. A diferencia del
ejemplo anterior, podemos hacer uso de softwares matematicos, como por ejemplo el software libre
wxMaxima (ver Seccién 4.2), para aproximar z§ dado un punto P. As{ por ejemplo, si P = (0,0)
en el paso 4, tendremos que z{ ~ 1.2448356, (ver Figura 4.2), luego,

d. (P,P) =~ d. ((0,0), (1.2448356, 1.5702733)) = 1.4929655.
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Figura 4.2: Distancia punto - pardbola.

4.2. Metodologia usada en wxMaxima 21.04. El algoritmo del método de Newton-Raphson
se implement6 mediante el paquete newtonl de wxMaxima. El cédigo estructurado fue:

Cédigo 1: Implementacion del método de Newton en wxMaxima.

load (newtonl) $ (* Carga del médulo numérico =)

* Definicidn de pardmetros =)

(

a: 1$

b: 28

c: 18

€: 1/2$

(+ Funcidén a resolver: x)

f(x) = x/(2%a*(x — b)) + a*x(x — b) "2 + ¢ - exx*sqgqrt(l + 1/ (4*a"2x(x -
b)~2))$

(* Aplicacidn del método de Newton con x_0 = -1 y tolerancia 107 {-2} «x)

resultado:

newton (f(x), x, -1, le-2)$

1.2448355935008932

Explicacion del Flujo de Trabajo.
1. Carga de Herramientas: El médulo newtonl1 proporciona la funcién newton() para re-
solver ecuaciones no lineales numéricamente.

2. Parametros Fijos: Los valoresa = 1,b = 2,¢ = 1, y ¢ = 0.5 se definen como constantes
del modelo.

3. Funcién Objetivo: La ecuacion original

$9 0 (x?)2

maGa =1y 4 P gy e = O donde = el m0 e

se reescribe en formato computacional, evitando ambigiiedades en la priorizacién de ope-
radores.
4. Configuracion del Método:

e Punto inicial: xg = —1 (seleccionado mediante anélisis preliminar de la curva).

e Tolerancia: 1072, para garantizar un error absoluto controlado.
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Observacién 4.2. Sean la pardbola P : y = a(x — b)? + ¢y el punto P = (1, x2), con
x1 < b. Por la propiedad de d. ser invariante por traslaciones tenemos,

da(P7 P) = da((07 0))77))7

donde, P :y=a(x —b)?>+¢ b=b—1x1, Cc=c—1y.
Entonces, por la Observacion 4.1 (item 3), calcular d.(P,P) se reduce a resolver x en la
sigueinte ecuacion

x - _ (2)? _
2a(z —T) +a(r—b)*+c—ey/(2)2+ Py e

5. Conclusiones. En este articulo introducimos y estudiamos una nueva forma de medir dis-
tancias que no es euclidiana. Esta nueva forma de medir distancias, llamada e —métrica euclidiana,
estd directamente relacionada al tiempo de viaje éptimo de un barco navegando en una laguna don-
de existen corrientes de viento constantes modelado por el campo vectorial constante W = (0, ¢).
A diferencia de la geometria euclidiana, esta nueva geometria generada por la e — métrica euclidia-
na no es reversible, lo que puede ser interpretado como que el tiempo de viaje de un punto a otro
no es simétrico, pues la corriente de viento puede ayudar o retrasar la navegacién de un barco.

La no reversibilidad de la métrica ha llevado a la definicidn y caracterizacion de dos tipos de
circunferencias, lo cual ha sido fundamental para obtener férmulas explicitas de distancias entre
puntos y rectas, asi como entre rectas. Estas formulas proporcionan herramientas analiticas para el
célculo de tiempos de viaje 6ptimos en diversos escenarios, como la navegacién de embarcaciones
en presencia de corrientes de viento.

Adicionalmente, se ha presentado una técnica de construccién geométrica para calcular la
distancia de un punto a una paribola, la cual puede ser adaptada a otras curvas que modelan el
borde de una playa. Esta técnica geométrica ofrece una alternativa visual y complementaria a los
métodos analiticos, facilitando la comprension y aplicacién de los resultados obtenidos.

Todas las figuras en el presente trabajo fueron creadas con ayuda del software libre GeoGebra
Classic 5.2 (http://www.geogebra.org/).
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