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Abstract

The theory of pullback attractors constitutes an important tool to interpret the dynamics of physical,
biological or engineering phenomena, as it addresses the study of the asymptotic behavior of non-
autonomous dynamic systems, where differential equations explicitly depend on time. The objective
of this article seeks to synthesize recent advances, present some general techniques such as the
energy estimations or asymptotic compactness. This work stick out the importance of pullback
attractors to model systems with variable coefficients, memory, delays or in non-cylindrical domains
and also points out some challenges such as extension to stochastic systems or complex geometries.

Keywords . Dynamic system, pullback attractor, energy estimations, dissipativeness, asymptotic com-
pactness.

Resumen

La teoria de atractores pullback constituye una herramienta importante para interpretar la dindmi-
ca de fenémenos Fisicos, Biologicos o de Ingenieria, pues abordan el estudio del comportamiento
asintético de sistemas dindmicos no autonomos, donde las ecuaciones diferenciales dependen de
forma explicita del tiempo. El objetivo de este articulo busca sintetizar avances recientes, presen-
tar algunas técnicas generales como las estimaciones de energia o la compacidad asintotica. Este
trabajo resalta la importancia de los atractores pullback para modelar sistemas con coeficientes
variables, memoria, retardos o en dominios no cilindricos y también seriala algunos desafios como
la extension a sistemas estocdsticos o geometrias complejas.

Palabras clave. Sistema dindmico, atractor pullback, estimaciones de energia, disipatividad, compacidad
asintdtica.

1. Introduccion. Los sistemas dindmicos no auténomos representan una generalizacién de
modelos descritos por ecuaciones diferenciales cuya evolucién dependen de forma explicita del
tiempo. Esta estructura se presenta de forma natural en estudios de diversos fenémenos como fisi-
cos, bioldgicos y de ingenieria donde las fuerzas externas, pardmetros o condiciones de frontera
varian con el tiempo.

A diferencia de los sistemas dindmicos auténomos donde el comportamiento de la dindmica
se centra en el atractor global invariante, los sistemas dindmicos no auténomos requieren de he-
rramientas mds avanzadas para describir su comportamiento asintético. En ese contexto, los atrac-
tores pullback representan herramientas que permiten describir la evolucién del sistema mediante
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conjuntos compactos e invariantes que atraen soluciones, cuya explicacién se fundamenta con las
definiciones, propiedades y condiciones establecidas por Carvalho et al. [1].

El estudio de los atractores pullback ha experimentado un desarrollo significativo en las dltimas
décadas, impulsado por la necesidad de analizar sistemas con coeficientes variables, términos no
auténomos y retardos.

En 2013, Conti et al. [2] investigaron atractores para procesos en espacios dependientes del
tiempo, aplicando los resultados a ecuaciones de onda semilineales amortiguadas con velocidad de
propagacién variable, demostrando que, bajo condiciones adecuadas de disipacién y crecimiento no
lineal, es posible construir una familia de conjuntos compactos que atraen soluciones en un sentido
“pullback”, es decir, considerando datos iniciales en tiempos cada vez mds remotos.

Luego, en 2014, Conti y Pata [3] profundizaron al estudiar la estructura asintética de los atracto-
res pullback, mostrando su convergencia hacia el atractor global para la ecuacién parabdlica cuando
el tiempo tiende al infinito, lo cual sent6 las bases para entender cdmo los atractores pullback pue-
den heredar propiedades de sistemas auténomos asociados, algo que se ha retomado incluso en
estudios mas recientes.

En 2016, Ma et al. [4] extendieron los resultados de Conti a ecuaciones de reaccidon-difusion
no clésicas con términos de forzamiento menos regulares, demostrando la existencia de atractores
pullback en espacios dindmicos definidos mediante normas dependientes del tiempo. Su enfoque
combiné estimaciones de energia con técnicas de descomposicién de soluciones, separando el pro-
ceso en una parte contractiva y otra compacta, lo que permitié probar la compacidad asintética
necesaria para la existencia del atractor.

Un afio después, Meng y Liu [5] establecieron condiciones necesarias y suficientes para la
existencia de atractores pullback en ecuaciones de onda no lineales con coeficientes dependientes
del tiempo. Su trabajo introdujo la llamada condicién ”C}”, la cual consiste en asegurar que la
evolucion del sistema, a medida que se retrocede en el tiempo, puede aproximarse arbitrariamente
bien por elementos en un subespacio de dimension finita, esto garantiza la compacidad asintética
sin requerir espacios de mayor regularidad, ampliando asi la aplicabilidad de la teoria a modelos
mads generales.

Otro eje importante en el desarrollo de esta teoria ha sido el anélisis de sistemas con memoria
y retardos. En 2018, Ma et al. [6] analizaron el comportamiento asintético de ecuaciones de onda
con memoria lineal, y demostraron que el atractor pullback correspondiente converge al atractor de
la ecuacién parabdlica limite cuando el pardmetro de regularizacion tiende a cero.

El resultado obtenido en [6] fue complementado en [7], donde estudiaron atractores pullback
para ecuaciones de difusion no cldsicas asociadas con difusion no local, donde proporcionan estima-
ciones de energia que permiten controlar la influencia de los términos no locales sobre la dindmica
asintética.

En 2022, Lopez et al. [8] abordaron problemas en dominios no cilindricos y con operadores de
retardo constituyendo asi, un paso mads al extender la teoria de atractores pullback a configuraciones
geométricas mas generales.

En cuanto a los fluidos no newtonianos, en [9] estudiaron un modelo de Navier — Stokes -
Voigt no auténomo, donde se demostré la existencia de atractores pullback en espacios de fase de
dimension infinita.

Los avances recientes han explorado la interaccin entre no autonomia y estocasticidad tal como
es el caso de que en 2024, Zhang et al. [10] analizaron atractores pullback débiles para la ecuacion
fraccionaria de Schrodinger estocéstica, donde se muestra que la teoria de atractores pullback puede
ser usada en espacios aleatorios donde la dependencia temporal y las perturbaciones estocdsticas se
combinan. Mientras que en [11] estudiaron medidas muestrales invariantes en sistemas de FitzHug
- Nagumo con ruido no lineal.

Los resultados en [9] y [12] resaltan la importancia de las técnicas de descomposicion y esti-
maciones de energia para manejar no linealidades fuertes y términos de retardo.

Por tanto, el objetivo de este articulo de revision es integrar dichos avances y proporcionar
un marco Unico para la existencia y estructura de atractores pullback en sistemas no auténomos.
Se comentan las técnicas principales que aparecen en la literatura, desde estimaciones de energia y
métodos de compacidad hasta descomposiciones de procesos y andlisis en espacios dependientes del
tiempo. También se indican problemas abiertos, tales como el estudio de sistemas supercriticos, la
robustez de los atractores cuando se producen perturbaciones y la extensién a dominios no acotados
0 a dominios con geometrias complejas.

2. Conceptos preliminares. En [1, 13] se presentan definiciones, propiedades y condiciones
que fundamentan la teoria de sistemas dindmicos y atractores pullback.

Definicién 2.1. Un semigrupo de operadores es una familia de aplicaciones {T'(t)}¢>o sobre
un espacio X.

El semigrupo cumple las siguientes propiedades explicados en [13]:

i) Identidad en ¢t = 0: 7'(0) = id.
ii) Propiedad de composicion: T'(t + s) = T'(t) o T'(s) Vt,s > 0.
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iii) Continuidad: 7'(¢) : X — X es continua para cada t > 0.

Un semigrupo es una estructura caracteristica de sistemas auténomos donde la evolucién de-
pende tinicamente del tiempo transcurrido.

Definicion 2.2. Un sistema dindmico no auténomo, tal y como se estudia en [13], se describe
mediante una ecuacion diferencial ordinaria dependiente del tiempo:

dx
i ft,z), teR, zeR?
aftadiendo la condicion inicial x(tog) = xo.

La solucién del sistema viene expresada como x(t) = x(t,to, o) y es dependiente tanto del
tiempo actual ¢ como del estado inicial xy en el tiempo inicial £y, a diferencia de los sistemas
autébnomos que sélo tienen el tiempo que ha pasado ¢ — 2g.

Este sistema adecuadamente establecido, satisface:

1) Condicién inicial:
x(to, to, To) = wo-
ii) Propiedad de semigrupo con dos pardmetros:
x(ta, to, xo) = x(t2, t1, 2(t1,t0, z0)),

esto cumple para todo tg < t1 < to.

iii) Continuidad:
(t, to, SC(]) —> :L‘(t, to, CL‘o),
se trata de funciones continuas.

Definicion 2.3. [ /3] Un proceso es una familia de aplicaciones que generaliza los semigrupos
a contextos no auténomos, se define como:

@: TS x X = X, dondeT3 :={(t,tg) €T xT :t>to}.
El proceso ¢ cumple:
1) Condicién inicial:
¢(to, to, o) = Zo.
ii) Propiedad de semigrupo con dos pardmetros:

¢(t2,to, v0) = p(ta, t1, ¢(t1,t0, x0)) Vo < t1 < to.

iii) Continuidad:
(tu tO) 370) — 90(t7 t07 .’EO)
es continua.

Esto representa una familia de transformaciones {cp(t,to)} que cumplen una estructura de semi-

grupo en dos pardmetros.

Los espacios funcionales son conjuntos de funciones que satisfacen ciertas propiedades y sobre
los cuales se definen normas o topologias adecuadas. En el contexto de sistemas dindmicos desa-
rrollado en [13], se usan espacios como: Cy(R, X) de funciones continuas y acotadas, espacios de
Banach o de Hilbert como soporte de la evolucién dindmica y espacios métricos completos (X, dx )
donde ocurren las trayectorias.

Estos espacios proporcionan el contexto topoldgico y analitico necesario para garantizar exis-
tencia, unicidad, continuidad y propiedades asintéticas de las soluciones de los sistemas dindmicos.
Son fundamentales para formular propiedades como compacidad, atraccién, o convergencia en sis-
temas dindmicos.

Definicion 2.4. Un atractor pullback es una familia de conjuntos { A(t) : t € R} relacionado
con un proceso S(t,s) : X — X.

El atractor pullback cumple las siguientes propiedades:

i) Compacidad: A(t) C X es compacto para cada t € R.

ii) Invariancia: El atractor es invariante bajo el proceso

S(t,s)A(s) = A(t), Vt>s.
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iii) Atraccién pullback de conjuntos acotados: Para cualquier conjunto acotado B C X, se
tiene

lim dist(S(t, s)B, A(t)) = 0.
§——00
iv) Minimalidad: A(t) es el conjunto minimo (con respecto a la inclusién) que satisface las tres
propiedades anteriores, es decir, si C(t) también cumple (i) — (iii), entonces A(t) C C(t)
paratodot € R.

Las condiciones para determinar la existencia de los atractores pullback se fundamentan en [1],
las cuales son:

i) Disipatividad pullback acotada: Existe una familia de conjuntos acotados B(t) C X que
cumple VD C X acotado, V7 < ¢,
lim dist(S(r,s)D, B(t)) = 0.
S§——00
ii) Compacidad pullback asintética: Para toda sucesion s — —oo y xp € X acotada,
{S(t, sx)x)} tiene una subsucesion convergente.

El Teorema 2.12 en [ 1] establece que, si el proceso S|+, -) cumple las dos condiciones anteriores,
entonces existe un atractor pullback compacto A(-) definido por:

At) =w(B(),t) =) | St.7)B()

o<t <o

y, ademds, |J A(s) es acotado para cadat € R.
s<t
La unicidad establecida en el Teorema 2.50 de [1], est4 garantizada si se cumple la minimalidad
y si el atractor es uniformemente acotado, es decir, existe un conjunto acotado B C X tal que
A(t) C Bparatodot € R.

3. Semicontinuidad y dimension de los atractores. En el capitulo 4 de [14], los atractores
en sistemas dindmicos son analizados bajo tres dpticas principales: Semicontinuidad superior, se-
micontinuidad inferior y dimensién de un atractor que estd relacionada con la estructura de los
atractores. En este capitulo se presentan las propiedades estructurales y cuantitativas de los atrac-
tores, se enuncian resultados fundamentales que describen su comportamiento y complejidad en
sistemas dindmicos.

3.1. Semicontinuidad superior. La semicontinuidad superior abordado en [14] se refiere a
c6mo un atractor A, (t), que depende de un pardmetro 7, se aproxima al atractor Ag(t) cuando
n — 0. Formalmente, se define que { A,(¢) };cr es semicontinuo superiormente hacia { Ag(t) }ser
si:

limsup dg (Ay(t), Ao(t)) =0, VteR,
n—0
donde dp (A, (t), Ap(t)) es la distancia de Hausdorff entre los conjuntos A, (t) y Ao(t).

La distancia de Hausdorff entre dos conjuntos mide cudn lejos estdn uno del otro en un espacio
métrico. Especificamente, cuantifica la mayor distancia que hay que recorrer desde un punto de
un conjunto hasta el otro conjunto mas cercano. Formalmente, si d es la métrica del espacio, la
distancia de Hausdorff dz; entre dos conjuntos A y B se define como:

dp(A, B) = méax {ilelg blélg d(a, b)’ig 325 d(b, a)} .

Para un punto fijo a en A, el gng d(a,b) calcula qué tan cerca estd a del conjunto B, en otras
€

palabras, busca el punto més cercano en B a a. Ahora, al variar todos los a € A, sup bl’n]g d(a,b)
a€AbE
toma el punto en A que esté mds lejos de su vecino mds cercano en B. De forma simétrica, se
evalda también qué tan lejos estdn los puntos de B respecto a A con sup 1'r611f4 d(b, a), finalmente,
beBa
se toma el maximo de estos dos valores. Esto garantiza que la distancia es simétrica, es decir,

Los conjuntos A, (t) y Ao(t) son atractores globales dependientes del tiempo asociados a pro-
cesos con pardmetros distintos, por ejemplo, 1 podria representar una perturbacién o pardmetro de
regularizacion. Entonces, la distancia de Hausdorff entre ellos describe como varia la estructura del
atractor cuando el pardmetro n — 0.

Si se demuestra que dy (A, (t), Ao(t)) — 0 cuando p — 0, eso implica que los atractores
convergen en el sentido de Hausdorff, lo cual es una forma fuerte de estabilidad estructural. Dicho
resultado muestra que los atractores de los sistemas perturbados no estdn alejados arbitrariamente
de los atractores del sistema no perturbado, existe una semicontinuidad superior en el limite.
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3.2. Semicontinuidad Inferior. Por otro lado, la semicontinuidad inferior (ver [14]) se preo-
cupa de la convergencia en un sentido contrario, es decir, garantiza que los atractores perturbados
A, (t) convergen bastante al atractor Ag(t). Esto se expresa como:

lim inf dist(Ao(t), Ay(t)) =0, VteR.
n—0

La semicontinuidad inferior se encarga de garantizar que, a pesar de perturbaciones tan pe-
quedias, el atractor original siga siendo representativo del comportamiento dindmico del sistema.

3.3. Dimension de los Atractores. El anilisis de la dimensién dado en [14] se enfoca en
cuantificar la complejidad de los atractores. Para ello se utiliza como herramientas de caracteriza-
cién de la dimension de Hausdorff o dimension fractal para estimar el tamafio de los atractores y su
estructura.

En el mencionado capitulo 4, se presentan resultados sobre la finitud de la dimension de los
atractores incluso en sistemas infinitos dimensionales. Esto implica que, aunque el espacio de fa-
se sea complejo, el comportamiento dindmico del sistema puede ser descrito de manera finita en
términos de grados de libertad.

Un resultado importante es que el sistema dindmico que tiene asociada un semigrupo o un
proceso, si es asintéticamente compacto y tiene propiedades disipativas, entonces el atractor tiene
dimensién finita. Esta idea queda estructurada en estimaciones de Lyapunov o siguiendo desigual-
dades energéticas:

dimy(A) < C,
donde C' es una constante que depende de los parametros del sistema.

De este modo, el capitulo 4 en [14] proporciona una base tedrica para entender como se com-

portan los atractores bajo perturbaciones y cémo cuantificar su complejidad. Estas caracteristicas

son importantes para aplicaciones précticas, porque garantizan la estabilidad y la predictibilidad en
sistemas reales.

4. Sistemas con memoria y retardo. Los trabajos se centran en sistemas dindmicos no auténo-
mos, en especial los modelos con ecuaciones en derivadas parciales (EDPs) que tienen explicita-
mente dependencia temporal en coeficientes, términos forzantes o incluso dominios, a diferencia de
los sistemas auténomos, estos modelos incorporan:

e No linealidades dependientes del tiempo: Términos de amortiguamiento £(¢) en ecuacio-
nes de onda como las dadas en [3, 6] o difusién no local a(l(u)) dado en [7, 15].

e Retardos y memoria: Operadores como (¢, us) en [16] o integrales de historia toman la
forma

| s ts)as
0
discutidas en [6].

o Dominios variables: Problemas que su dindmica ocurre en dominios no cilindricos como
se puede ver [8].

A continuacién voy a presentar algunos ejemplos destacados:
Ejemplo 4.1. Ecuaciones de onda amortiguadas:

e(t)ug + aup — Au+ f(u) = g(x),

donde £(t) — O en [3, 5].
Ejemplo 4.2. Reaccion-difusion no cldsica:

ur —e(t)Auy — Au+ du = f(u) + g(t, x),

con €(t) decreciente dado en [4, 17].
Los espacios se adaptan a la dependencia temporal y la estructura del problema:

e Espacios dinamicos

Los espacios dindmicos son estructuras matematicas que acompaifian la variacién temporal
del sistema que se modela. No son objetos preexistentes, sino construcciones cuidadosa-
mente adaptadas para abordar sistemas donde el entorno funcional debe moverse con el
tiempo, como si el propio “espacio” también formara parte del sistema en evolucion.

Si las ecuaciones incluyen coeficientes como £(t) que cambian con el tiempo, por ejemplo,
en difusién o amortiguamiento, las normas y los dominios funcionales también deben re-
flejar ese cambio. Asi surge el espacio dindmico con normas que varian en el tiempo como
en [4, 15]:

2 _ 2 2
ullzz, = llullz. + (@) VullZ..
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que traduce una “’geometria funcional”’que cambia con ¢.

Cuando se desea obtener resultados sobre compacidad, atraccion, o existencia de atracto-
res pullback, se deben adaptar los espacios en los que se mide la regularidad y energia,
haciendo uso de estas normas dependientes de ¢.

Para garantizar continuidad, unicidad y dependencia continua respecto del tiempo en ecua-
ciones con términos no auténomos, los espacios funcionales en los que se trabaja deben ser
coherentes con esta evolucion.

Espacios de fases para retardos

Los espacios de fase son conjuntos de todas las configuraciones posibles que puede adoptar
el sistema en un instante dado. Para una ecuacién ordinaria v’ () = f(u(t)), el espacio de
fase puede ser simplemente R"™. Para una ecuacién en derivadas parciales (EDP), serd un

espacio de funciones como H'(£2), L?(2), etc. Esto garantiza que, si se especifica un punto
en el espacio de fase, se estd dando toda la informacién necesaria para predecir (bajo las
reglas del sistema) su evolucién futura.

Cuando un sistema no s6lo depende del estado actual, sino también de su historia pasada,
el espacio de fase se expande para incluir toda esa informacion. As{ aparecen: Lz (R*; HY)
en [9], que describe memorias distribuidas con peso uy Cy = C([—h,0]; H) en [16],
donde un punto del espacio de fase es una funcidn en el intervalo pasado.

El espacio de fase se elige para que el sistema dindmico esté bien planteado garantizando
existencia, unicidad, continuidad de soluciones; se puedan usar herramientas topoldgicas y
funcionales para garantizar compacidad, continuidad, convergencia; con ello, se formulen
conceptos como atraccidn, invariancia y atractores pullback.

Espacios de Sobolev fraccionarios:

Los espacios de Sobolev fraccionarios, denotados tipicamente como H?(§2) para o € R,
surge de la accién de operadores espectrales, la interpolacion funcional y el andlisis de
diferencias finitas.

Para un operador autoadjunto y positivo como A = —A con condiciones de Dirichlet, se
pueden definir potencias fraccionarias A% usando su desarrollo espectral. Asi, para regu-

laridad intermedia como en [15], se define H?(Q) := D(A°/?), es decir, el conjunto de
funciones cuya imagen por A%/ estd en L?(Q).

Utilizando interpolacién real o compleja entre L2(£2) y H' (), se obtienen espacios inter-
medios como H?(Q) = [L?(Q2), H' ()], lo que es ttil para 0 < o < 1.

En casos particulares como Navier-Stokes-Voigt en [9] se utilizan espacios H x V para ve-

locidad y presién, en dominios méviles [8] se utilizan espacios L?(O;) definidos sobre dominios

Os.

Estos sistemas generan procesos no auténomos U(t,7) : X, — X; (semigrupos con dos

parametros), que satisfacen:

i) Propiedad de semigrupo:

Ul(t,s)U(s,7)=U(t,7) parat>s>T.

ii) Dependencia continua:

lim U, 7z —U(t,7)z||x, =0
", 7)—=(t,7)

como en [3, 18].

Ejemplo 4.3. Para ecuaciones con retardo uy, el proceso actiia en Cpy:

U(tv T)(uTv 90) = (u(t)’ ut)a

donde u(0) = u(t + 0), como en [15].

Se definen atractores pullback de la forma A = { A; };er como familias de conjuntos compactos

que satisfacen:

i) Invarianza: U(t,7)A, = A; parat > 7.
ii) Atraccién pullback: lim distx,(U(t,7)B;, A;) = 0 para familias acotadas {B; },cr
—

T——00

dadas en [4, 7].
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iii) Minimalidad: Es el conjunto mas pequefio que atrae conjuntos acotados.
iv) Regularidad: A; C H?((2) para ecuaciones de orden superior [5].

v) Convergencia asintética: Si e(t) — 0, II; A; converge al atractor de la ecuacién limite
parabdlica en [6].

La existencia de atractores pullback en estos sistemas se determina bajo las condiciones:

i) Disipatividad uniforme:
Existencia de un conjunto absorbente B = {B; };cr como en [4, 17] tal que:

U(t,7)B; C By paratT <t —ty(B).

Estimaciones de energia:

d
—lullzy, + dllullf, < C.

ii) Compacidad asintética
Método de descomposicién: U = Uy + Us, donde U; es contractivo y Us compacto, dado
en [6].

Condicién (CYy): Existencia de subespacios de dimension finita que aproximan las solucio-
nes como en [5].

iii) Control de no linealidades
Crecimiento subcritico: |f(u)| < C(1 + |u|P) con p < p* dado en [7].

Condiciones de disipacion: lim inf @ > —\1, donde \; es el primer valor propio de

|u|—o0
(—A).

iv) Hipdtesis sobre términos externos
g € L2 (R; H1) con integralidad temperada en [9, 15]:

loc

t
/ |l (s)[2 ds < oo.

—0o0

Estos sistemas presentan una estructura comiin: No autonomia en coeficientes o fuerzas ex-
ternas, espacios adaptativos para capturar dependencia temporal y atractores pullback como herra-
mientas esenciales para describir comportamiento asintético, aunque sin tasas exponenciales.

Las condiciones fundamentales son disipatividad uniforme, compacidad asintética y control
de no linealidades, con técnicas que varfan segiin la presencia de retardos, memoria o dominios
variables como en [8, 18]. La ausencia de atractores exponenciales se debe a la complejidad de los
términos no auténomos o la falta de condiciones de decaimiento rapido.

5. Sistemas con atractores pullback exponenciales. Los atractores pullback exponenciales
son también herramientas fundamentales en el estudio de los sistemas dindmicos no auténomos, y
describen el comportamiento asintético de las soluciones con una tasa de decaimiento exponencial.
Los trabajos en [19, 20, 21] presentan sistemas que abordan especificamente este tipo de atractores:

5.1. Sistema de evolucion semilineal. En [19] se estudia un problema semilineal de evolucién
no auténoma de segundo orden, que modela el fendmeno de propagacién en varillas eldsticas no
lineales y las ondas iono-acusticas no lineales. El modelo dado es:

ugp — Au — ne(t) Aug — Auyy = f(u), t>s, x€Q,
u =0, t>s, €0, 6D
u(s,x) =uo(x), w(s,z)=uvo(x), x€.

Formulan el problema (5.1) considerando que 2 C RN (N > 3) es un dominio acotado con
frontera suave, ¢ € [0, 1] es un pardmetro, la funcién . : R — (0, 00) es continua y satisface
0 < a1 <n(t) < az < oo paratodot € R, con 11’1[1%H77E —nolle@ = 0, f : R — Rees

e—
localmente Lipschitz y cumple condiciones de crecimiento y disipatividad.
El problema (5.1) de [19] se analiza en el espacio de Hilbert H}(Q) x HE(2), que se identi-

fica con X1/2 x X2, donde X representa la escala de potencias fraccionarias generada por el
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operador A = I — A en L?*(Q). En particular se tiene: X~ %/2 = H-1(Q), X'/2 = H}(Q) y
X1 = H%(Q) N HL(Q). Se utilizan las siguientes inclusiones compactas:

1 1.1 s
S S r 2 P> 2> 22 )
H5(Q2) — H*(Q) — L"(Q2) — L*(Q), sigz -2y N>O

El problema (5.1) se reformula como un sistema de primer orden mediante el cambio de varia-
bles z = (I — A)u y w = 2z, obteniendo:

: ([5; + Qc(2) [Z] =r ([ZD  T>5 (5.2)
[Z)(i) - [52) '
I

0
donde los términos Q¢(t) =

A ne(H)A
y[(z) = fo(l—A)(2). _
El proceso de evolucién asociado es:

5O, ) [“0] -

Vo

],conA:I—(I—A)_l,F<

ul(t, s, (ug,v0))

ul(t, s, (uo, v0))

)

y se descompone como S() (¢, s) = L (t,s) + U (t, s), donde L (t, s) es la parte lineal, que
decae exponencialmente ||L(°) (¢, s) cxexxirey < Ke (=9 y U(t, ) es la parte no lineal,
que satisface propiedades de suavizado.

Definen el atractor pullback exponencial {M(t) : ¢ € R} como una familia de conjuntos

compactos en X /2 x X1/2 que cumple:

i) Invarianza positiva:
S©(t, s)M§(s) C Mg(t), Vt>s.

ii) Dimension fractal uniformemente acotada:

supdimp (]\45(t);X1/2 X X1/2> < 0.
teR

iii) Atraccién exponencial pullback:

lim ews diStX1/2><X1/2 (S(E) (t,t — S)l)7 Mge(t)) - 0,

S——00
para algin w > 0y todo conjunto acotado D C X172 5 x1/2,

Ademads, el atractor pullback exponencial es estable bajo perturbaciones del pardmetro e:

sup distiyz yo/z (Mg(0), MJ(8)) < ellne = moll§ g

para0 < ¢ < 1y c > 0 independiente de e.
Determinan la existencia del atractor pullback exponencial bajo las condiciones:

i) Descomposicién del proceso: S(€) = U(©) 4+ L(€) donde U(® satisface una propiedad de
suavizado en un espacio compactamente embebido W = X 1/2-7/2 x Xx1/2-7/2

U+ T, t)u — Ut + Tty xrexxie < kllu—vllw,
y L(9) es una contraccién en el conjunto absorbente B

|9+ Tty = 2O+ Tty <M= vllxaxizs A€ (01).

X1/2% X1/2

ii) Existencia de un conjunto absorbente B: B absorbe uniformemente a todos los conjuntos
acotados de X1/2 x X1/2,
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iii) Continuidad Lipschitz del proceso:

sup sup HS(E)(T +t,t)u— SO (r 4, t)v”
€€[0,1] TE[O,T]

X1/2% X1/2 = LT ”u - /UHXl/zxXl/z .

iv) Condiciones sobre f: Crecimiento subcritico | f(s)| < ¢(1 + |s|?) con p < {2 y disipa-
tividad
f(s)

S

lim sup < A1.

|s]—o00

Estas condiciones garantizan la existencia del atractor pullback exponencial asi como también
la estabilidad de dicho atractor bajo perturbaciones del pardmetro e.

5.2. Sistema Oregonator no autonomo. En [20] estudian la dindmica global a largo plazo de
sistemas no auténomos de Oregonator, que surgen de la reaccién de Belousov - Zhabotinskii. El
sistema consiste en tres ecuaciones de reaccion - difusion acopladas, que modelan la dindmica de
tres especies quimicas u, v y w en un dominio espacial acotado €2 C R™ (n < 3) con frontera suave
0 sujetas a fuerzas externas dependientes del tiempo o fuerzas cuasi-periédicas. Las ecuaciones
del sistema con fuerzas cuasi-periddicas:

9 =diAu+ ayu+ by — au? — Bruv + hy (2)g1(5(t)),

S = doAv — bov + cow — Souv + ho(x)ge(a(t)), (5.3)
St = d3Aw + azu — c3w + h3(x)g3(a(t)),

Formulan el problema (5.3) considerando que x € Q,¢t > 7y o(t) = (zt+0) méd (T™)y g

son funciones Lipschitz continuas.
Los espacios funcionales utilizados son:

e Espacio de fase: Definido por H = [L?(Q)]?, con norma [|[¢|| = (||ul|* + |Jv||* + HwH2)1/2.

e Espacio de energfa: Definido por E = [H}(€2)]?, cuya norma es expresada de la sigueinte
1/2
manera [¢/|z = (| Vul]? + [ Vo]2 + [[Ve]2) 2.

e Espacio D(B) = [H?(Q) N H}(2)]3: Con operador lineal dado por

—d1A 0 0
B = 0 —daA 0
0 0 —d3A

El sistema descrito en (5.3) genera un proceso continuo U (¢, 7) en H que estd definido mediante
U(t, 7)(ur,vr, wy) = O(t, 7;0r)

donde ®(t, 7; ®,) es la solucién débil del sistema.
Para el caso cuasiperiédico, se define una familia de procesos {U? (¢, T) },er= que satisface la

identidad de traslacion:
U(t+s,7+s)=UTE(t 7).

Definen el atractor pullback exponencial { A(t)}:cr que satisface:
i) Compacidad: A(t) es compacto en H para todo ¢.

ii) Dimensi6n finita: sup;cp dimy A(t) < oo.

iii) Invarianza positiva: U (¢, 7)A(T) C A(t) parat > 7.

iv) Atraccion exponencial: Existen a > 0 y funciones @), T tal que:

distrr (U(t,7)B, A(1) < QUIBllm)e™, 7+ T(IBlm) < 1.

Las condiciones que garantizan la existencia del atractor pullback exponencial en [20] son las
siguientes:

i) Existencia de un conjunto absorbente: Hay un conjunto By C H que es acotado, cerrado y
atrae soluciones.
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ii) Compacidad asintética: El proceso U (t, 7) es pullback D — asintéticamente, también con
propiedades compactas.

iii) Propiedades de Lipschitz: El proceso satisface para ¢-,1, € Y (1), donde Y (7) es una
familia de conjuntos acotados:

U@ +7,7)r = U +7,7)0: | < L) [pr = o]l

iv) Decaimiento exponencial en subespacios de dimension finita: Existen t* > 0,y € (0,1/2),
y un subespacio X tal que:

I = Pn)(U(E, m)pr = U 7)r) | < llpr — 4],
donde Py es una proyeccién acotada sobre X .

Estas condiciones se cumplen utilizando estimaciones de energia, desigualdades de Sobolev y
el lema de Gronwall, como se detalla en las pruebas del trabajo en [20].

5.3. Sistema en dominios no cilindricos. En [21] estudian el comportamiento asintético de
las soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes bidimensionales (2D-Navier-Stokes, NS) en do-
minios no cilindricos (dominios que varian en el tiempo). El sistema se describe mediante:

%—?—Au—k(u‘V)u—FVW:f(t), en JO; x {t}, te€(1,+0),

divu = 0, en JO; x {t}, te€(1,+00), (5.4)
u =0, en |JOO; x {t}, te€ (1,400), '
u(T) = U, en O;.

Formulan el problema (5.4) considerando que u(z,t) = (u1(z,t),us(z,t)) es el campo de
velocidad, 7(z,t) es la presion, f(,t) representa una fuerza externa no auténoma, {O; C R? :

t € R} es una familia de dominios acotados que varian en el tiempo.
Se definen los espacios funcionales para cada instante ¢ € R:

e Espacio de funciones de prueba: V; := {p € C°(0;)? : divp = 0}.

e Espacios de Sobolev: Donde H; es la clausura de V; en la norma LQ((’)t)2 y Vi quees la
clausura de V; en la norma W12(0;)? cuyas normas asociadas son

ule = lullz 02y Nullie = [VullL2o,):-
e Espacios de Bochner: LP (7, T'; X;) para intervalos de tiempo [7, 7] donde X; € {Hy, Vi, V;*}.

El sistema dindmico asociado a (NS) se define mediante un proceso de evolucién S(¢,7), que
describe la solucién en el tiempo ¢ con dato inicial en 7: S(¢,7) : H, — H; tal que

S(t, T)ur = u(t; T, ur)
donde u(t; T, u,) es la solucién débil de (NS) con condicién inicial u,. Este proceso presenta:
i) Propiedad de semigrupo: Con S(t,s) o S(s,7) = S(t,7) talque 7 < s < ¢.
ii) Propiedad de identidad: Con S(7,7) = Idg. .

Definen el atractor pullback exponencial para el proceso S(t,7) como la familia de conjuntos
compactos { M (t) C H; : t € R} que satisface las propiedades de:

i) Invarianza positiva:
S(t,T)M(t) C M(t) con T <t.

ii) Dimension fractal uniformemente acotada:

sup d?t (M(t)) < oo.
teR

iii) Atraccion exponencial: Donde existe 5 > 0 tal que para todo De D/I\{ (universo tempera-
do):
lim €% disty, (S(t,t — s)D(t — s), M(t)) = 0.

s—+00

Las condiciones para garantizar la existencia del atractor pullback exponencial son:
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i) Hipétesis del dominio: (H1) - (H3) con regularidad del dominio O; y comportamiento

acotado de
0, =Jo..

s<t

2
loc

ii) Hipdtesis de la fuerza externa: (H4) donde la fuerza externa f € L; .(R; H;) y cumple con

satisfacer i
My (t) = sup/ |f(r)|2dr < oo, VteER.
-1

s<t

iii) Propiedad de suavizado: El proceso S(¢, 7) satisface estimaciones de regularidad que per-
miten controlar las normas V; y D;(A) (dominio del operador de Stokes).

iv) Control de la dimension fractal: Se aplica la compacidad de la inmersién V; — H;y
estimaciones del nimero de bolas necesarias para cubrir conjuntos en Hy.

v) Condiciones de disipacion: Existencia de un conjunto absorbente pullback
By = {Bp,[0, R(1)]}
en el universo temperado D/I\{ .

Dadas estas condiciones permiten aplicar el Teorema 2.16 de [21], garantizando asi la existencia
del atractor pullback exponencial para el sistema (NS) en dominios no cilindricos.

5.4. Otras perspectivas. Los trabajos en [22, 23, 24, 25] enriquecen el marco tedrico de los
atractores pullback en sistemas de tipo no auténomo al abordar:

5.4.1. Geometrias complejas. En el trabajo [22] estudian la dindmica asintdtica de una ecua-
cion de calor semilineal sobre dominios con variacién temporal, extendiendo la teoria de atractores
pullback a problemas no auténomos en geometrias no cilindricas. Es un trabajo importante porque
permite modelizar fendmenos fisicos a partir de la evolucién de un dominio espacial cambiante,
como pueden ser los problemas de interfase o los problemas de los materiales con frontera movil.

Sea O un subconjunto abierto y acotado de RY con frontera 9O de clase C2, se considera una
funcién vectorial » € C*(O x R; RY) tal que para cada t € R, la aplicacién r(-,t) : O — Oy esun
difeomorfismo de clase C?. El problema con valor inicial y de frontera para la ecuacién parabélica
semilinear est4 dada por:

ug — Au+ g(u) = f(t), en@Qy,
u =0, sobre X, (5.5
u(r,z) = ur(x), z € O;.

Formulan el problema (5.5) considerando que Q; := Ute(ﬂ ) Oy x {t} es el dominio espacio-
temporal, 3¢ := Use(ro0) 0O0¢ x {t} es la frontera lateral, f : Q¢ — R es el término forzante y

g € CY(R, R) satisface las siguientes condiciones de crecimiento y Lipschitz:
—B 4 auls|P < g(s)s < B+aglslP, ¢'(s) > —1 VseR,
lg(w) — g(v)| < co(1 + [ulP2 4 [vP"?)|Ju —v| Yu,v €R.
Los espacios funcionales relevantes para el estudio del problema (5.5) son:

e Espacios de Lebesgue y Sobolev: Donde L?(0;) es el espacio de funciones cuadradas
integrables en Oy, H}(O;) es el espacio de Sobolev de funciones con derivadas parciales
en L?(Oy) y traza nula en 9Oy, H~1(Oy) es el espacio dual de HE(Oy).

e Espacios de funciones dependientes del tiempo: Como L4(7,T; X;) que es el espacio de
funciones u tales que u(t) € Xy paracasitodot € (7,7)y |u(-)|x, € LY(7,T).

El sistema genera un proceso no auténomo U (¢,7) : L?(O;) — L?(0O;) que estd definido
como
Ut, T)ur :=u(t; 7,ur) = u(t),
donde u(t) es la solucién débil o fuerte del problema (5.5). Este proceso describe la evolucién de
la solucién desde el tiempo 7 hasta el tiempo .
Consideran el atractor pullback A = {A(¢) : ¢ € R} como una familia de conjuntos compactos
en L?(0O;) que atrae las soluciones en el sentido pullback. Sus propiedades incluyen:
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i) Invarianza:
U(t,7)A(T) = A(t) paratodot > 7.

ii) Atraccién: distz2o,)(U(t, 7)D(7), A(t)) — 0 cuando 7 — —o0, para cualquier familia
acotada N
D={D(t):teR}eD.
iii) Regularidad adicional: Bajo ciertas condiciones, el atractor pullback también atrae en la
topologia de H'*

distg1(0,)(U(t,7)D(7), A(t)) — 0 cuando 7 — —oo.
Determinan la existencia del atractor pullback mediante:

i) Regularidad del dominio y del difeomorfismo: 9O es de clase C2, r € C1(O x R;RM),
7(-,t) es un difeomorfismo de clase C? y la funcién inversa # = r~! satisface ¥ €

0271 (@T,T; RN)

ii) Condiciones sobre el término no lineal: g satisface las condiciones de crecimiento y Lips-
chitz dadas en (1.4) y (1.5) de [22].

iii) Condiciones sobre el término forzante: f € L2 (R; H~1(O;)), paraalgin A > 0 se cumple

t
| U0 ds <0

—00

2
loc

parat € R, adicionalmente f € L2 (R, L?(O,)) para garantizar continuidad en H'.

iv) Acotacién del difeomorfismo:
r e Cy(0 x R;RY).

Estas condiciones garantizan la existencia de soluciones Unicas, junto a la continuidad respecto
de los datos iniciales en H!, y la existencia de un atractor pullback que atrae soluciones en los
espacios L2y H'.

El trabajo [22] muestra cdmo abordar dominios no cilindricos en sistemas no auténomos, apli-
cando métodos de estimacién de energia y compacidad en espacios dindmicos. Este enfoque puede
extenderse a otros problemas con geometria variable.

5.4.2. Estabilidad bajo perturbaciones. En el trabajo [23] estudian la semicontinuidad su-
perior uniforme de atractores pullback, que es crucial para entender la robustez de los atractores
frente a perturbaciones en el retardo. El modelo principal es una ecuacién de reaccién-difusion con
retardo no auténoma, definida en un dominio acotado 2 C R™ con frontera suave 9€2:

%—?—Au:h(u(t—p),x)—f—g(t,x), reQ, t>r,
u(t,z) =0, x €N, t>rT, (5.6)
u(t+0) = p(o), o€[-p,0], TER.

Formulan el problema (5.6) considerando que u(t, z) es la funcién de estado, p > 0 es el
pardmetro de retardo, h : R x 2 — R es el término no lineal con retardo que satisface h(0,-) =
0 y la condicién de Lipschitz |h(s1,x) — h(s2,x)| < Lplsi — s2| Vs1,s2 € R,z € Q con
Ly € (O, %e_)‘m"), donde ) es la constante de Poincaré. La funcién g : R x 2 — R es un

término forzante no auténomo que pertenece al espacio L2 (R, H), con H = L*(Q), y satisface

ffoo lg(s)|?>ds < +oc  Vt € R. La condicién inicial es p € C([—p,0]; H).
El sistema sin retardo (p = 0) correspondiente es:

% — Au=h(u,z)+g(t,z), z€Q, t>r
u(t,z) =0, z€dN, t>r, (5.7)
’LL(T) = 9007 7€ R.

Para el sistema con retardo (5.6), se define el proceso S, (¢, 7) en el espacio C%, = C([—p, 0]; H)
como
Sp(t? T)SD = ut('v T, 80)1
donde u. (o) = u(t + o, T, @) para o € [—p,0], y u es la solucién del sistema con retardo.
El proceso satisface:
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i) Sy(t,t) = I (identidad).
ii) S,(t,5) = S,(t,7)S,(T,s) parat > 7 > s.
iii) (t,s,¢) — S,(t, s)p es continuo.
Para el sistema sin retardo (5.7), el proceso Sy (t, 7) actda directamente en H:
So(t, 7)¢" = u(t, 7, ¢°),

donde u es la solucién del sistema sin retardo.
Definen el atractor pullback A, = {A,(t) : ¢ € R} para el sistema con retardo como una

familia de conjuntos compactos, invariantes y también pullback absorbentes en CI’(;. Andlogamente,
Ao = {Ap(t) : t € R} es el atractor pullback para el sistema sin retardo en H bajo las condiciones:

1) Absorbencia Pullback
Existe un conjunto K, = {K,(t) : t € R} tal que:

0
K,(t) = {90 e Ch < cePtl) (1 +/

—00

gl + ) dr) } |

que absorbe conjuntos acotados en D,,, donde:
_ R P2 —%T _ 2 _
D, = {0, 1w e HID, 0~ 7Ry, = 0}

ii) Compacidad Asintética Pullback
Equicontinuidad: La familia {S,(¢,t — 7,)¢n} es equicontinua en C;.

Compacidad Puntual: Para cada o € [—p,0], {(S,(t,t — 7)¢n)(0)} es relativamente
compacto en H.

iii) Invarianza: A,(t) = S,(t,7)A,(7) paratodo ¢t > 7.

También se establece las condiciones fundamentales para la Continuidad Uniforme Superior
Semicontinua:

1) Convergencia Multi-indice
Para sucesiones p,, — 0, tn, — t0, Y SUDge|—,, q] [|9n(0) — wollx — 0, se cumple:

lim  sup  [[(Sy, (tn, tn — T)@n) (o) — So(to, to — 7)ol

=0.
X
70 pe[—p,,0]

ii) Convergencia Puntual Local
Para cada sucesion pn, — 0y 2n € Ujgj<1 4p, (¢ + &), existe 7o € X tal que:

lim  sup |@n(o) —x0l|lx =0.
oo UE[_pn 70]

iii) Controlabilidad Local
Existe un conjunto B = {B(t) : t € R} € Dy tal que:

lim || |J A, (t+8)| < IB@®)x

n—oo

Finalmente demuestran que:

lim sup dist,(A,(t), Ao(t)) = 0,
p=0 ter
donde I C R es un intervalo acotado y dist, es una métrica adecuada.

Para el sistema de reaccion-difusion con retardo (5.6), se verifican las tres condiciones anterio-
res mediante estimaciones energéticas y propiedades de compacidad. Por ejemplo, la convergencia
multi-indice se demuestra usando la desigualdad de Gronwall y la continuidad de las soluciones
respecto al retardo. La controlabilidad local se deduce de las estimaciones del conjunto absorbente
K,.
8 El trabajo [23] generaliza resultados previos sobre continuidad de atractores pullback, incorpo-
rando dependencia temporal uniforme y retardo. Las condiciones técnicas garantizan que el atractor
pullback del sistema con retardo converja al del sistema sin retardo cuando p — 0, de manera uni-
forme en intervalos de tiempo acotados. Este trabajo brinda herramientas mediante las cuales es
posible analizar la estabilidad de los atractores pullback bajo perturbaciones, un tema sumamente
importante dentro de la teoria de los sistemas no auténomos. Los resultados obtenidos son aplica-
bles a los modelos bioldgicos y de control con retardo.
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5.4.3. No linealidades no locales. En el trabajo [24] analizan el comportamiento asintético
de un modelo de difusion no clasica tridimensional tipo Ladyzhenskaya con retardo, al generalizar
trabajos anteriores efectuados para fluidos no newtonianos. El trabajo presenta no linealidades no
locales y memoria, relevantes para los modelos de materiales viscoeldsticos.

El sistema de ecuaciones que describe el modelo es:

9 divS(Du) + div(u @ u) + VIL = f(t,us) + g(t, ), enQ x (r,00),

divu =0, en Q x (7, 00),

u(z, 7) = ur(z), en (), (5.8
u(z,t) =0, en 0N) x (1, 00),

w(0,2) = u(r 4+ 0,z) = p(0), 0 € (—h,0), h>0.

Formulan el problema (5.8) considerando que u es el campo de velocidades, S(Du) es el tensor
de tensiones no newtoniano que satisface ciertas condiciones de coercitividad y crecimiento (ver
ecuaciones (3) y (4) de [24]), f(t,ut) es un término de retardo que depende del historial de wu,

g(t,x) es una fuerza externa y 2 C R3 es un dominio acotado con frontera Lipschitz.
Los espacios funcionales utilizados son:

e Espacio de funciones de prueba: V = {¢p € C>°(Q)" : div ¢ = 0}.

e Espacios de clausura: H siendo clausura de V en la norma L?(Q)" y V), que es la clausura
de V en la norma WP (Q)" para p > 2.

e Espacios de funciones con retardo: Donde se tienen los términos dados por Cy = C([—h,0]; H),
Cy, = C([=h,0}; V), Ly = LP(—h,0; H) y LY, = LP(—h,0; Vy).
e Espacio de fase: My = H x (Cy N L%,p), con norma || (&, Q) |lary = €Nl + HCHL%}) +
ICllcs -
El sistema genera un proceso U (t,7) : My — My dado por
U(t7 T)(u‘ﬁ SO) = (u(t)7 ut)a

donde u(t) es la solucion débil del sistema con condicién inicial (ur, ¢).
El proceso mencionado en el parrafo anterior satisface:

i) Propiedad inicial: Con U(7, 7)(ur, ¢) = (tr, @).
ii) Propiedad de semigrupo: U(t,7) = U(t,s) o U(s,7) paraT < s < .

Definen el atractor pullback Ap = {Ap(t) : t € R} como una familia de conjuntos compactos
que satisface:

i) Compacidad: Ap(t) es compacto en My para cada t.
ii) Atraccién pullback: 1lim distyy, (U (¢, 7)D(7), Ap(t)) = 0, para cualquier familia D €
D, donde D es un l'jnT;e;gg”de conjuntos acotados.
iii) Invarianza: U(t,7)Ap(7) = Ap(t) para T < t.
iv) Minimalidad: Es el conjunto mds pequefio que atrae a todas las familias en D.
Establecen las condiciones para la existencia del Atractor Pullback:

i) Hipotesis sobre f: Se tiene el supuesto (H ) donde f es Lipschitz en Cy y que satisface

y el supuesto (H;) donde existe > 0 tal que

t t
| et = psolds < 63 [ eluts) — (o) ds.

ii) Hipétesis sobre g: (Hy), g € L7 (R; V) y satisface

loc

t
| e lo@IE s < o

[e.e]
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iii) Control de pardmetros: Para un valor de n = 3 y considerando p > % se requiere que
9 _2p A
1/100)\1 — d1||uH12f;3 —doA1 — Cf - 5 >0

y paran = 2 con p = 2 se requiere que

AL+ A CQHU”LQ(lJrOéz)\l)
A2 o -

> 0.
2 200

l/lcg)\l —

Estas condiciones garantizan la existencia de soluciones débiles, la acotacién uniforme de las
soluciones y la compacidad asintdtica necesaria para la existencia del atractor pullback.

El trabajo [24] muestra cdmo incorporar retardos y no linealidades no locales en la teoria de
atractores pullback, con aplicaciones en mecdnica de fluidos complejos. Las técnicas de descompo-
sicién de soluciones son transferibles a otros sistemas disipativos.

5.4.4. Incorporacion de aleatoriedad o estocasticidad. En el trabajo [25] estudian la ecua-
cién de Cahn-Hilliard estocdstica en reticulos, extendiendo la teoria de atractores pullback a sis-
temas estocasticos no auténomos con ruido no lineal. El modelo describe transiciones de fase en
aleaciones con fluctuaciones aleatorias:

{dui(t) + [(A(Au+ f(w))); + Au; — gi(t, w;)] dt = (ku; + hi(t)) dW (t), t >,

ui(r) = urs, i€

5.9)

Formulan el problema (5.9) considerando que A es un operador lineal discreto definido como
(Au); = 2u; — u;—1 — u;41, f es una no linealidad localmente Lipschitz, g(¢, ) es un término
no auténomo no lineal, el término W (¢) representa un proceso de Wiener unidimensional, k£ > 0y
h(t) es una funcién determinista.

La ecuacion en (5.9) modela fendmenos de transicion de fase en sistemas aleatorios, como la
separacién de fases en aleaciones binarias, con aplicaciones en dindmica de fluidos y biologia.

Los espacios utilizados son:

e Espacio de Banach: ¢ (p € [1, c0]) de secuencias bi-infinitas u = (u;);cz siendo la norma
lully = (Tiez luil?)"* conp < o0y [[ulloc = supjez luil

e Espacio de Hilbert: £2 con producto interno (u,v) = Y., uiv;.

e Espacios para medidas y soluciones estadisticas: Con V = /2N ¢4y H = (%2, conqg > 2y

V* = £2 + (P (dual de V), donde 117 + % =1.

Para el sistema (5.9) se tiene en cuenta: Una transformacién a sistema aleatorio tal que para
k > 0, se introduce

v(t) = e 0 (u(t) + k7 h(t))
donde z(f;w) viene a ser la solucion estacionaria de la ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck
dz + zdt = dW (t)

yparak =0, se usa v(t) = u(t) — z(6w)h(t).
El sistema dindmico aleatorio viene dado por

@ :RY xR x Qx 2 (2
como ¢(t, 7,w,ur) = u(t + 7,7,0_rw,u,) donde O; es un sistema métrico dindmico ergddico.

También se tiene en cuenta las propiedades de un semigrupo como continuidad donde ¢ es
continuo en (¢, u,) e invarianza ya que satisface la propiedad de cociclo

ot +s,mw, ) =t T+ s, 0w, 0(s,T,w,)).

Definen el atractor pullback aleatorio A como una familia de conjuntos compactos { A(7T,w) } rer wen
que satisface:

1) Invarianza: Donde
‘P(ta T, W, A(T7 W)) = A(T + t, QtUJ)

ii) Atraccion pullback: Tal que para todo conjunto D € D (universo de conjuntos aleatorios)
se tiene que

1tl}ler diste2(o(t, 7 — t,0_yw, D(T — t,0_4w)), A(T,w)) = 0;
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iii) Medidas invariantes: Ya que el atractor soporta medidas de probabilidad invariantes {/sr , }
que satisfacen una ecuacidén de tipo Liouville estocastica.

Establecen las condiciones para la existencia del atractor pullback:

i) Hipodtesis estructurales sobre f: (F'), f es localmente Lipschitz y ademas satisface
—1- 1
| fius)| < anilug| 7 + i, conag, € 47

(G1) — (G3) g es diferenciable y satisface condiciones tanto de crecimiento como también
acotamiento, esto es,

gl(t, Uz)uz < _B|Ui‘q + ¢1z(t), T,Z)l c Llloc(Rvgl)a
(H1) — (H2), h es derivable y h, b/ € L2 _(R;¢?).

loc
ii) Absorcién y compacidad: Existe un conjunto aleatorio cerrado K € D que absorbe a todos
los conjuntos en D y el NRDS es pullback D-asintéticamente compacto en £2.

iii) Estimaciones energéticas: Se prueban cotas uniformes para soluciones donde se utiliza
técnicas de energfa, asi como desigualdades como Gronwall. Por ejemplo, se tiene:

d
V@I + Mol < cQu(t,w).

Estas condiciones garantizan la existencia del atractor pullback y su estructura fractal, asi como
la existencia de soluciones estadisticas muestrales.

El trabajo [25] integra estocasticidad y no autonomia, mostrando cémo adaptar la teoria de
atractores pullback a sistemas con ruido. Los resultados pueden ser aplicados en modelos de mate-
riales y en biologia matemadtica.

Los trabajos [22, 23, 24, 25] muestran la versatilidad de los atractores pullback para modelizar
sistemas complejos, consolidando un marco unificado para investigaciones futuras en el campo de
la dindmica no auténoma.

6. Atractor pullback en modelos fenomenologicos. Los avances en la teoria de atractores
pullback brindan una sélida base matemaética para abordar problemas complejos que tienen aplica-
ciones en Fisica, Biologia y otros campos.

Un sistema clésico de la relevancia de los atractores pullback es la modelizacion climética ana-
lizada en [26]. El clima, un sistema no auténomo y muy dindmico, se ve afectado por la variabilidad
temporal y espacial de otros factores como seria la radiacion solar, la presién atmosférica y la inter-
accion entre océano - atmdsfera. Es asi que los atractores pullback permiten captar la variabilidad y
los patrones climdticos que se presentan en funcién de ciertos pardmetros del sistema, para entender
situaciones como el cambio climético.

El trabajo en [27] expone el planteamiento global del andlisis de los atractores pullback en
sistemas predador - presa no auténomos, utilizando técnicas de truncamiento, pero también teoria de
bifurcaciones, con el objeto de estudiar la existencia de puntos de equilibrio en sistemas perturbados
de fluctuaciones temporales muy persistentes. De este modo, permite conocer las condiciones que
garantizan que el sistema mantenga un comportamiento estable o se vuelva inestable y sujeto a
colapsos.

En el 2024, se estudia un sistema predador - presa con perturbaciones impulsivas y cosecha
no lineal en [28], teniendo como objeto de estudio la estabilidad global y asintética del sistema.
Para analizar la estabilidad, se hizo uso de teoremas de comparacién y la teoria de Floquet a fin de
establecer condiciones bajo las cuales el sistema permanezca estable o persista temporalmente. A
pesar de que el enfoque principal no gird en torno a los atractores pullback, este anélisis de estabili-
dad resulta ser de trascendencia para dilucidar las dindmicas que se desarrollan a largo plazo en los
sistemas predador - presa y podria relacionarse con la determinacion de los atractores pullback en
sistemas similares.

También se modeliza la transicién del flujo en medios porosos desde el régimen descrito por la
ley de Darcy hasta flujos no lineales dominados por efectos inerciales. En [29], utilizando simula-
ciones numéricas de las ecuaciones de Navier-Stokes en medios porosos heterogéneos, se analizan
propiedades clave como la vorticidad, la permeabilidad efectiva, el arrastre por friccidn y la rela-
cién entre el gradiente de presiéon macroscépico —AP y la velocidad del fluido v. Dicho estudio
establece un marco teérico y numérico para comprender la transicion de flujo en medios porosos
heterogéneos. Los resultados que se obtienen enfatizan los aspectos de la vorticidad como mecanis-
mo base en la transicién hacia flujos no lineales, y concluyen que la funcién cibica que se propone
para —AP y v es mucho mejor que la ecuacion que tradicionalmente se emplea de Forchheimer.

Otras modelizaciones van dirigidas al andlisis de las propiedades de existencia y unicidad de los
atractores pullback y exponenciales pullback como en el contexto de ecuaciones con un operador
p-Laplaciano desarrollado en [30]. Un estudio que analiza cémo la continuidad de estos atractores
es afectada por variaciones en los pardmetros del sistema y por perturbaciones externas, lo que es
crucial para comprender la dindmica a largo plazo de sistemas complejos en entornos no auténomos.
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7. Comentarios finales. Los atractores pullback constituyen una herramienta versatil que pue-
den ser aplicados a sistemas cuyas ecuaciones poseen coeficientes variables, retardos, memoria y
dominios no cilindricos; y de manera notable, tienen su aplicacién en diversas areas.

En este sentido, este trabajo de revision consolida los avances tedricos que permiten establecer
condiciones rigurosas como es la disipatividad, compacidad asintética y control de la no linealidad
que garanticen la existencia de atractores pullback, mostrando su estructura compacta, invariante y
minima.

En la actualidad existen desafios en el estudio de sistemas con geometrias complejas, siendo
ahi, que los atractores pullback tienen un impacto significativo en diversas ciencias como la Fisica
para modelar fendmenos del clima, en Biologia para el tratamiento del andlisis predador — presa y
en Ingenieria para el estudio de flujos de medios porosos.

En sintesis, el presente trabajo muestra con rigor matemaético el conocimiento existente a cerca
de los atractores pullback y también da a conocer el potencial que los atractores pullback poseen
para modelar sistemas reales complejos y describir de manera dindmica el fenémeno de cémo el
sistema cambia o evoluciona con el tiempo.
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