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Abstract

This study investigates market dynamics using a discrete economic model of supply and demand.
Initially, the linear case with naive or static expectations is analyzed, and the stability conditions
that lead to different system behaviors, such as convergence to equilibrium, periodic oscillations,
or divergence, are determined analytically through the study of fixed points and cobweb dynamics.
Subsequently, the analysis is extended to the nonlinear case with adaptive expectations, where the
interaction between supply nonlinearity and the expectation formation process is found to generate
complex behaviors. The results show how variations in the nonlinearity parameter induce bifurca-
tions observable in time series. The study provides a comprehensive analytical framework that links
mathematical properties with observable economic phenomena, offering tools to predict and manage
stability in real markets, with direct applications in economic policy and financial risk management.
Keywords . Difference equation, fixed points, stability, Time series, bifurcation.

Resumen

En este trabajo se investigo la dindmica de los mercados mediante un modelo econémico discreto
de oferta y demanda. En una primera etapa, se analiza el caso lineal con expectativas ingenuas
o estdticas, determinando analiticamente las condiciones de estabilidad que conducen a diferen-
tes comportamientos del sistema: convergencia al equilibrio, oscilaciones periddicas o divergencia.
Esto se realiza a través del estudio de los puntos fijos y de la dindmica tipo telaraiia. Posterior-
mente, el andlisis se amplia al caso no lineal con expectativas adaptativas, donde se identifica que
la interaccion entre la no linealidad de la oferta y el proceso de formacion de expectativas puede
generar comportamientos complejos. Los resultados muestran como la variacion del pardmetro de
no linealidad induce bifurcaciones, observables en las series temporales. El estudio ofrece un marco
analitico integral que vincula las propiedades matemdticas con fendmenos economicos observables,
brindando herramientas iitiles para predecir y gestionar la estabilidad en mercados reales, con
aplicaciones directas en la formulacion de politicas economicas y la gestion de riesgos financieros.
Palabras clave. Ecuacién en diferencias , puntos fijos, estabilidad, series de tiempo, bifurcacion.
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1. Introducién. La economia se distingue por su constante dinamismo, impulsado por la inter-
accion entre los diversos actores del mercado. Uno de los modelos clave para analizar este compor-
tamiento es el modelo de telarafia (Cobweb), el cual explica cdmo los productores y consumidores
toman decisiones basadas en la oferta y la demanda de bienes y servicios. Esta interaccién es funda-
mental, ya que determina los precios y la dindmica del mercado, estableciendo un equilibrio entre la
cantidad ofrecida por los productores y la cantidad demandada por los consumidores [1, 2].

Desde sus inicios, este modelo fue analizado por Ezequiel [3] en su articulo titulado “The Cob-
web Theorem”, donde sent6 las bases para comprender la dindmica de ajuste entre la oferta y la
demanda en mercados con desfases temporales. Posteriormente, el modelo se convirtié en objeto
de estudio bajo diferentes enfoques de expectativas, como son las expectativas ingenuas o estaticas,
donde los agentes basan sus decisiones en informacion pasada sin considerar cambios futuros; y las
expectativas adaptativas, en las que los agentes ajustan sus predicciones conforme a errores previos.
Estas expectativas son inherentes al ser humano, ya que los agentes econdmicos toman decisiones
basadas en anticipaciones sobre el futuro. Debido a esto, la matematica econdmica busca mode-
lar este comportamiento mediante este tipo de enfoques, permitiendo capturar la complejidad del
comportamiento humano y su impacto en la dindmica econémica [4].

El presente trabajo investiga los efectos de las expectativas econdmicas en la dindmica de mer-
cados mediante sistemas dindmicos discretos lineales y no lineales. En particular, se analizan los
siguientes modelos:

1. Modelo lineal con expectativas estaticas:
Se inicia con un modelo clésico de telarafia (Cobweb) que combina una funcién de demanda
lineal con una oferta lineal bajo expectativas ingenuas o estdticas, descrito por el sistema:

D(P,) = a— P, (Demanda)
S(PY) = —y + 6P, (Oferta) P
D(P;) = S(Fy). (Equilibrio de mercado)

2. Modelo no lineal con expectativas adaptativas:
Posteriormente, se introduce un modelo extendido donde la oferta adopta una especificacién
no lineal, interactuando con una demanda lineal bajo expectativas adaptativas. Este sistema
dindmico presenta comportamientos mas complejos, como bifurcaciones y caos, y estd de-

finido por:
D(P,) =a— P, (Demanda)
PE
S(Pf)=pu (t) , Oferta no lineal
o L+ Pl ( ) (P2)
P =Pf + XP,—1— P7 ), (Expectativas adaptativas)
D(P,) = S(Fy). (Equilibrio de mercado)

Para abordar este estudio, hemos organizado el trabajo en tres secciones principales que guian de
manera légica y progresiva el anélisis del modelo de telarafia (Cobweb) y sus extensiones.

En la segunda seccidn, se establecen los fundamentos tedricos de sistemas discretos, centrdndo-
nos en conceptos clave como drbitas, puntos fijos, estabilidad y bifurcaciones. Estos elementos son
esenciales para comprender la dindmica del modelo y proporcionan el marco matematico necesario
para el andlisis posterior. La tercera seccidn aplica estos conceptos al modelo clésico de telarafia con
oferta y demanda lineales bajo expectativas ingenuas o estdticas. Aqui se examina en detalle el com-
portamiento dindmico del sistema, identificando condiciones de estabilidad, posibles ciclos y puntos
de equilibrio, lo que permite contrastar los resultados teéricos con las propiedades del modelo. Final-
mente, en la cuarta seccidn, se amplia el andlisis al considerar una oferta no lineal acoplada con una
demanda lineal bajo expectativas adaptativas. Esta extension permite explorar como la no linealidad
y las expectativas influyen en la dindmica del sistema, incluyendo la aparicién de comportamientos
complejos como bifurcaciones y caos.

2. Sistemas dinamicos. Un sistema es un modelo matemético que describe la evolucién tem-
poral de un conjunto de estados expresados mediante un conjunto de reglas o ecuaciones. Cada
estado corresponde a una configuracidn especifica que el sistema puede adoptar en un momento
determinado. Matematicamente, un sistema dindmico se expresa como un par (X, F'), donde:

e X es el conjunto de estados, que engloba todas las posibles configuraciones del sistema.
Este conjunto puede variar en naturaleza, pudiendo ser discreto o continuo, asi como finito
o infinito, segln las caracteristicas del sistema que se esté modelando.

e F': X — X eslafuncion de evolucion, que define la manera en que el sistema pasa de un
estado a otro a medida que transcurre el tiempo. Partiendo de un estado inicial g € X, esta
funcion permite predecir el estado del sistema en cualquier instante futuro.
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Definicion 2.1. Un sistema dindmico discreto es una secuencia de estados {x(t)}:°, definidos
por una regla de evolucion que describe como el estado en el tiempo t + 1 depende del estado en el
tiempo t. Matemdticamente, se expresa como:

x(t+1) = F(x(t)), teN, 2.1)
donde:
o x(t) es el estado del sistema en el tiempo discreto t.

o F'es una funcion que describe la regla de evolucion del sistema.

Definicion 2.2 (Orbita o Trayectoria). Dado un sistema dindmico discreto cuya evolucion estd
determinada por la regla x(t + 1) = F(x(t)), y un punto inicial x(0) = xo € X, la drbita (o
trayectoria) del sistema a partir de x(0) corresponde a la secuencia de estados obtenidos al aplicar
repetidamente la funcion F. Matemdticamente, la orbita se define como:

O(xo) = {x(t) = F'(xo) | t €N, xo = F"(x0)},
donde:
o F' representa la aplicacion iterada de F t veces, es decir, F*(xq) = F(F(--- F(xo)--+)),
e ['%(xg) = X denota el estado inicial del sistema.

Definicion 2.3 (()rbita Periodica (k-Ciclo)). Una drbita O(xq) se denomina k-ciclo (o érbita
periddica de periodo k) si existe un entero minimo k > 2 tal que:
FF(xo) =x0 vy F'(x) #xg paratodol <t <k,
donde:

o El conjunto {xg, F'(xo), ..., F*1(xo)} contiene exactamente k puntos distintos,

e La drbita se reduce a: O(xy) = {xo, F'(x0), ..., F*"1(xo)} con comportamiento periddico.

Cuando k = 1, se denomina punto fijo.
Ejemplo 2.1 (2-Ciclos en el mapa logistico). Para el sistema

F(x) =3.2x(1 — x), (2.2)
existe un 2-ciclos con:
0(0.513) = {0.513, 0.799, 0.513, 0.799, ...}

Definicion 2.4 (Punto de Equilibrio o Punto Fijo). Sea F' : X — X una funcion que describe
la dindmica de un sistema, donde X es el espacio de estados y F(x) representa el estado del sistema
en el siguiente paso de tiempo, dado su estado actual x. Un punto x* € X se dice que es un punto
de equilibrio (o punto fijo) del sistema si satisface:

F(x*) =x". (2.3)
) x(t) L ,
Ejemplo 2.2. Sea x(t+1) = F(x(t)) = W cont € Ny. Entonces, el tinico punto fijo de
X

la ecuacion en diferencias es x* = 0, puesto que F'(0) = 0. Para esbozar la 6rbita de una condicién
inicial xg, se sigue un procedimiento iterativo conocido como grafico de telaraia (Cobweb)[5].
Primero, se comienza con el valor de entrada x, y se encuentra el valor de salida F'(xo) trazando el
valor de la funcién por encima de xq. Luego, para convertir el valor de salida F'(x,) en el nuevo valor
de entrada, se traza una linea horizontal desde el punto (xq, F'(xg)) hasta la linea diagonal y = x.
Este proceso se repite iterativamente: se evalda F' en el nuevo valor de entrada, se traza una linea
vertical hasta la curva x = F'(x), y luego una linea horizontal hasta la diagonal y = x.

En la Figura 2.1, se ilustra la construccidn de las orbitas para las condiciones iniciales x, = 2.6

y Xo = —2.6, utilizando la funcién F'(x) Las lineas continuas de color rojo y azul

X

1+ |x|
representan los pasos iterativos del grafico de telarafia para cada condicion inicial. La orbita corres-
pondiente a xo = 2.6 es {2.6,0.722,0.419,0.295, ... }, mientras que la 6rbita correspondiente a
xg = —2.6 es {—2.6,—0.722, —0.419, —0.295, ... }. Ambas érbitas se acercan progresivamente al
punto fijo x* = 0.

Definicion 2.5. Una ecuacion en diferencias lineal no homogénea de primer orden es una
relacion de recurrencia de la forma:
x(t+1) =q(t)x(t) +r(t), t>ty>0, 2.4)
donde:



Matos J.- Selecciones Matematicas. 2025; Vol.12(1):162-185 165
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Figura 2.1: Grifico de telarafia (Cobweb) para dos drbitas de F'(x).

x(t) es la secuencia desconocida,

q(t) y r(t) son funciones reales dadas,

® 1, es un entero no negativo que representa el tiempo inicial,

X(to) es la condicion inicial.

Teorema 2.1 (Solucién de la ecuacién no homogénea [5]). Sean q(t) y r(t), t € Ny, secuencias
reales. Entonces, la ecuacion en diferencias lineales de primer orden

x(t+1) =q(t)x(t) + r(t), con condicion inicial x(ty),

tiene como solucion la expresion

(t) = {ﬁqu)} <)+ | 11 q(z')} ") 121020 @)

Para algiint € N,,.
Demostracion: La solucion se obtiene mediante iteracion directa de la relacidon de recurrencia
2.4). Parat =tg,t =tg+ 1yt =ty + 2, setiene

x(to + 1) = q(to)x(to) + r(to),

x(to +2) = q(to + 1)q(to)x(to) + q(to + 1)r(to) + r(to +1),)

X(to +3) = q(to + 2)q(to + 1)q(to)x(to) + q(to + 2)q(to + 1)r(to) + q(to +2)r(to + 1) + 7(to + 2).

y, en general,

x(t) = x(to +t — to),

x(t) = q(t = 1)q(t = 2) - - - q(to)x(to) + [q(t = V)q(t — 2) - - - q(to + 1)r(to)] + [a(t — )a(t = 2) - - q(to + 2)7(to + 1)]
=+--+qt—Dr{t—2)+rt-1).

Usando el método de induccién se demostrara que parat > to > 0 se cumple

x(t) = {H q@] x(to) + 3 [ 11 q@] r(p),

i=tg p=to Li=p+1

para algiin t € No.
Sit = 1; se tiene

0 0 0
x(1) = {H q(i)] x(to) + ) [ 11 q(n] r(p) = q(to)x(to) + 1 r(to) = q(to)x(to) + r(to).
i=to p=tg Li=p+1

k
Por convencién H q(#) = 1. Ahora supongase que para ¢ = k, la afirmacién es verdadera, es decir, se cumple

i=k+1

(k) = [H q(zﬂ x(to) + 3 { 11 q(zﬂ (D).

i=tg p=to Li=p+1
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Luego, parat = k + 1 de (2.3) se tiene
x(k 4+ 1) = q(k)x(k) + r(k).

Por hipétesis se tiene que

i=tg p=to Li=p+1
k—1 k—1 k—1
=q(k) [H Q(i)] x(to) + q(k) Q(Z)} r(p) + (k)
i=tg p=to Li=p+1
[k 7 k-1 [ &k 7
= [T a@|xto)+ > | TT a@|r@) +1-r(k)
Li=to n p=tg Li=p+1 a
[k k-1 [ & T k
= [T a@|xt)+ > | II a@|r@+ [T atrk)
Li=to | p=to Li=p+1 i=k+1
[k 7 k[ k 7
=[] e |xto)+ > | T a@®|r®
Li=to J p=to Li=p+1 J
Por lo tanto se tiene que (2.5) se cumple para todo t € No O

Supongamos existen dos soluciones distintas x; (t) y x2(t) tales que:

xi(t+1) = q(t)xi(t) +7(t), xi(to) = o,
xo(t 4+ 1) = q(t)xo(t) + r(t), xo(to) = Xo-

Definimos d(¢) = x;(t) — x2(t), Como ambas soluciones cumplen la misma condicién inicial,
entonces d(ty) = 0. Restando las ecuaciones:

d(t+1) = q(t)d(t).

Puesto que es homogenea de (2.5) la solucién es:

d(t) = d(ty) ﬁ qa(k), t>t,>0.

k=tg
Pero d(t) = 0, por lo que:
d(to) =0 t>t;>0.

Por tanto, x; (t) = xo(t) para algtin t € N.
Ejemplo 2.3 (Solucion de ecuacion en diferencias lineal no autonoma). Considere el sistema
dindmico discreto de primer orden no auténomo definido por la relacion de recurrencia:

x(t+1) = (t —5)x(t), teNy,

con condicidn inicial:

x(0) = 1.

Aplicando el método de iteracion directa y utilizando la férmula general para ecuaciones en
diferencias lineales (2.5), se obtiene la solucién explicita mediante un producto telescépico:

1 sit =0,
t—1
XO=1\T[G-5 sit<t<s, (2.6)
1=0
0 sit > 6.

Representacion Grafica de Series de Tiempo en Sistemas Dinamicos. En el anilisis de sis-
temas dindmicos discretos, las series de tiempo [6, 7] son una herramienta fundamental para visua-
lizar la evolucidn de las drbitas. Su representacion grafica permite interpretar de manera intuitiva el
comportamiento del sistema a lo largo del tiempo.

Método de Representacion

Dado un sistema dindmico definido por una sucesién x(t), donde ¢ € N representa el tiempo
discreto, construimos una serie de tiempo como se indica a continuacién:

o Graficamos los ejes de coordenadas X,Y donde:
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— El eje X (abscisas) representa el tiempo .
— Eleje Y (ordenadas) representa el valor de la solucion x(¢) en cada instante del tiempo.

e Puntos discretos:

— Para cada valor de t € Ny, hallamos el valor de x(t) y graficamos los puntos (¢, x(t))
en el sistema XY como una conjunto de puntos discretos.

e Interpolacion lineal:

— Conectamos los puntos (¢, x()) obtenidos en el paso anterior mediante segmentos de
recta para poder visualizar la gréifica de serie de tiempo del sistema dado. De esta ma-
nera podemos observar la evolucion temporal de nuestro sistema de una forma “casi”
continua.

Ventajas de la Representacion en Series de tiempo:
Esta técnica ofrece 3 beneficios importantes en el estudio del comportamiento cualitativo de un
sistema, los cuales son:

1. Visualizacion continua: Es posible transformar los puntos discretos en una trayectoria sua-
ve, lo cual permite la identificacion de patrones de comportamiento en forma continua.

2. Relacion temporal clara: Se pueden observar de forma mads clara las transiciones entre
diferentes estados consecutivos.

3. Analisis dinamico intuitivo: Se observan tendencias, estabilidad, oscilaciones o comporta-
mientos cadticos de las 6rbitas de forma gréfica, lo cual permite vislumbrar el objetivo del
estudio cualitativo.

En las figuras 2.2a 'y 2.2b se observan dos casos:

o En la figura 2.2a se tiene la 6rbita del sistema evaluada en 8 periodos, util para identificar
comportamientos iniciales.

e Enla figura 2.2b: se tiene la drbita del sistema extendida a 80 periodos, revelando la dinami-
ca a largo plazo.

Esta metodologia es fundamental en el anélisis de sistemas dindmicos discretos, permitiendo
caracterizar cualitativamente el comportamiento de las 6rbitas mediante herramientas visuales efec-
tivas. En particular, para modelos econémicos como el de telarafia, esta representacion grafica resulta
indispensable para comprender la evolucién temporal de los precios y su relacion con las expectativas
de los agentes.

Mapa Logistico (r = 3.2)

. [Txte) « Puntos discretos
®  Puntos discretos

— Segmentos

Y 2 3 4 5 g 7 8 £
20
o.
-0
60

(a) Serie de tiempo de solucion (2.6). (b) Serie de tiempo de 2-ciclos (2.2).

Figura 2.2: Series de tiempo.

La siguiente proposicién presenta dos casos particulares que son importantes en muchas aplica-
ciones, especialmente en economia [8].
Proposicion 2.1 (Casos particulares [5]). Sea la ecuacion en diferencias lineal no homogénea
de primer orden:
x(t+1) = q(O)x(t) +r(t), t=to =0,

Entonces, se tienen los siguientes casos particulares:
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i) Si q(t) = q es constante para todo t € Ny, la solucion se reduce a:

t—1
x(t) = ¢"""oxo + Z g 'r(p).
p=to
ii) Si q(t) = qyr(t) = r son constantes para todo t € Ny, la solucién se reduce a:

1 _ 4t—to

t—t R S :
X(t) = q OXO +r 1— q y Stq 7é 17 (27)
Xo + 7(t — to), sig=1.

Demostracion: Aplicando la formula (2.5) del Teorema (2.1), consideramos primero el caso en
el que ¢(t) = g es constante, obteniendo:

(t) = [H q@)] x(to) + 3

i=to p=to

11 q<z'>] (),

i=p+1
t—1
=q"7"x(to) + > _ [ r(p),
p=to
luego
t—1
x(t) = q""x(to) + Y ¢ r (D). (2.8)
p=to

Para el segundo caso, cuando ¢(t) = ¢ y r(t) = r son constantes, el segundo término de la solucién
general de la férmula (2.8) toma la forma:

t—to—1

t—1
Yodrhr=r Y ¢,
k=0

p=to
t—to—1 t—to
. Lo s k 1- q
donde k =t — p — 1. Evaluamos la serie geométrica cuando g # 1: Z ¢ =7
—dq
k=0
luego,
1 - qtft() t—to—1
x(t) = ¢ "x(ty) + - ————. Si ¢ = 1,entonces Z 1F =t —t,
1—q k=0
luego,
x(t) = x(to) + r(t —to).
Por tanto, el resultado obtenido permite obtener la solucién de los dos casos particulares. ]

Estabilidad en Sistemas Dinamicos Discretos. El estudio de estabilidad en sistemas dinami-
cos discretos es fundamental para analizar el comportamiento a largo plazo de las 6rbitas del sistema.

Definicion 2.6 (Estabilidad Asintotica para sistemas discretos). Un punto fijo x* del sistema
dindmico discreto x(t + 1) = F(x(t)) se dice:

1. Estable en el sentido de Lyapunov si:

Ve > 0,30 > 01al que ||[xo — x*|| < § = |x(t) —x*|| <&, VteN.

2. Asintoticamente estable si:

e Es estable en el sentido de Lyapunov, y
e Existe 6o > 0 tal que:

X0 — x*|| < 6y = Jlim Ix(t) —x*|| = 0.
hxde el
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En sistemas dinamicos, una bifurcacion es un cambio cualitativo en la estructura de las solucio-
nes del sistema, a medida que uno o mas pardmetros varian. Esto quiere decir que, pequefias modi-
ficaciones en los pardmetros del sistema pueden provocar cambios drdsticos en su comportamiento,
como la aparicién de nuevos estados de equilibrio, ciclos limite, o incluso caos. A continuacién
vamos a definir, qué condiciones se deben verificar para la existencia de una bifurcacion.

Definicion 2.7 (Bifurcacion en sistemas dinamicos discretos). Sea un sistema dindmico dis-
creto parametrizado:

x(t+1) =F(x(t),n), pekR.

Se dice que ocurre una bifurcacion en p = Li. cuando se cumple alguna de las siguientes condicio-
nes:

1. Cambio en el nimero de puntos fijos: Aparecen/desaparecen soluciones de x* = F(x*, ).

2. Cambio en la estabilidad: Los autovalores \; de DF(x*,u) cruzan el circulo unitario

(1Xi(pe)| = 1).
3. Cambio topoldgico: El retrato fase no es equivalente topologicamente para |1 < [,y pb >
/-‘LCy
donde:

o L. es el valor critico o punto de bifurcacion.

o DF denota la matriz jacobiana del sistema.

En economia un modelo de oferta y demanda tiende a buscar un punto de equilibrio donde los
precios se estabilizan. Sin embargo, ;qué ocurre si una perturbacién externa, como un cambio brusco
en los costos de produccion, afecta este equilibrio?. El siguiente teorema es fundamental para enten-
der y determinar bajo qué condiciones un sistema tiende a mantener su equilibrio frente a perturba-
ciones externas (estabilidad), o si, por el contrario, pequefias perturbaciones pueden amplificarse y
llevar al sistema a comportamientos no deseados (inestabilidad).

Teorema 2.2 ( Teorema 1.13, [S]). Sea x* un punto de equilibrio de la ecuacion en diferencias

P(t) = f(P(t 1)), 29)
donde f es una funcion continuamente diferenciable en x*. Se cumplen las siguientes propiedades:
i) Si|f'(x*)| <1, entonces x* es asintdticamente estable.
i) Si|f'(x*)| > 1, entonces x* es inestable.

Demostracion: Supongamos que |f'(x*)| < 1. Dado que f es continuamente diferenciable
en x*, existe un entorno de x* donde f’ estd definida y es continua. Por la continuidad de f’, para
cualquier € > 0, existe 0 > 0 tal que si |x — x*| < d, entonces:

[f'(@) = f/(x7)] <e
En particular, tomando € = W > (, se tiene que:

14 f(x)]
a 2

Como |f'(x*)| < 1, se sigue que M < 1. Esto implica que f es una contraccién en un entorno de
x*.

[f'(@)] < |f'(2) = OO+ 7)) < e+ [f (X)) =M.

Para cualquier condicién inicial P(0) en este entorno, aplicamos el Teorema del Valor Medio a
[ enelintervalo [P(0),x*]. Existe un punto ¢ en (P(0),x*) tal que:

f(P(0)) = f(x)

P0)—x fe).
Como f(x*) = x*, se obtiene:

P(]') — X e

m = f'(c).

Tomando el valor absoluto y utilizando la cota | f'(c)| < M, se tiene:
[P(1) = x*[ < M|P(0) = x|.
Iterando este proceso, se obtiene:

|P(t) = x7| < M*|P(0) — x|.
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Como M < 1, se sigue que M* — 0 cuando ¢ — co. Por lo tanto:
lim |P(t) —x*| =0
It [P(t) — x| =0,
lo que demuestra que x* es asintdticamente estable.
Supongamos ahora que |f’(x*)| > 1, utilizando la expansion de Taylor de primer orden de f

alrededor de x*:
f(P) = f(x7) + f'(X)(P —x") + R(P),

donde el término de residuo R(P) satisface:

P
lim R(P) =0

Poxx P — x*

Como f(x*) = x*, la expansion se simplifica a:

J(P) =x" = f/(')(P = x") + R(P). (2.10)

Sea P(0) una condicién inicial cercana a x*, y definimos dy = |P(0) — x*|. Aplicando (2.10) a

P(0), se tiene:
P(1) =x" = f/(x")(P(0) —x") + R(P(0)).

Tomando el valor absoluto y utilizando la desigualdad triangular, obtenemos:

dy = [P(1) = x| = |f'(X)] - do — | R(P(0))|.

R(P)

Dado que limp_,,« 5% = 0, para € = “/(X% > 0, existe § > 0 tal que si |P(0) — x*| < 9,

entonces:
[R(P(0))] < edo.
Por lo tanto:
di > [f'(x")| - do — edo = (| f'(x")| — €) do.

Como | f'(x*)| — e > 1, se sigue que d; > d. Iterando este argumento, se obtiene:
> (If (<) = o) do.
Dado que | f'(x*)| — € > 1, se tiene que:

lim d; = oc.
t—o00

Esto implica que la distancia de P(t) a x* crece indefinidamente, por lo que x* es inestable. [

Ejemplo 2.4. Sea x(t + 1) = F(x(t)) = (t)BXP’(t), cont € Ny. Entonces, los puntos fijos
de la ecuacion en diferencias son x* = —2, x* = 0y x* = 2, puesto que F(—2) = 2, F(0) = 0
y F(2) = 2. Para la funcién F(x) = =

(2.2), calculamos su derivada:

, analizaremos la estabilidad aplicando el Teorema

d [Tx—x3 7 —x?
Fl(x) = — - .
)= % < 3 ) 3

Evaluamos la derivada en los puntos fijos:

’ - (_2)2 5 ’ .
I. Enx* = =2: F'(=2) = —5 =3~ —1.66, como |F'(—2)| > 1, el punto fijo
x* = —2 es inestable.
) 702 7 ) .
2. Enx* = 0: F'(0) = —5 =37 2.33, como |F'(0)| > |, el punto fijo x* = 0 es
inestable.
/ 7 — (2)2 5 ’ .
3. Enx*=2: F'(2) = 5 =3~ —1.66, como |F'(2)| > 1, el punto fijo x* = 2 es

inestable.
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Figura 2.3: Gréfico de puntos fijos x* = —2 y x* = 2 inestables.

En la Figura (2.3), se observa la construccion de las orbitas para las condiciones iniciales x, =

—0.8 y xg = 0.6, utilizando la funcién F(x) = . Las lineas continuas de color rojo y azul

X
1+ x|
representan los pasos iterativos del grafico de telarafia para cada condicién inicial. Ambas Orbitas
se acercan progresivamente al los puntos fijos x* = —2 y x* = 2. Sin embargo, se observa un
comportamiento de oscilaciones explosivas, lo cual indica que estos puntos fijos son inestables.

Con el fin de simplificar la notacion en los modelos econdmicos, se adoptard una convencién
general para representar variables econdmicas en el tiempo.

En lugar de utilizar la notacién funcional x(¢) para denotar una variable x en el tiempo ¢, se em-
pleard la notacion x,. Es decir, x(t) := x;. Este cambio de notaci6n se aplicard de manera consistente
a todas las variables econémicas que dependan del tiempo, facilitando asi la exposicién y el manejo
de las ecuaciones en el andlisis subsiguiente.

3. Modelo de oferta y demanda con expectativas ingenuas (Cobweb). En el anélisis econdmi-
co de los mercados de bienes perecederos, como los productos agricolas o ganaderos, la cantidad de
bienes ofrecidos y los precios de equilibrio dependen de las decisiones de los productores, quie-
nes buscan maximizar sus beneficios. Para comprender este comportamiento, es esencial conectar el
proceso de maximizacion de beneficios con las funciones de oferta, las cuales modelan cémo los
productores responden a las expectativas de precios futuros[4].

Los productores toman decisiones de produccion para maximizar sus beneficios. El beneficio
7(g;) del productor en el tiempo ¢ se expresa como:

m(q:) = piae — c(ar),
donde:
e p7 es el precio esperado por los productores en el tiempo ¢,
® ¢, es la cantidad producida,
e ¢(q;) es la funcién de costos de produccion.

El productor quiere maximizar su beneficio, lo que significa encontrar la cantidad ¢; que ma-
ximiza la diferencia entre los ingresos y los costos. Esto se puede formalizar usando el operador
arg max:

argrq§X{1€qtng(QO}-

Este operador indica que estamos buscando el valor de ¢; que maximiza la funcién de beneficios
pSq; — c(q;). Este es un proceso de optimizacion.

Para resolver este problema de maximizacion, utilizamos la derivada de la funcién de beneficios
con respecto a ¢y, para encontrar el valor de ¢; que maximiza los beneficios. La derivada de 7(q;) es:

dﬂ-(‘]t) __ e /
d, P c(qr),

donde ¢/(q;) es la derivada de la funcién de costos ¢(g;), que representa el costo marginal de
producir una unidad adicional [4].
Para encontrar el valor éptimo de ¢;, igualamos la derivada a cero:

p; —c(q) =0,
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lo que nos da la condicién de maximizacion:

Py = (q).

Esta ecuacién muestra que, para maximizar el beneficio, el precio esperado p; debe ser igual
al costo marginal, ¢'(¢;). En otras palabras, los productores ajustardn la cantidad comprada ¢; de
manera que el precio esperado iguale el costo de producir una unidad adicional.

Una vez que sabemos que pf = ¢'(q;), podemos resolver para q;, 1o que nos da la cantidad
ofrecida por los productores en funcidn del precio esperado. La relacion entre la cantidad ofrecida
y el precio esperado es la funcién de oferta, S(p¢) que depende del costo marginal:

S(py) = ()1 ()
Esta es la cantidad de bienes que los productores ofreceran al mercado cuando el precio esperado
sea pf.

En muchos modelos econémicos, la funcién de costos ¢(g;) puede ser simplificada para hacer
el andlisis mas manejable. Si asumimos una forma simplificada para ¢(q;), podemos obtener una
funcion de oferta lineal. Esto se logra mediante la suposicién de que la relacion entre el precio
esperado p; y la cantidad ofrecida g, es lineal. Este modelo fue estudiado por Ezequiel [3] en (1938).
La dindmica del mercado estd descrita por las siguientes ecuaciones:

D(P,) =a— (P, (Demanda)
S(Pf) = —y+ 0F;, (Oferta) (3.1)
D(P,) = S(Fy), (Equilibrio de mercado)

donde D y S son funciones lineales que representan la demnada del consumidor y la oferta del
productor en el periodo ¢, respectivamente, P; es el precio en el periodo ¢ y Py es el precio de
expectativa del agricultor. Los pardmetros «, 3, v y d son constantes positivas que capturan las
sensibilidades de la demanda y la oferta al precio. Sustituyendo las ecuaciones de oferta y demanda
en la condicién de equilibrio, se obtiene la ecuacion en diferencias:

BP, 4+ 0Pf =a+7, (3.2)

despejando tenemos

—0F¢
P, = Wiﬁ (3.3)
B
de la ecuacién de Equilibrio de mercado tenemos P, = D~'S(Pf), comparando con (3.3) se tiene:
—0Pf

p = 4ty 0% ”ﬂ L= DLS(PY). (3.4)

La evolucién del precio en (3.4) depende tanto de las curvas de demanda y oferta como de la
hipdtesis sobre las expectativas asumidas P, en el periodo ¢. A continuacién, analizamos algunos
casos de referencia, como las expectativas ingenuas.

Expectativas Ingenuas o Estaticas En su formulacién més elemental, los modelos clasicos de
oferta agricola asumen que los productores forman expectativas ingenuas o estaticas sobre los precios
futuros [4, 9]. Bajo este esquema, los agentes econdmicos proyectan que el precio del préximo
periodo (Pf) serd idéntico al ultimo precio observado (PS ;) o bien esperan que el valor de una
variable econdmica en el futuro sea idéntico a su valor actual:

Pf=P,_,. (3.5)

Reescribiendo y reemplazando (3.5) en (3.2) esta ecuacion en su forma estdndar y desplazando
los subindices de tiempo hacia adelante en un periodo, se tiene:

0 o+
Pt+1+BPt: ny;
donde 5 N
a7y
t)=q=——, r(t)=r= ,
q(t) =q 3 (t) 3

son constantes. Por lo tanto, podemos aplicar la Proposicién (2.1).

De acuerdo con el caso ii) de la Proposicion (2.1), si g(t) = ¢ y r(t) = r son constantes, la
solucién general de la ecuacion en diferencias:
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x(t+1)=gx(t) +r,
esta dada por:

l—gq
t—to . s
x(ty= 49 ot = sta AL
X0+7’(t—t0), Slq:1
) o+ 7y
Eneste caso, ¢ = —— yr = . Dado que ¢ # 1 (a menos que § = —f, lo cual no es

posible porque d y 8 son positivos), la solucion se reduce a:

t—to
s
S\ a+q 1_(7)
=(-5) A+t ()
B
Simplificando, se obtiene:

B oa+y ' a4+~
P=r-550 (-5) + 5% (3.6)

0
El térmmino —— determina la dindmica del precio. Dependiendo de la relacién entre § y £, la

trayectoria temporal del precio puede ser explosiva, uniforme o amortiguada.

Punto de equilibrio de la oferta y demanda lineal -
El punto de equilibrio x* en (3.1) esta representado por el precio de equilibrio intertemporal P,
que es el precio al cual la cantidad demandada es igual a la cantidad ofertada en cada periodo.
Matematicamente, este precio satisface la condicién de equilibrio del mercado:

D(P) = S(P),

donde D y S son las funciones de demanda y oferta, respectivamente. Sustituyendo las expre-
siones lineales para Dy S de (3.1), se obtiene:

a— P =—~+6P.
Resolviendo para P, se encuentra:

o+
B+6

Este valor P es el punto de equilibrio del sistema (3.1), ya que satisface la condicién de punto
fijo en la ecuacion en diferencias que describe la dindmica del precio:

Pt+1 = F(Pt),

P=

(3.7)

donde

F(Pt):_gpt"i‘a;fy

Sustituyendo P, = P, se verifica que:

F(P):—gp+a;7:]5.

De acuerdo con la definicién (2.4), P es un punto de equilibrio (o punto fijo) del sistema
dindmico, puesto que satisface F'(P) = P. Por lo tanto, P representa un punto de equilibrio en el
modelo de oferta y demanda con rezago temporal, que refleja la forma en que las expectativas del
agricultor sobre el precio se ajustan de manera ingenua, es decir, basdndose en el precio esperado
del periodo anterior.

(3.8)

Analisis de Estabilidad y Comportamiento Dinamico El siguiente resultado proporciona una
caracterizacion detallada de la estabilidad del modelo en un caso particular en el que la demanda
es decreciente y la oferta es creciente, lo que implica que la aplicacién f = D~1S es decreciente.
Este escenario es relevante porque refleja una interaccién econdémica frecuente, donde un aumento
en el precio reduce la demanda y estimula la oferta. El resultado establece condiciones claras bajo
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las cuales el precio de equilibrio es estable o inestable, dependiendo de las propiedades locales de
las funciones de oferta y demanda en el entorno del equilibrio.

Proposicion 3.1 (Estabilidad caso particular [4]). Sea P un punto de equilibrio de la ecuacion
en diferencias

D™ (S(Pr)) = f(Prma), (3.9

donde f, Dy S son funciones continuamente diferenciables en P. Entonces se cumplen las siguien-
tes condiciones:

S'(P _
i) Si—1< D’(( P)) < 0, entonces P es localmente estable, y los precios convergen al precio
de equilibrio.
o S'(P) . : Lo 5
it) Si D P) = —1, entonces el sistema exhibe una oscilacion uniforme alrededor de P con
un periodo de 2.
o (P S o o
iii) Si D'(P) < —1, entonces P es inestable, los precios divergen del equilibrio.
5 . S'(P) i}
Demostracion: (Caso i) Supongamos que —1 < D'(P) < 0. Para demostrar que P es local-

mente estable, primero, vemos que P es un punto de equilibrio de la ecuacién en diferencias (3.9),
lo que implica:

D' (S(P)) = f(P)=P. (3.10)
Calculamos la derivada de f en P utilizando la regla de la cadena:
f'(P) = (D71)(S(P)) - §'(P). (3.11)

La derivada de la funcién inversa D~' en S(P) esta dada por:

(D1)(S(P)) ! !

" D(D(S(P)))  DI(P)

donde hemos utilizado que D~ (S(P)) = P por (3.10). Sustituyendo en (3.11), obtenemos:

e =550,

Por hipétesis, se cumple que —1 < f/(P) < 0, lo que implica |f’(P)| < 1. Aplicando el
Teorema (2.2), concluimos que P es asintéticamente estable. Dado que asintéticamente estable im-
plica localmente estable, también se cumple que P es localmente estable. Por lo tanto, los precios
convergen al equilibrio P cuando t — oo.

(Caso ii). Supongamos que o] )) = —1. Linealizamos la funcién f(P) alrededor de P utili-
zando una expansién de Taylor:

f(P)=f(P)+ f'(P)(P—P)+O((P - P)*).

/

i

E

Dado que f(P) = P, esta expresion se simplifica a:
f(P) =P+ f(P)(P—P)+O((P—P)).

De i) tenemos que:

_ S'(P)
/ P — — = —
J(P) D'(P) ’
por lo que: f/(P) = —1 sustituyendo en la expansion de Taylor, la ecuacion en diferencias lineali-

zada alrededor de P es:

Py — P=f(P)(P,— P)=—(P,— P).
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Esto implica: B
Pt+1 :2P—Pt (312)

La ecuacidn (3.12) describe una relacion lineal entre P, 1 y P;. Para analizar su comportamiento,
iteramos la ecuacion:

Pt+2:2p_Pt+1
=2P - (2P - P)
:Pt'

Esto muestra que P,,» = P, lo que implica que los precios no converge ni diverge, sino que
oscila indefinidamente entre Py y P;. Es decir, el sistema alterna entre dos valores:

Py, Pi=2P-PF, P,=PF, P=DPr,

Por lo tanto el sistema exhibe una oscilacion uniforme alrededor de P.
li

(Caso iii). Supongamos que < —1. En este caso, de i) tenemos que:

D'(P)
S'(P)

F'(P) = gy <

lo que implica | f'(P)| > 1, por el Teorema (2.2), concluimos que P inestable.
Por tanto, el resultado obtenido permite obtener el andlisis de estabilidad del precio de equilibrio.
O

La Proposiccién (3.1) afirma que estabilidad del punto de equilibrio P y el comportamiento
dindmico del precio P; dependen criticamente de la razén ——, que relaciona las pendientes de las

B
curvas de oferta y demanda.

En el modelo lineal de telarafia (Cobweb), la dindmica del mercado se describe a través de ajustes
sucesivos entre la oferta y la demanda. Supongamos que, en un periodo de tiempo determinado, se
ha ofrecido una cantidad inicial ¢y. Este nivel de oferta determina un precio p,, representado por el
punto mg en el plano de precios y cantidades. A partir de este punto, el sistema evoluciona de la
siguiente manera:

e Primer ajuste: La produccion se incrementa en respuesta al precio pg, lo que lleva a una
expansion de la oferta en el siguiente periodo hasta alcanzar ¢, representado por el punto
mi.

e Segundo ajuste: Dado el aumento en la oferta, el precio cae a p;, representado por el punto
ms. Esta reduccién en el precio provoca un ajuste en la oferta, que es la cantidad g en el
periodo siguiente.

e Tercer ajuste: El nuevo aumento en el precio lleva a un incremento en la oferta, y el ciclo
se repite sucesivamente.

A continuacidn, se analiza la estabilidad del modelo lineal de telarana (Cobweb). Este modelo
de mercado estd descrita por las siguientes ecuaciones:

D(Pt>:a_ﬁpt>
S(Pf) =—y+ 0Py,
D(P;) = S(FY).

e Sid < g

En este caso, se cumple la condicién —1 < —% < 0, lo que permite aplicar la Proposicion

(3.1). Bajo esta condicién, el precio de equilibrio P es localmente estable, ya que el valor

absoluto de la razén ‘—%‘ es menor que 1 (‘ —%‘ < 1). Esto significa que las fluctuaciones

alrededor del equilibrio decrece con el tiempo (amortiguadas), y la trayectoria temporal del
precio converge hacia el valor de equilibrio P. Este comportamiento indica que cualquier
desviacidn del equilibrio se reduce con el tiempo, lo que resulta en una dindmica convergente
y predecible.

En la Figura (3.1), se ilustra esta dindmica:
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e Se observa la telarana (cobweb) como una espiral ciclica que representa las fluctuacio-
nes sucesivas de precios y cantidades. Estas fluctuaciones parecen guiadas por una fuerza
centripeta que las acerca gradualmente al punto de interseccidn, donde se encuentra el precio

de equilibrio P.
e Sid =7
En este caso, —% = —1. Aplicando la Proposicién (3.1), el precio de equilibrio P es estable,
pero no asintéticamente estable, ya que ‘—%‘ = 1. Esto significa que las oscilaciones en el precio

no se amortiguan con el tiempo, sino que persisten de manera constante alrededor del valor de

equilibrio P. Este comportamiento indica que el sistema no converge ni diverge, sino que mantiene
una oscilacién permanente, lo que refleja un equilibrio neutro en la dindmica del precio.

P P p

Po}-

P2 ER 3

~l
.
1

‘ L

Py q : :
[T ar T0q; a1

q
92 90 a a

Figura 3.1: E. estable. Figura 3.2: E. neutral.  Figura 3.3: E. inestable.

En la Figura (3.2), se ilustra esta dinamica:

e Se ha tomado un nuevo punto de inicio y se observa la telaraiia (cobweb) se transforma en
un bucle cerrado o ciclos perfectos que representan las fluctuaciones constantes de precios
y cantidades. Estas oscilaciones no se acercan ni se alejan del punto de equilibrio, sino que

se mantienen en una Grbita cerrada alrededor de P.
e Sid > f:

En este caso, —%

ya que ‘—%‘ > 1. Las oscilaciones se aplifican con el tiempo (explosivas), y la trayectoria temporal

< —1. Aplicando la Proposicién (3.1), el precio de equilibrio P es inestable,

del precio diverge de P. Este comportamiento indica que cualquier desviacién del equilibrio, por
pequeiia que sea, se amplifica con el tiempo, lo que resulta en una dindmica divergente.
En la Figura (3.3), se ilustra esta dindmica:

e El proceso descrito comienza en un punto diferente y se observa la telarana (cobweb) como
una espiral de oscilacién con tendencia hacia afuera (centrifuga), que se aleja progresiva-
mente del punto de equilibrio P. Las fluctuaciones de precios y cantidades se vuelven cada
vez mds amplias, reflejando la naturaleza explosiva del sistema.

El proceso de ajuste descrito en las graficas 3.1, 3.2 y 3.3, junto con la Proposiciéon (3.1), per-
mite observar las fluctuaciones en los precios y las cantidades en funcion de las condiciones del
mercado. Estas fluctuaciones pueden formalizarse mateméaticamente para analizar su comportamien-
to dindmico. Denotemos por 7 el cambio neto o desplazamiento ciclico entre la cantidad inicial g
y la cantidad después de un ciclo completo g2, que corresponde al punto de interseccién mg de la
oscilacién completa que sigue a qq. Este cambio se expresa de la siguiente manera:

T = g2 — qo, (3.13)
donde:
po =D (qo),
a1 = S(po),
pr =D (q),
q2 = S(p1)-

Por lo tanto el desplazamiento ciclico r toma la siguiente forma:

r(q) = S(D(S(D™(9)))) — o-
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El valor de r nos indica si el sistema tiende a acercarse al equilibrio (tendencia centripeta), a
alejarse del equilibrio (tendencia centrifuga), o a mantenerse en un ciclo constante. La interpreta-
cién depende del signo de r como veremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2 ([10]). En el modelo de la telarafia, la dindmica del sistema estd determinada
por el desplazamiento ciclico r(qo)_: G2 — qo, donde qq representa la cantidad inicial, qs la cantidad

después de un ciclo completo, qy P es la cantidad y precio de equilibrio. Se cumplen las siguientes
afirmaciones:

1. Sir(qo) > 0:

e Para qq > @, el sistema exhibe una tendencia centrifuga, alejdndose del equilibrio.

e Para qy < @, el sistema muestra una tendencia centripeta, acercdndose al equilibrio.

2. Si r(qo) = 0, el sistema permanece en un ciclo constante, manteniendo oscilaciones de
amplitud estable sin convergencia ni divergencia.

3. Sir(qe) <O0:

e Para qy > @, el sistema presenta una tendencia centripeta, acercdndose al equilibrio.
e Para qy < q, el sistema manifiesta una tendencia centrifuga, alejdndose del equilibrio.

Demostracion:
Caso 1: 7(¢qo) > 0
Supongamos que 7(qp) > 0. Por definicion, 7(qo) = g2 — qo, lo que implica g2 > ¢o. Analizamos
los subcasos:

e Si gy > @, entonces g3 > qo > (. Esto significa que, después de un ciclo completo, la
cantidad ¢, se aleja atin mds de la cantidad de equilibrio g. Por lo tanto, el sistema exhibe
una tendencia centrifuga, alejandose del equilibrio.

e Si gy < @, entonces g, > ¢o. Dado que ¢y < ¢y la funcién inversa de la demanda D~ es
decreciente, se cumple que:

D™(q) < D™ (qo)-

Esto implica que el precio de equilibrio P satisface P < p,, donde py = D~*(qo) es el pre-
cio inicial. Aplicando la funcién oferta S, que es creciente, a esta desigualdad, obtenemos:

S(P) < S(po)-

Dado que S(P) = gy S(po) = qu, se deduce que:
q<q-

Aplicando nuevamente la funcién inversa de la demanda D1 que es decreciente, a la des-
igualdad ¢ < ¢, obtenemos:

D (@) < D (@)

Esto implica que el precio en el siguiente periodo p; = D~!(q,) satisface p; < P. Apli-
cando la funcién oferta S a esta desigualdad, se tiene:

S(p1) < S(P).

Dado que S(p;) = ¢ y S(P) = g, concluimos que:
g2 < (.
Ademads, como ¢, > qo por hipétesis, se cumple la cadena de desigualdades:
G < g2 <4q.
Esto significa que, después de un ciclo completo, la cantidad ¢, se encuentra mas cerca de

la cantidad de equilibrio ¢ que la cantidad inicial gy. Por lo tanto, el sistema exhibe una
tendencia centripeta, acercandose al equilibrio.
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Caso 2: 7(q0) =0

Sir(qy) = 0, entonces ¢, = ¢o. Esto implica que, después de un ciclo completo, la cantidad ¢, es
igual a la cantidad inicial gq. Por lo tanto, el sistema permanece en un ciclo constante, sin conver-
gencia ni divergencia, manteniendo oscilaciones de amplitud estable.

Caso 3: 7(q0) <0
Supongamos que 7(qo) < 0. Por definicién, r(qp) = g2 — qo, lo que implica g2 < go. Analizamos
los subcasos:

e Si gy > @, entonces q; < qo. Dado que ¢ < ¢ y la funcién inversa de la demanda D!
es decreciente, se sigue un razonamiento andlogo al Caso 1. Esto implica que, después de
un ciclo completo, se cumple § < g2 < @o. Por lo tanto, el valor de g, se acerca mds
a la cantidad de equilibrio ¢ que ¢y, lo que indica que el sistema presenta una tendencia
centripeta, acercandose al equilibrio.

e Si gy < @, entonces g3 < qo < q. Esto significa que, después de un ciclo completo, la
cantidad ¢ se aleja atin més de la cantidad de equilibrio g. Por lo tanto, el sistema manifiesta
una tendencia centrifuga, alejandose del equilibrio.

O
Aplicacion

El fenémeno conocido como teorema de la telarana (cobweb theorem) describe como los des-
fases temporales entre la oferta y la demanda pueden generar fluctuaciones ciclicas en los precios y
las cantidades producidas. Los datos utilizados en este andlisis provienen del articulo titulado “Die

Synthetische Okonomie” [11]. En particular, se emple6 la informacién presentada en la Tabla 1
(pagina 651), que incluye Precios, demanda y oferta de patatas en Estados Unidos para el periodo
1900-1913. Para este estudio, se considerd expectativas ingenuas, es decir, un desfase temporal en
el cual la oferta en el afio ¢ depende del precio en el afio ¢ — 1, mientras que la demanda en el afo ¢
estd determinada por el precio en el mismo afio ¢.

A partir de los datos mencionados, se estimaron las curvas de oferta y demanda, las cuales
permiten analizar la dindmica del mercado y comprender cémo las expectativas de los productores y
los desfases temporales influyen en la estabilidad o inestabilidad de los precios y la produccién. El
modelo se describe mediante el siguiente sistema de ecuaciones:

D(P,) =a— (P, (Demanda)
S(Pf)=—y+ P/, (Oferta) (3.14)
D(P,) = S(Fy), (Equilibrio de mercado)

donde:
e o =1.6054 y B =0.6057 son los pardmetros de la funcién de demanda.
e v = —0.4491 y § =0.552 son los parametros de la funcién de oferta.

Reemplazando los parametros y aplicando la expectativas ingenuas en la oferta tenemos:

Demanda:
D(P,) = 1.6054 — 0.6057P,.

Oferta (con expectativas ingenuas Py = P;_):
S(P,_1) = 0.4491 + 0.552P, ;.
Equilibrio de mercado (D(p;) = S(P;—1)):
P, =1.90903 — 0.91134F,_,.

El precio de equilibrio P se calcula utilizando (3.7) o la ecuacién de equilibrio de mercado cuan-
do P, = P,_; = P, resultando P ~ 0.9988. La cantidad de equilibrio se determina reemplazando
el precio de equilibrio en la demanda (o oferta) resultando ¢ ~ 1.001

Segtn el andlisis de estabilidad aplicando la Proposicién (3.1), caracterizado por la condicién en
particular, se tiene: 6 < = 0.552 < 0.6057.

. . 0 .
Bajo esta condicion, el valor de —B se encuentra en el intervalo (—1,0). Calculando este

término, obtenemos:

1) 0.552
— = ———— =~ —0.9113.
I} 0.6057
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Dado que —1 < —0.9113 < 0, se satisface la condicion de estabilidad. Esto implica que el
precio de equilibrio P es localmente estable, ya que el valor absoluto de —— es menor que 1

B
(1-0.9113| < 1).

Reescribiremos las ecuaciones de demanda y oferta para que adopten una forma que nos permita
aplicar directamente la Proposicion (3.2).

1. Funcion demanda inversa:

P = "l = P, =D (q) El precio esta en funcién de la cantidad.

B

2. Funcion oferta:

Gr1=—"7+06- P, = g1 =S(P) La cantidad esta en funcién del precio.

Partimos de una cantidad inicial gy = 0.52 y realizamos iteraciones sucesivas para calcular P; y
qt+1-

Tabla de ejemplo numérico. A continuacion, se muestran las primeras 3 iteraciones del pro-
ceso:

Iteracién () Cantidad (q;) Precio (F}) Descripcioén del célculo
0 Q0 =052 Py=1792 Py = o5 = L2 ~ 1.792
1 g =1438 P, =0276 ¢ =—y+6-FP)=0.4491 4+ 0.552-1.792 ~ 1.438
_ a—qi _ 1.6054—1438
P = ﬁq = e ~0.276
2 g2 =0601 P,=1658 ¢q,=—y+6-P =0.4491 4+ 0.552-0.276 ~ 0.601
a—gz _ 1.6054—0.601
P, = gq — T 06057 1.658
3 g3 =1364 P;=0399 ¢3=—v+6 P, =0449140.552-1.658 ~ 1.364
_ a—gs _ 1.6054-1.364 .,
Py = ﬁq = s ~0.399

Tabla 3.1: Iteraciones del diagrama de telarafia.

Ahora se presentan dos casos numéricos usando los datos de la Tabla (3.1). Estos dos casos,
ejemplifican el comportamiento del sistema en funcién del desplazamiento ciclico 7(qo) = g2 — qo-

En la Tabla (3.2) se muestran los resultados de las iteraciones para dos valores iniciales ¢g, uno
menor que ¢ y otro mayor que ¢. En ambos casos, se calcula el desplazamiento ciclico 7(qo) y se
verifica el comportamiento del sistema segun la Proposicion (3.2).

Caso qo g () =q¢ —q Comportamiento del sistema
1 0.52 0.601 0.081 Tendencia centripeta (converge al equilibrio)
2 1.5 1.415 -0.085 Tendencia centripeta (converge al equilibrio)

Tabla 3.2: Ejemplo numérico del comportamiento del sistema en funcién de 7(qo).

Caso Numérico 1: ¢y < Gy r(qo) > 0. Para go = 0.52 (menor que ¢ ~ 1.001), se obtiene un
desplazamiento ciclico » = 0.081. Segin la proposicién (3.2), cuando » > 0y g9 < @, €l sistema
exhibe una tendencia centripeta, es decir, se acerca al equilibrio. Esto se confirma numéricamente,
ya que las iteraciones convergen hacia ¢ =~ 1.001. En la Figura (3.4) se puede observar esta dindmi-
ca, donde después de completar un ciclo, la cantidad g, satisface ¢y < g2 < q. El sistema muestra
una tendencia centripeta, acercandose al equilibrio.
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Caso Numérico 2: o > gy r(qy) < 0. Para go = 1.5 (mayor que ¢ =~ 1.001), se obtiene un
desplazamiento ciclico » = -0.085. Segtn la proposicién 3.2, cuando 7 < 0y qo > ¢, el sistema
también exhibe una tendencia centripeta, acercandose al equilibrio. Esto se verifica numéricamente,
ya que las iteraciones convergen hacia ¢ ~ 1.001.En la Figura (3.5) se puede observar esta dindmica,
donde después de completar un ciclo, la cantidad g5 satisface § < q» < qq. El sistema muestra una
tendencia centripeta, acercandose al equilibrio.

o Equilibrio (d,P) o Equilibrio (G.F)

20 25

Cantidad (q)

Figura 3.4: Dindmica telarafia cuando gy < Figura 3.5: Dindmica telarafia cuando § <
q. do-

4. El modelo la telaraiia (Cobweb) con expectativas adaptativas. En el modelo cldsico de la
telarafia, incorporamos expectativas adaptativas para capturar el ajuste progresivo de las prediccio-
nes de los agentes economicos. Las expectativas adaptativas representan un proceso de aprendizaje
donde los agentes econémicos (productores, consumidores) forman sus predicciones sobre precios
futuros basandose tnicamente en la informacién pasada y corrigen sus errores de forma progresiva
[1, 4]. Los agentes no anticipan cambios bruscos, sino que actualizan sus expectativas mediante un

proceso iterativo:
Pf =P+ NP1 —Py)

donde
e P¢ : Precio esperado en el periodo t.
e )\ € (0, 1], factor de ponderacién de las expectativas.

Los agentes cometen errores sistematicos (P;_; — P? ;) pero aprenden de ellos. El modelo de tela-
rafia (Cobweb) no lineal con expectativas adaptativas esta dado por el siguiente sistema de ecuacio-

nes:
D(P) = a - BF, (Demanda)
S(P) = p <1_:Drpf|> : (Oferta no lineal ) @1
Pf=Pf + XNFP,—1 — P7,), (Expectativas adaptativas)
D(P,) = S(Fy), (Equilibrio de mercado)
donde:

e P es la expectativa de precio en el periodo ,

e ) es el parametro de ajuste de expectativas (0 < A < 1),

e 4, > 0 es un pardmetro de la oferta no lineal,

e (3 > 0 es un pardmetro de la demanda lineal,

e « > 0 es un pardmetro de la demanda.

a— D(P)
g

A partir de la ecuacion de demanda, se despeja el precio: P; = . Por otro lado, de la

ecuacion de expectativas adaptativas, se obtiene la expectativa de precio:
Py = (1-NPf, + APy,

Desplazando los subindices de tiempo un periodo hacia adelante, se tiene: Pf,; = (1 — )Py +
AP;. Despejando P; de esta tltima ecuacion, se obtiene:

te+1 B (1 B )‘)Pte

P = :
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Igualando las dos expresiones para P; y reemplazando la oferta no lineal S(Pf), se llega a la
siguiente ecuacion en diferencias no lineal:

¢ = e —_i i _ e @
P = P = =S (e )+ - WP+ 5 42)

Para determinar los puntos fijos P del modelo, se resuelve la ecuacion en diferencias no lineal

bajo la condicién P7 ; = P¢ = P. Sustituyendo en la ecuacién (4.2) se obtiene:

_ A P
BU\1+|P|
Equilibrio Positivo (P > 0). De la ecuacién cuadratica:

BP)*+(B+p—a)P—a=0,

_aA
)+(1—)\)P+6,

obtenemos:

p+ p
28 28
0h=—B+p—a), 0= \/(ﬁ+/t—a)2+4ﬁa.

Equilibrio Negativo (P < 0). De la ecuacién cuadrtica:
BPY* +(=B—p—a)P+a=0,
las soluciones son:

]3+:SO1+<,02’ ]5_:@1—%027

20 2p
o1 =B+ p+a, 902:\/(5+u+a)2—4ﬂa.

Simulacion numérica: Realizaremos iteraciones al modelo de telarafia (Cobweb) no lineal para
poder analizar la descripcion cualitativa del sistema mediante las series de tiempo [7]. Fijando
A =0.5, 8 = 0.25 se tiene:

Pe
Pte+1 = -2 X 1% <]_—|—|t_Pte|> +05Pte + 20x. (43)

Término no lineal

En la Figura (4.1), con los parametros fijos © = 3.2 y « = —2, se observa en la serie de tiempo [7]
una evolucién hacia una érbita de 1-ciclo (punto fijo estable), simulada para 150 periodos con valor
incial Py = 0.1. La Figura (4.2) muestra para o = 1 un comportamiento diferente, la evolucién es
una Orbita de 2-ciclo, donde el sistema oscila periddicamente entre dos valores, mientras el punto
fijo es inestable.

JIT

0 50 100 150 0 50 100
t t

——Gatal
~ — ~P. Fi}o 0.3924 (Inestable)

Figura 4.1: Orbita 1-ciclo, 1 = 3.2 y o« = —2. Figura 4.2: Orbita 2-ciclos, p = 3.2y a = 1.

La teoria de bifurcacién analiza los valores en un sistema donde su comportamiento cualitativo
experimenta un cambio abrupto [8]. Como su nombre lo indica (del latin bifurcatus, “dividido en
dos”), describe la aparicion de al menos dos ramas de soluciones distintas [14]. En particular, cuando
el pardmetro de bifurcacién varia ligeramente en sistemas no lineales, pueden emerger multiples
configuraciones posibles.
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En nuestro caso, este fenémeno se visualiza al representar graficamente el plano (¢, Pf), donde
el comportamiento del sistema queda evidenciado por los patrones que aparecen en la Figura (4.3),
cuando p = 3.2 y el pdrametro « varia desde [—4.0, 4.0], la solucién para el valor &« = «*, da lugar
a un resultado estable de 2-ciclos.

I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Parametro o

Figura 4.3: Diagrama de bifurcacién para p = 3.2.

En consecuencia, el valor o* (punto de bifurcacién [8]) marca la transicién entre una solucién
Unica no trivial y una solucién de 2-ciclos, conocida como bifurcacién por duplicacién de periodo.
Este valor critico o* indica precisamente el pardmetro donde emerge un ciclo estable de dos periodos.
La variacién de o genera un diagrama de bifurcacién que muestra cémo la solucion de periodo 1 pri-
mero se duplica y luego se reduce a la mitad en el intervalo [—4.0,4.0], comportamiento claramente
observable en las series de tiempo de las Figuras 4.1 y 4.2.

Podemos adoptar la notacién (1 — 2 — 1) para describir la transicién en el intervalo [—4.0, 4.0],
donde el sistema evoluciona de:

e Una solucién.
e A una solucién de 2-ciclos (duplicacién).
e Finalmente regresa a una solucién unica (reduccién a la mitad).

Esta secuencia caracteriza completamente el comportamiento de bifurcacién observado.

En la Figura (4.4), con los parametros fijos © = 4 y a = —2.2, se observa en la serie de tiempo
una evolucién hacia una 6rbita de 4-ciclos (punto fijo inestable), simulada para 150 periodos con
valor incial P§ = 0.1. La Figura (4.5) muestra para o« = 1 un comportamiento diferente, la evolucién
es una orbita de 2-ciclos, donde el sistema oscila periddicamente entre dos valores, mientras el punto

R

0 50 100 150 0 50 100 150
t t

e

|~ = ~P. Fijo 0.3007 (Inestable)

& IS &
T —

——
———

Figura 4.4: Orbita 4-ciclos, p = 4y o« = —2.2. Figura 4.5: Orbita 2-ciclos, p =4y o = 1.

En la Figura (4.6), con i = 4y « variando en [—4.0, 4.0], se observa un diagrama de bifurcacién
con el patréon completo:

e (1 — 2 — 4): Transicion desde:

— Una solucién tnica.
— Duplicacién a 2-ciclos.
— Duplicacién posterior a 4-ciclos.
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e (4 — 2): Colapso (reduccién a la mitad) manteniéndose en 2 soluciones estables.
e (2 — 4): Nueva duplicacion.
e (4 — 2 — 1): Reduccién final a ciclo tnico.

Este comportamiento completo muestra un ejemplo claro de bifurcacién por duplicacién de
periodo caracteristica de sistemas no lineales, seguida de su colapso inverso (reduccién a la mitad)
cuyas dindmicas en series de tiempo pueden observarse en las Figuras 4.4 y 4.5.

N
N

L L L L L L L
-4 -3 2 -1 [ 1 2 3 4
Parametro o

Figura 4.6: Diagrama de bifurcacién para p = 4.

En la Figura (4.7) (u = 4.2), el sistema exhibe una secuencia de igual caracteristica de dupli-
cacion y reduccion a la mitad, donde se observa claramente el patrén de duplicacién (1 — 2 —
4 — 8), seguida de su colapso inverso de reduccién a la mitad (8 — 4 — 2) y se sostienen en
dos hasta que vuelven de nuevo a duplicarse (2 — 4 — 8) y por ultimo se reducen a la mitad
(8 =+ 4 — 2 — 1). Este patr6n revela la transicién de una alternancia de duplicacién y reduccién
del sistema hacia comportamientos periddicos complejos.

Por contraste, la Figura (4.8) (1 = 4.5) muestra un régimen cualitativamente distinto: la estruc-
tura inicia con una duplicacién pero al continuar desaparece y emerge un comportamiento dindmico
complejo, donde las trayectorias se distribuyen irregularmente formando bandas densas pero con una
estructura fractal subyacente. Este patrén, caracteristico de los sistemas cadticos, manifiesta extrema
sensibilidad a condiciones iniciales: pequefias variaciones en el pardmetro « generan trayectorias
radicalmente diferentes mientras se mantiene confinado dentro de limites precisos, propiedad funda-
mental de los sistemas cadticos.

B
=
\

T\ N |

\ B

Figura 4.7: Bifurcacion para y = 4.2. Figura 4.8: Dindmica cadtica para y = 4.5.

Este caso ilustra la transicion entre diferentes regimenes dindmicos, desde comportamientos
simples y predecibles hasta comportamientos complejos. Cada transicidn entre estos regimenes se
conoce como una bifurcacion, es decir, como las drbitas del sistema cambian en funcién del parame-
tro u, donde pequeiios cambios en p generan cambios abruptos en la dindmica del sistema.

5. Conclusiones. En este trabajo se analizé la dindmica de un sistema discreto que modela los
precios en mercados competitivos usando ecuaciones en diferencias. El primer modelo estudiado fue
el siguiente:
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Modelo lineal con expectativas ingenuas o estaticas.

D(P,) = a— P, (Demanda)
S(Pf) = —y+ 0F;, (Oferta) (P)
D(P;) = S(Fy). (Equilibrio de mercado)

A través del estudio de los puntos fijos y con el uso de la dindmica tipo telarafia, se obtuvieron los
siguientes resultados:

e La solucién del sistema (F;) cumple con los teoremas de existencia y unicidad [5], demos-
trando que:

— La estabilidad del equilibrio estd determinada por la razén 6/ entre las pendientes de
oferta y demanda.

— Cuando § < f3, el sistema converge mondtonamente al precio de equilibrio P =
a—+y

B+0

e FEl analisis cuantitativo revela:

— La solucion general presenta la forma:
_ S\t _
P, = [P, — P] <—) +P, 5.1)

t
donde el término (— %) explica:

* La convergencia cuando ’%‘ < 1.

* La alternancia de signos en periodos consecutivos.

El segundo modelo estudiado es el siguiente:

Modelo No Lineal con Expectativas Adaptativas.

D(P,) =a— P, (Demanda)
P€
S(PY)=pu <f> , Oferta no lineal
o L+ |FY| ( ) (P)
P =Pf + XNFP,—1 — P7,), (Expectativas adaptativas)
D(P,) = S(Fy). (Equilibrio de mercado)

A través de la identificacién de la interaccién entre la no linealidad de la oferta y el proceso de
formacion de expectativas se obtuvieron los siguientes resultados:
~ . Py )
e El modelo de telarafia con oferta no lineal S( Pte) =1 T (pel n \Pe\ y demanda lineal
t
D(P;) = a — P, exhibe comportamientos dindmicos complejos [12, 13, 14].

e El sistema completo estd dado por:

Ap ( Pr > a\
CL=FP)=———F—= |+ Q1= NP+ — (5.2)
t+1 ( t) ﬂ 1 4 |-Pte| ( ) t B
Para . = 4,2, el diagrama de bifurcacién (Fig. 4.7) revela la secuencia caracteristica:
125438 —+4—-2—-4—-8—>4—>2—1 (5.3)

que manifiesta dos propiedades fundamentales:

1. Amplificacién no lineal: La progresién (1 — 2 — 4 — 8) muestra cémo pequefias
variaciones en las condiciones iniciales pueden generar divergencia exponencial en el
sistema, debido a la naturaleza no lineal de la funcién de oferta.

2. Estabilizacion ciclica: Los patrones de reduccion (8 — 4 — 2) demuestran la capa-
cidad del sistema para autorregularse, contrarrestando las fases de expansién y mante-
niendo la dindmica dentro de ciertos limites.
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e Estructura fractal. Para 4 = 4,5, el diagrama de bifurcacién (Fig. 4.8) revela la secuencia
caracteristica y alternancia periddica entre diferentes estados, lo que sugiere la formacién
de una estructura compleja en el espacio de fases, con propiedades geométricas fractales.

Estos hallazgos amplian el andlisis tradicional de equilibrio al mostrar que mercados con
componentes no lineales pueden presentar:

1. Cambios abruptos entre diferentes regimenes dindmicos.
2. Dependencia sensible de pardmetros clave o (demanda) y y (oferta no lineal).
3. Comportamientos recurrentes con caracteristicas especificas.

Para el disefio de politicas econdmicas, estos resultados implican la necesidad de considerar:
e Mecanismos de control para pardmetros criticos.
e Sistemas de monitoreo para detectar transiciones entre regimenes.
e Estrategias adaptativas para diferentes fases del ciclo econémico.
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