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Abstract

Considering a power function f(x) = xz™ with exponent n as a positive integer, we show that,
at each of its points, there exists a unique polynomial function of degree n — 1 that is tangent to
it at that point. Similarly, we verify that every power function h(zx) = x® with exponent k as a
negative integer is tangent, at each of its points, to a function of the form l(x) = >, asxt, where
the exponents t are integers between k + 1 and —1.

Keywords . Power Function, Tangency, Binomial Theorem.

Resumo

Considerando uma fun¢do poténcia f(x) = x™ com expoente n inteiro positivo, mostramos que,
para cada um de seus pontos, existe uma unica funcdo polinomial de grau n — 1 que a tangencia
neste ponto. Semelhantemente, verificamos que toda fun¢do poténcia h(x) = z*, com expoente k
inteiro negativo, é tangente, em cada um de seus pontos, a uma fungdo da forma l(z) = ), a;zt,

com expoentes t inteiros entre k + 1 e —1.
Palavras-chave. Palavras-chave Funcdes Poténcia; Tangéncia; Teorema Binomial.

1. Introduc¢do. Uma fungéo poténcia é aquela que pode ser escrita na forma f(x) = kz®, em
que k e a sdo constantes diferentes de zero (a titulo de exemplo, veja [1]). Fung¢Ses poténcia surgem
em diversos modelos fisicos e quimicos. A Lei de Boyle, por exemplo, afirma que, sendo constante

a temperatura, o volume de um gas V' € inversamente proporcional a pressdo P: V = P em que

C € uma constante. Trata-se de uma fungdo poténcia de expoente —1. Outro exemplo cldssico € a
Lei de Kepler do movimento planetario, segundo a qual o quadrado do periodo de revolugdo 7' de
um planeta em torno do Sol é proporcional ao cubo da distdncia média r ao Sol: T2 = ¢r3 . Essa
relacéo é uma funcéo poténcia tipica com expoente racional (na equagdo, 7' = C' 3/2). Podemos
citar também a fisica da iluminagao: a intensidade luminosa I/ de uma fonte puntiforme decai com
o quadrado da distancia r, isto é, [ = c/ r2, revelando uma func¢do poténcia de expoente —2. Tais
aplicacdes evidenciam a presenga de funcdes poténcia em modelos naturais para fendmenos em
ciéncia e tecnologia.
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A construcdo da reta tangente a uma curva em um determinado ponto é o problema classico
do Calculo Diferencial. Diversos problemas das ciéncias naturais resultam na determinacdo de
uma reta tangente ao grafico de uma fung@o. Consideramos neste trabalho problemas envolvendo
tangéncias para funcdes poténcia de expoente inteiro. Apesar de cldssico, ainda hoje questdes
envolvendo tangéncias sao estudadas. Em [2] é considerado um operador diferencial que genera-
liza a nogdo de funcdo diferencidvel, cuja interpretacdo geométrica é semelhante a interpretacao
geométrica da derivada classica de uma fungdo num ponto. Em [3], a conjectura de Janos Pach
envolvendo tangéncias entre curvas foi provada para curvas z-mondtonas.

Sabe-se que toda fung@o polinomial f(x) possui em cada um de seus pontos uma reta tangente.
Dessa forma, em cada ponto, independente do grau de f(x), ela é tangente a uma fungdo polinomial
de grau 1. Isto vem do fato bem conhecido de que fun¢des polinomiais sdo diferencidveis em
qualquer um de seus pontos.

Uma préxima pergunta seria investigar se uma funcio polinomial de grau n inteiro positivo
maior do que 1 poderia ser, em cada um de seus pontos, tangente a uma func¢do polinomial de
qualquer grau k£ menor do que n. Respondemos afirmativamente a esta pergunta para k = n — 1,
quando a funcdo polinomial é uma fun¢do poténcia de expoente inteiro positivo.

Por convengio, neste trabalho, consideramos que duas fungdes polinomiais f(x) e g(z) séo
tangentes em = = p quando f(p) = g(p), possuem a mesma inclinagdo em p e ndo se encontram
em nenhuma outra parte de seus graficos. Isto é, consideramos tangéncias com ordem de contato 1.

Dessa maneira, qualquer fungio polinomial da forma f(z) = 2™, n > 2, é tangente em cada
um de seus pontos a uma Unica funcio polinomial de grau n — 1. Indo além, a pr6xima pergunta
seria se algo semelhante ocorre para fungdes h(x) = 1/x"™, com expoente n inteiro positivo, n > 2.

Uma tal fungdo poderia ser tangente em cada ponto a uma fungéo do tipo [(x) = 22:1 apx ™", para
qualquer “grau” [ menor do que n ? Respondemos afirmativamente esta pergunta paral = n — 1.

A principal ferramenta utilizada para abordar esses problemas foi o Teorema do Binémio de
Newton. Embora seja um resultado cldssico, seu uso continua relevante, e diversas generalizacdes
deste teorema continuam sendo desenvolvidas e aplicadas em diferentes contextos (ver, por exem-
plo, [4]  [5]).

Os problemas resolvidos aqui trazem nog¢des geométricas interessantes que por vezes ficam
perdidas. Por exemplo, a Regra da Poténcia, conhecida informalmente como Regra do Tombo,
mostra que a derivada de uma fungio poténcia f(x) = 2™ é dada pela fungio nz" !, para qualquer
n real. Embora seja verdade que uma funcdo poténcia de expoente inteiro positivo n ndo seja
tangente em cada ponto a sua fungdo derivada de grau n — 1, ainda é verdade que é tangente em
cada ponto a uma funcdo polinomial de grau n — 1.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira. Na se¢do 2 lidamos com as fung¢des poténcia
f(x) = 2™ de expoente inteiro positivo 7, mostrando que em cada um de seus pontos ela é tangente
a uma unica fun¢do polinomial de grau n — 1. Na sec¢@o 3 consideramos as fungdes poténcia
h(z) = 1/x™ de expoente inteiro negativo, mostrando que em cada ponto ela é tangente a uma

funcdo da forma ), apxz~*, em que o maior expoente inteiro k é n — 1.

2. Tangéncias para funcdes f(z) = 2™ . Qualquer fungio que pode ser escrita na forma

f(z) = kx*,
onde k e a sdo constantes diferentes de zero, ¢ uma funcgio poté€ncia. Nesta secdo vamos considerar
apenas fungdes poténcia em que o expoente a € inteiro positivo e k = 1.

Considerando uma tal fun¢do f(z) = 2", queremos saber se, para cada um de seus pontos
x = p, existe uma fungdo polinomial de grau n — 1 que é tangente a f(x) em p.

Considerando n = 2, vamos investigar se, em cada um de seus pontos, existe uma fungdo linear
tangente a parabola f(x) = 22. Deste modo, para cada ponto = devemos ser capazes de encontrar
uma fun¢io g(z) = ax + b tangente a pardbola neste ponto. Isto é 0 mesmo que perguntar quando
a equacio

2

r“ =ax + b,
possui uma unica solugdo, dada a condi¢do de que ambas as funcdes tenham a mesma inclinacao
em cada ponto z, isto é, dado que a = 2z. Isto ocorre quando b = —22. Assim, paracada z = p, a

fungdo g,(z) = (2p)z — p? é tangente a f(z) em p.
Em termos geométricos, mostramos que a fung¢io quadritica f(x) = x2 pode ser tangenciada
em cada ponto por uma fungio linear g(x) = ax + b.

Vamos agora mostrar que a fun¢io f(x) = 23 é tangente em cada ponto a uma fungio polino-
mial do segundo grau. Vamos igualar a funcio f(x) = 2® a uma funcio quadritica ax? + bz + ce
verificar quando a equacdo correspondente possui solugdo tinica. Assim, queremos determinar a, b
e ¢ de modo que
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Figura 2.1: Funcao quadratica pode ser tangenciada por uma funcao linear em cada ponto.

23 —ar? —br—c=0,
defina um cubo perfeito. De fato, isso ocorre quando a = 3x, b = —3x2 e ¢ = 2. Dessa forma,
dado 2 = p, o ponto (p, p3) serd o tnico ponto pertencente a funcdo = e a uma fungdo quadratica

gp(x) = ax? 4 bx + c quando esta for tal que seus coeficientes sejam a = 3p, b = —3p® e ¢ = p°.

Resta saber se f(z) e gp(z) possuem a mesma inclinagdo em x = p. Isto é verdade, uma vez que

gp(p) =2ap+b=3p* = f'(p).

Com isso, vé-se que, em cada ponto = = p, a fungio f(x) = 3 é tangente 4 funcio quadritica
gp(x) = (3p)z? — (3p?)z + p3. Tomando, por exemplo, p = 1, a fungdo f(z) = 2° ¢ tangente a
fungdo g1 (z) = 322 — 3z + 1, conforme Figura 2.2.

-1.00.5 05 1.0 15 20

Figura 2.2: A fungio cibica f(z) = 3 (em azul) é tangente em = = 1 & funcdo quadritica
g1(x) = 32% — 3 + 1 (em laranja).

Agora vamos mostrar que, em cada ponto = = p, a fungdo f(z) = x", para n inteiro positivo
maior ou igual a 2, é tangente a uma tnica fun¢do polinomial g, () de grau n — 1. Isto €, queremos
descobrir quando x = p € a tinica solucdo para uma equagdo do tipo

2" = ap 12" N + ap_or" 2+ + a1z + agp.
Para isto, precisamos encontrar quais devem ser os coeficientes an_1, Gn—2,. .., ag, de modo
que

2

2" —ap 12" — a0V = —ajx —ag = (x —p)".

Pelo Teorema Binomial, os coeficientes a,,_j acima devem ser os opostos dos coeficientes da
expansdo binomial de (x — p)". Portanto,
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Uy = _<Z> (-p)F, 1<k<n.

Assim, em cada ponto = p, a fungdo f(z) = 2™ coincide com uma fungdo g,(x) de grau
n — 1 dada por

gp(x) = (—1)F! (Z)p’“x""“- @2.1)

k=1

Resta agora saber se possuem a mesma inclina¢do em = = p. A derivada de g,(x) em p é dada
por

gp(p) =D (1) <:>pk(n — k)p" Tt

k=1
Definindo m = n — k, podemos reescrever o somatorio acima e obter

n—1
_ n _ _
gh) = Y (-1 m“(ﬂ_m)p” ™ot

m=0
n—1
= Z( 1)n—m+1(:1>m ol
m=0
n—1
= 1>"+1p“—12<1>m(;>m
m=0

Sabemos que f'(p) = np™~!. Para mostrar que f’(p) = g, (p), vamos provar que

n—1
(1S (= <Z> m=n,
m=0

que € 0 mesmo que mostrar que

Note que esta € a soma alternada

o) (o )

que &, de fato, igual a zero, conforme a equago (3.15) de [6]. Logo, f’(p) = g,(p). Portanto, em
cada ponto = = p, a fun¢do f(x) = 2™ ¢ tangente a uma fungdo polinomial g, (x) de grau n — 1,
sendo esse ponto de tangéncia o Uinico ponto em que estas fungdes se intersectam.

Agora que mostramos que vale essa tangéncia, em cada ponto, a uma fungdo de grau n — 1,
poderiamos tentar usar essa mesma estratégia para verificar a tangéncia, em cada ponto, a uma
fun¢ado polinomial de qualquer grau menor que n. Comecemos por considerar a existéncia de uma
funcdo polinomial de grau n — 2.

A fim de responder a essa questdo, consideremos, por exemplo, o caso n = 4. Pelo que fizemos

anteriormente, sabemos que a fungio f(z) = % é, em cada ponto x = p, tangente a fungdo

gp(z) = 4dpad — 6p22? + 4p3x — p*.
Tomemos p = 2. Entdo f(x) = z* é tangente em x = 2 A fungio

g2(z) = 8a® — 242” 4 322 — 16.

Por outro lado, a fun¢io h(x) = x> é tangente, em = = 2, & fungdo hy(z) = 622 — 127 + 8.
Substituindo 23 por () em go(), obtemos uma nova fungio

jo(z) = 2422 — 64z + 48,
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a qual coincide com f(z) = 2% em 2 = 2 e possui a mesma inclinacdo. Entretanto, este nio é o

tnico ponto em que estas fun¢des coincidem. De fato, jo(—6) = f(—6) = 1296, de modo que
x = 2 ndo é a unica solugdo de jo2(x) = f(x). Isso mostra que a metodologia que construimos aqui
ndo necessariamente garante que y = x” € tangente a funcdes polinomiais de graus menores que
n— 1.

Frisamos ainda que a fungdo g,(z) dada em (2.1) intersecta y = 2™ apenas em z = p. Nio é
dificil garantir a existéncia de outras fun¢des polinomiais que coincidem com y = z™ em um dado
ponto z = p e possuem a mesma inclinagdo. Entretanto, a fun¢do g,(z) dada aqui € a tnica de

modo que a equagdo g,(z) = 2" tenha solugdo unica.

3. Tangeéncias para fungdes f(z) = 1/z". Poderiamos perguntar se algo semelhante ocorre
para fungdes h(z) da forma h(xr) = —, isto &, para cada x = p existe uma fungfo [,(z) =
x

>, axz™*, com k inteiro no maximo n — 1, tangente a h(z) em x = p ?

Iniciemos analisando um exemplo para n = 2. Sabemos que f(x) = z? é tangente em cada
ponto a uma dnica fun¢do de grau 1. Assim, dada uma equagao

2

= axr + b,
ela possui uma tnica solu¢io = = p quando @ = 2p e b = —p?. Logo, = = p é a tinica solucdo da
equacdo z2 — 2px + p? = 0. Assim, considerando p, z # 0, temos que
p? 1 2px 1 2\1 1
92 2 22 7 2\ 2
p°x p pex z p/x p

o que indica que « = p € a Unica solucdo da equacdo acima.
Agora, note que

((Z)i‘é)l(p):—;;:_;'

Deste modo, fica provado que a fungio h(z) = 22

fungdo de “grau”-1 dada por

€, em cada ponto x = p, tangente a uma

- ()14

. 1
Considerando, por exemplo, p = 2, temos que a fun¢do —; ¢ tangente em = = 2 a fungdo
x

1 1
pE conforme gréfico abaixo.
x

Agora vamos generalizar estas ideias e mostrar que, em cada ponto x = p, a funcédo h(z)
1/ a:"lé tangente a uma fungéo [,(x) da forma ), arz~*, em que o maior expoente inteiro k
n— 1.

Do que fizemos anteriormente, sabemos que a funcgdo =" € tangente, em cada ponto x = p,
uma fungdo g, (z) dada por

(¢N Il

o

gp(@) = zn:(—l)k“ (Z) pra"E,

k=1

Dessa maneira, x = p € a Unica solucdo da equacio

2" = Z(_l)k—H (Z)ﬂcxn—k‘ (3.1)

k=1

Agora note que £ = 0 no somatério acima produziria o termo —z", de modo que podemos
manipular a equagdo (3.1) da seguinte maneira:



160 Cotrim C, Santos L.- Selecciones Matemdticas. 2025; Vol.12(1):155-161

_2;

1 1 1
Figura 3.1: A fungao 5 (em azul) € tangente em = = 2 a fungdo — — — (em laranja).
x

k=1

Z k+1< >pkxnk N ;(_1)k+1 (: Pramk — g =0

de modo que x = p também € a tnica solucdo desta Ultima equacdo. Dividindo-a pelo termo
(—1)"*1pnz™, supondo p # 0 e = # 0, obtemos que 2 = p ainda é a tnica solucio da equacio

i Z k n—i—l( >pk—nl,—k‘

Desta maneira, concluimos que em cada ponto z = p a fungdo h(x) = 1/x™ coincide com uma
fung@o [,,(x) dada por

n—1
lp(iL') _ Z(_1>k—n+1 (Z)Z)k—nx—k'

k=0
Agora s6 resta saber se h(x) possui a mesma inclina¢do, em cada ponto = p, & correspondente
fungdo I, (z). De fato,

W(p) = —np"~

Por outro lado,

n—1 n

By = (-1 (k)p’f—% )
k=0
n—1
_ (_1)k—n+2 <n> k‘p_n_l.

k=0 k

Para mostrar que [} (p) = h/(p) = —np~""!, basta mostrar que

n—1
Z(_l)k—n—i-Q <k> k= —n,

k=0
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que é 0 mesmo que mostrar que

n

So(pFre Uk =0,

k=0
Podemos escrever o somatdrio acima como

- n
Z(_l)n_k k k7
k=0
que € a soma alternada
n n n n
0+ (=11 14 (—=1)2 Lo — (n—1 .
+(-1) ) +(-1) 5 + h 1 (n )—I—nn

a qual sabemos ser igual a zero pela equagdo (3.15) de [6]. Portanto, h/(p) = I,(p), de modo que

h(x) = 1/x" é tangente, em cada ponto = = p, a uma fungio da forma ,(z) = >, arz~*, em
que o maior expoente inteiro k é n — 1.
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