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Abstract

Considering a power function f(x) = xn with exponent n as a positive integer, we show that,
at each of its points, there exists a unique polynomial function of degree n − 1 that is tangent to
it at that point. Similarly, we verify that every power function h(x) = xk with exponent k as a
negative integer is tangent, at each of its points, to a function of the form l(x) =

∑
t atx

t, where
the exponents t are integers between k + 1 and −1.

Keywords . Power Function, Tangency, Binomial Theorem.

Resumo

Considerando uma função potência f(x) = xn com expoente n inteiro positivo, mostramos que,
para cada um de seus pontos, existe uma única função polinomial de grau n − 1 que a tangencia
neste ponto. Semelhantemente, verificamos que toda função potência h(x) = xk, com expoente k
inteiro negativo, é tangente, em cada um de seus pontos, a uma função da forma l(x) =

∑
t atx

t,
com expoentes t inteiros entre k + 1 e −1.

Palavras-chave. Palavras-chave Funções Potência; Tangência; Teorema Binomial.

1. Introdução. Uma função potência é aquela que pode ser escrita na forma f(x) = kxa, em
que k e a são constantes diferentes de zero (a tı́tulo de exemplo, veja [1]). Funções potência surgem
em diversos modelos fı́sicos e quı́micos. A Lei de Boyle, por exemplo, afirma que, sendo constante

a temperatura, o volume de um gás V é inversamente proporcional à pressão P : V =
C

P
, em que

C é uma constante. Trata-se de uma função potência de expoente −1. Outro exemplo clássico é a
Lei de Kepler do movimento planetário, segundo a qual o quadrado do perı́odo de revolução T de
um planeta em torno do Sol é proporcional ao cubo da distância média r ao Sol: T 2 = cr3 . Essa
relação é uma função potência tı́pica com expoente racional (na equação, T = C r3/2). Podemos
citar também a fı́sica da iluminação: a intensidade luminosa I de uma fonte puntiforme decai com
o quadrado da distância r, isto é, I = c/r2, revelando uma função potência de expoente −2. Tais
aplicações evidenciam a presença de funções potência em modelos naturais para fenômenos em
ciência e tecnologia.
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A construção da reta tangente a uma curva em um determinado ponto é o problema clássico
do Cálculo Diferencial. Diversos problemas das ciências naturais resultam na determinação de
uma reta tangente ao gráfico de uma função. Consideramos neste trabalho problemas envolvendo
tangências para funções potência de expoente inteiro. Apesar de clássico, ainda hoje questões
envolvendo tangências são estudadas. Em [2] é considerado um operador diferencial que genera-
liza a noção de função diferenciável, cuja interpretação geométrica é semelhante à interpretação
geométrica da derivada clássica de uma função num ponto. Em [3], a conjectura de János Pach
envolvendo tangências entre curvas foi provada para curvas x-monótonas.

Sabe-se que toda função polinomial f(x) possui em cada um de seus pontos uma reta tangente.
Dessa forma, em cada ponto, independente do grau de f(x), ela é tangente a uma função polinomial
de grau 1. Isto vem do fato bem conhecido de que funções polinomiais são diferenciáveis em
qualquer um de seus pontos.

Uma próxima pergunta seria investigar se uma função polinomial de grau n inteiro positivo
maior do que 1 poderia ser, em cada um de seus pontos, tangente a uma função polinomial de
qualquer grau k menor do que n. Respondemos afirmativamente a esta pergunta para k = n − 1,
quando a função polinomial é uma função potência de expoente inteiro positivo.

Por convenção, neste trabalho, consideramos que duas funções polinomiais f(x) e g(x) são
tangentes em x = p quando f(p) = g(p), possuem a mesma inclinação em p e não se encontram
em nenhuma outra parte de seus gráficos. Isto é, consideramos tangências com ordem de contato 1.

Dessa maneira, qualquer função polinomial da forma f(x) = xn, n ≥ 2, é tangente em cada
um de seus pontos a uma única função polinomial de grau n − 1. Indo além, a próxima pergunta
seria se algo semelhante ocorre para funções h(x) = 1/xn, com expoente n inteiro positivo, n ≥ 2.
Uma tal função poderia ser tangente em cada ponto a uma função do tipo l(x) =

∑l
k=1 akx

−k, para
qualquer “grau” l menor do que n ? Respondemos afirmativamente esta pergunta para l = n− 1.

A principal ferramenta utilizada para abordar esses problemas foi o Teorema do Binômio de
Newton. Embora seja um resultado clássico, seu uso continua relevante, e diversas generalizações
deste teorema continuam sendo desenvolvidas e aplicadas em diferentes contextos (ver, por exem-
plo, [4] e [5]).

Os problemas resolvidos aqui trazem noções geométricas interessantes que por vezes ficam
perdidas. Por exemplo, a Regra da Potência, conhecida informalmente como Regra do Tombo,
mostra que a derivada de uma função potência f(x) = xn é dada pela função nxn−1, para qualquer
n real. Embora seja verdade que uma função potência de expoente inteiro positivo n não seja
tangente em cada ponto à sua função derivada de grau n − 1, ainda é verdade que é tangente em
cada ponto à uma função polinomial de grau n− 1.

O trabalho está organizado da seguinte maneira. Na seção 2 lidamos com as funções potência
f(x) = xn de expoente inteiro positivo n, mostrando que em cada um de seus pontos ela é tangente
a uma única função polinomial de grau n − 1. Na seção 3 consideramos as funções potência
h(x) = 1/xn de expoente inteiro negativo, mostrando que em cada ponto ela é tangente a uma
função da forma

∑
k akx

−k, em que o maior expoente inteiro k é n− 1.

2. Tangências para funções f(x) = xn . Qualquer função que pode ser escrita na forma

f(x) = kxa,

onde k e a são constantes diferentes de zero, é uma função potência. Nesta seção vamos considerar
apenas funções potência em que o expoente a é inteiro positivo e k = 1.

Considerando uma tal função f(x) = xn, queremos saber se, para cada um de seus pontos
x = p, existe uma função polinomial de grau n− 1 que é tangente a f(x) em p.

Considerando n = 2, vamos investigar se, em cada um de seus pontos, existe uma função linear
tangente à parábola f(x) = x2. Deste modo, para cada ponto x devemos ser capazes de encontrar
uma função g(x) = ax+ b tangente à parábola neste ponto. Isto é o mesmo que perguntar quando
a equação

x2 = ax+ b,

possui uma única solução, dada a condição de que ambas as funções tenham a mesma inclinação
em cada ponto x, isto é, dado que a = 2x. Isto ocorre quando b = −x2. Assim, para cada x = p, a
função gp(x) = (2p)x− p2 é tangente a f(x) em p.

Em termos geométricos, mostramos que a função quadrática f(x) = x2 pode ser tangenciada
em cada ponto por uma função linear g(x) = ax+ b.

Vamos agora mostrar que a função f(x) = x3 é tangente em cada ponto a uma função polino-
mial do segundo grau. Vamos igualar a função f(x) = x3 a uma função quadrática ax2 + bx+ c e
verificar quando a equação correspondente possui solução única. Assim, queremos determinar a, b
e c de modo que
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Figura 2.1: Função quadrática pode ser tangenciada por uma função linear em cada ponto.

x3 − ax2 − bx− c = 0,

defina um cubo perfeito. De fato, isso ocorre quando a = 3x, b = −3x2 e c = x3. Dessa forma,
dado x = p, o ponto (p, p3) será o único ponto pertencente à função x3 e a uma função quadrática
gp(x) = ax2 + bx+ c quando esta for tal que seus coeficientes sejam a = 3p, b = −3p2 e c = p3.
Resta saber se f(x) e gp(x) possuem a mesma inclinação em x = p. Isto é verdade, uma vez que

g′p(p) = 2ap+ b = 3p2 = f ′(p).

Com isso, vê-se que, em cada ponto x = p, a função f(x) = x3 é tangente à função quadrática
gp(x) = (3p)x2 − (3p2)x + p3. Tomando, por exemplo, p = 1, a função f(x) = x3 é tangente à
função g1(x) = 3x2 − 3x+ 1 , conforme Figura 2.2.
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Figura 2.2: A função cúbica f(x) = x3 (em azul) é tangente em x = 1 à função quadrática
g1(x) = 3x2 − 3x+ 1 (em laranja).

Agora vamos mostrar que, em cada ponto x = p, a função f(x) = xn, para n inteiro positivo
maior ou igual a 2, é tangente a uma única função polinomial gp(x) de grau n−1. Isto é, queremos
descobrir quando x = p é a única solução para uma equação do tipo

xn = an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · ·+ a1x+ a0.

Para isto, precisamos encontrar quais devem ser os coeficientes an−1, an−2, . . . , a0, de modo
que

xn − an−1x
n−1 − an−2x

n−2 − · · · − a1x− a0 = (x− p)n.

Pelo Teorema Binomial, os coeficientes an−k acima devem ser os opostos dos coeficientes da
expansão binomial de (x− p)n. Portanto,
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an−k = −
(
n

k

)
(−p)k, 1 ≤ k ≤ n.

Assim, em cada ponto x = p, a função f(x) = xn coincide com uma função gp(x) de grau
n− 1 dada por

gp(x) =
n∑

k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
pkxn−k. (2.1)

Resta agora saber se possuem a mesma inclinação em x = p. A derivada de gp(x) em p é dada
por

g′p(p) =
n∑

k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
pk(n− k)pn−k−1.

Definindo m = n− k, podemos reescrever o somatório acima e obter

g′p(p) =
n−1∑
m=0

(−1)n−m+1

(
n

n−m

)
pn−m ·m · pm−1

=
n−1∑
m=0

(−1)n−m+1

(
n

m

)
m · pn−1

= (−1)n+1pn−1
n−1∑
m=0

(−1)m

(
n

m

)
m

Sabemos que f ′(p) = npn−1. Para mostrar que f ′(p) = g′p(p), vamos provar que

(−1)n+1
n−1∑
m=0

(−1)m

(
n

m

)
·m = n,

que é o mesmo que mostrar que

n∑
m=0

(−1)m

(
n

m

)
m = 0.

Note que esta é a soma alternada

0− 1 ·
(
n

1

)
+ 2 ·

(
n

2

)
− 3 ·

(
n

3

)
+ · · · (−1)nn ·

(
n

n

)
,

que é, de fato, igual a zero, conforme a equação (3.15) de [6]. Logo, f ′(p) = g′p(p). Portanto, em
cada ponto x = p, a função f(x) = xn é tangente a uma função polinomial gp(x) de grau n − 1,
sendo esse ponto de tangência o único ponto em que estas funções se intersectam.

Agora que mostramos que vale essa tangência, em cada ponto, a uma função de grau n − 1,
poderı́amos tentar usar essa mesma estratégia para verificar a tangência, em cada ponto, a uma
função polinomial de qualquer grau menor que n. Comecemos por considerar a existência de uma
função polinomial de grau n− 2.

A fim de responder a essa questão, consideremos, por exemplo, o caso n = 4. Pelo que fizemos
anteriormente, sabemos que a função f(x) = x4 é, em cada ponto x = p, tangente à função
gp(x) = 4px3 − 6p2x2 + 4p3x− p4.

Tomemos p = 2. Então f(x) = x4 é tangente em x = 2 à função

g2(x) = 8x3 − 24x2 + 32x− 16.

Por outro lado, a função h(x) = x3 é tangente, em x = 2, à função h2(x) = 6x2 − 12x + 8.
Substituindo x3 por h2(x) em g2(x), obtemos uma nova função

j2(x) = 24x2 − 64x+ 48,
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a qual coincide com f(x) = x4 em x = 2 e possui a mesma inclinação. Entretanto, este não é o
único ponto em que estas funções coincidem. De fato, j2(−6) = f(−6) = 1296, de modo que
x = 2 não é a única solução de j2(x) = f(x). Isso mostra que a metodologia que construı́mos aqui
não necessariamente garante que y = xn é tangente a funções polinomiais de graus menores que
n− 1.

Frisamos ainda que a função gp(x) dada em (2.1) intersecta y = xn apenas em x = p. Não é
difı́cil garantir a existência de outras funções polinomiais que coincidem com y = xn em um dado
ponto x = p e possuem a mesma inclinação. Entretanto, a função gp(x) dada aqui é a única de
modo que a equação gp(x) = xn tenha solução única.

3. Tangências para funções f(x) = 1/xn. Poderı́amos perguntar se algo semelhante ocorre

para funções h(x) da forma h(x) =
1

xn
, isto é, para cada x = p existe uma função lp(x) =∑

k akx
−k, com k inteiro no máximo n− 1, tangente a h(x) em x = p ?

Iniciemos analisando um exemplo para n = 2. Sabemos que f(x) = x2 é tangente em cada
ponto a uma única função de grau 1. Assim, dada uma equação

x2 = ax+ b,

ela possui uma única solução x = p quando a = 2p e b = −p2. Logo, x = p é a única solução da
equação x2 − 2px+ p2 = 0. Assim, considerando p, x ̸= 0, temos que

p2

p2x2
= − 1

p2
+

2px

p2x2
⇒ 1

x2
=

(
2

p

)
1

x
− 1

p2
,

o que indica que x = p é a única solução da equação acima.
Agora, note que (

1

x2

)′
(p) = − 2

p3
,

e ((
2

p

)
1

x
− 1

p2

)′

(p) = −2

p

1

p2
= − 2

p3
.

Deste modo, fica provado que a função h(x) = x−2 é, em cada ponto x = p, tangente à uma
função de  ̏grau˝-1 dada por

lp(x) =

(
2

p

)
1

x
− 1

p2
.

Considerando, por exemplo, p = 2, temos que a função
1

x2
é tangente em x = 2 à função

1

x
− 1

4
, conforme gráfico abaixo.

Agora vamos generalizar estas ideias e mostrar que, em cada ponto x = p, a função h(x) =
1/xn é tangente a uma função lp(x) da forma

∑
k akx

−k, em que o maior expoente inteiro k é
n− 1.

Do que fizemos anteriormente, sabemos que a função xn é tangente, em cada ponto x = p, à
uma função gp(x) dada por

gp(x) =
n∑

k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
pkxn−k.

Dessa maneira, x = p é a única solução da equação

xn =
n∑

k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
pkxn−k. (3.1)

Agora note que k = 0 no somatório acima produziria o termo −xn, de modo que podemos
manipular a equação (3.1) da seguinte maneira:
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Figura 3.1: A função
1

x2
(em azul) é tangente em x = 2 à função

1

x
− 1

4
(em laranja).

xn =
n∑

k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
pkxn−k ⇒

n∑
k=1

(−1)k+1

(
n

k

)
pkxn−k − xn = 0

⇒
n∑

k=0

(−1)k+1

(
n

k

)
pkxn−k = 0

⇒ (−1)n+1pn =
n−1∑
k=0

(−1)k+2

(
n

k

)
pkxn−k,

de modo que x = p também é a única solução desta última equação. Dividindo-a pelo termo
(−1)n+1pnxn, supondo p ̸= 0 e x ̸= 0, obtemos que x = p ainda é a única solução da equação

1

xn
=

n−1∑
k=0

(−1)k−n+1

(
n

k

)
pk−nx−k.

Desta maneira, concluı́mos que em cada ponto x = p a função h(x) = 1/xn coincide com uma
função lp(x) dada por

lp(x) =
n−1∑
k=0

(−1)k−n+1

(
n

k

)
pk−nx−k.

Agora só resta saber se h(x) possui a mesma inclinação, em cada ponto x = p, à correspondente
função lp(x). De fato,

h′(p) = −np−n−1

Por outro lado,

l′p(p) =
n−1∑
k=0

(−1)k−n+1

(
n

k

)
pk−n(−kp−k−1)

=
n−1∑
k=0

(−1)k−n+2

(
n

k

)
kp−n−1.

Para mostrar que l′p(p) = h′(p) = −np−n−1, basta mostrar que

n−1∑
k=0

(−1)k−n+2

(
n

k

)
k = −n,
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que é o mesmo que mostrar que

n∑
k=0

(−1)k−n+2

(
n

k

)
k = 0.

Podemos escrever o somatório acima como

n∑
k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
k,

que é a soma alternada

0 + (−1)n−1

(
n

1

)
· 1 + (−1)n−2

(
n

2

)
· 2 + · · · −

(
n

n− 1

)
· (n− 1) +

(
n

n

)
· n

a qual sabemos ser igual a zero pela equação (3.15) de [6]. Portanto, h′(p) = l′p(p), de modo que
h(x) = 1/xn é tangente, em cada ponto x = p, a uma função da forma lp(x) =

∑
k akx

−k, em
que o maior expoente inteiro k é n− 1.
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