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Abstract

This study investigates an eco-epidemiological model incorporating feedback mechanisms and prey
refuge, formulated as a system of nonlinear ordinary differential equations. The model describes
interactions among susceptible prey, infected prey, and predators, including disease transmission
and nonlinear predation effects. We establish the existence, uniqueness, and positivity of solutions,
and analyze their boundedness within a biologically feasible region. Local stability of equilibria
is studied via linearization, while global stability is proven using Lyapunov functions. Numerical
simulations complement the analytical results, demonstrating how key parameters affect the system’s
long-term dynamics.

Keywords . Eco-epidemiological model; Prey refuge; Feedback mechanisms; Stability analysis; Numer-
ical simulations.

Resumen

Este estudio analiza un modelo eco-epidemioldgico que incorpora mecanismos de retroalimentacion
y refugio en la presa, formulado como un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias.
El modelo describe las interacciones entre presas susceptibles, presas infectadas y depredadores,
considerando la transmision de la enfermedad y efectos de depredacion no lineales. Se demuestra
la existencia, unicidad y positividad de las soluciones, y se estudia su acotacion dentro de una re-
gion biolégicamente factible. La estabilidad local de los equilibrios se analiza mediante técnicas de
linealizacion, mientras que la estabilidad global se establece a través de funciones de Lyapunov. Si-
mulaciones numéricas complementan los resultados teoricos, mostrando como los pardmetros clave
afectan la dindmica a largo plazo del sistema.

Palabras clave. Modelo eco-epidemioldgico; Refugio en la presa; Mecanismo de retroalimentacion;
Analisis de estabilidad; Simulaciones numéricas.
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1. Introducciéon. En los ecosistemas naturales, las interacciones entre organismos y su entorno
estan determinadas por una variedad de factores ecoldgicos y epidemioldgicos que, en conjunto, de-
finen la estructura y estabilidad de las comunidades bioldgicas [1]. Particularmente, la presencia de
enfermedades infecciosas dentro de una poblacién de presas puede modificar de manera sustancial
la dinamica de los sistemas depredador-presa [2]. En este contexto, los modelos eco-epidemiologi-
cos constituyen una herramienta fundamental para comprender como las enfermedades interactiian
con los procesos ecolégicos cldsicos, como la reproduccion, la competencia, la depredacion y el uso
del espacio [3]. La incorporacién de retroalimentacion entre las dindmicas poblacionales y epide-
mioldgicas permite capturar efectos no lineales que surgen cuando, por ejemplo, una disminucién
en la poblacién de presas por efecto de una enfermedad repercute negativamente en la tasa de re-
produccion de los depredadores, quienes dependen de ellas como fuente de alimento [4]. A su vez,
esta retroalimentacién puede alterar el curso de la epidemia, al modificar la densidad de presas sus-
ceptibles e infectadas en el tiempo. Este tipo de interdependencia puede generar comportamientos
complejos como ciclos poblacionales, bifurcaciones, o incluso extinciones locales, lo cual resalta
la necesidad de un anélisis matemdtico riguroso. Por otra parte, la presencia de un refugio para las
presas —un espacio donde se encuentran protegidas de los depredadores o incluso del contagio—
introduce una heterogeneidad espacial implicita que modifica la presién de depredacion y las tasas de
contacto entre individuos susceptibles e infectados [5, 6]. Desde un punto de vista matematico, esta
estructura puede modelarse mediante funciones no lineales que reflejan la proporcién de presas que
se benefician del refugio, alterando la dindmica global del sistema y favoreciendo la supervivencia
de subpoblaciones bajo presion intensa [7].

Ademds, el modelado de la depredacion se basa en la eleccion de una respuesta funcional, que
describe cémo varia la tasa de consumo de presas segin su densidad. Las mds comunes son: tipo |
(consumo lineal), tipo II (saturacién por tiempo de manipulacion) y tipo III (efectos de aprendizaje
o busqueda eficiente). Existen formulaciones mds complejas, como las respuestas de Beddington-
DeAngelis o Crowley-Martin, que incorporan interferencias entre depredadores y efectos combi-
nados en el consumo [8]. La eleccién adecuada de esta funcién es esencial para representar con
realismo las dindmicas ecoldgicas y epidemioldgicas. Asimismo, el efecto Allee —dificultad de las
poblaciones para crecer cuando su tamafo es bajo— puede surgir por factores como la escasez de
parejas reproductivas, cooperacién social o defensa grupal. En contextos eco-epidemioldgicos, este
efecto incrementa la vulnerabilidad de las presas frente a enfermedades y depredacion, pudiendo
llevarlas a la extincidn si no se supera una densidad critica [2]. Su inclusién en el modelo permi-
te identificar umbrales por debajo de los cuales la recuperacién poblacional es inviable, incluso en
ausencia de perturbaciones externas [8].

En este trabajo, se propone y analiza un modelo eco-epidemioldgico en el que la poblacién
de presas estd sujeta tanto a la infeccién por una enfermedad como a la depredacion, incorporando
ademads un refugio parcial [9] y un efecto de retroalimentacién en la tasa de crecimiento de las presas.
El andlisis incluye el estudio de los equilibrios del sistema, su estabilidad local y global, asi como las
condiciones bajo las cuales se garantiza la persistencia o extincioén de cada poblacién [10]. A través
de herramientas matematicas como el analisis cualitativo de sistemas dindmicos no lineales, teoria de
estabilidad y simulaciones numéricas, se busca entender cémo la interaccién entre retroalimentacion,
refugio, depredacién, enfermedades y efectos de densidad determina el comportamiento a largo plazo
del ecosistema modelado [11].

2. Modelo Matematico. El modelo matematico propuesto esta constituido por un sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales que describe las interacciones entre poblaciones de presas sa-
nas, presas infectadas y depredadores. La no linealidad del sistema se debe a la inclusién de términos
de crecimiento logistico modificado (retroalimentacion), funciones de depredacién dependientes de
la densidad de presas y mecanismos de transmisién de enfermedades [9]. Esta estructura permite
la existencia de multiples puntos de equilibrio, bifurcaciones y comportamientos oscilatorios, cuya
estabilidad depende criticamente de pardimetros como la tasa de transmision, la eficiencia de depre-
dacién y la capacidad de carga [7]. Desde el punto de vista ecoldgico, el modelo permite analizar
como la depredacién influye en la dindmica de enfermedades y en la estabilidad de las comunidades.
La mayor vulnerabilidad de las presas infectadas a la depredacién puede actuar como un mecanismo
natural de control epidemioldgico [3]. No obstante, una presion excesiva sobre las presas suscepti-
bles puede comprometer la resiliencia del sistema y favorecer extinciones. Ademads, la competencia
entre presas sanas e infectadas por recursos limita la recuperacién de la poblacién sana, afectan-
do la estabilidad global del ecosistema [12]. La inclusién de mortalidad denso-dependiente en los
depredadores introduce un mecanismo regulador que previene la sobreexplotacion de las presas [13].

El presente modelo presenta una reproduccién de la especie presa con un efecto de retroalimen-
tacién (¢ # 1) que presenta un crecimiento lento ante una poblacién escasa, ver la Figura 2.1.

R(x) = ra? [1 - %}
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El efecto de retroalimentacién (¢ = 2) de esta propuesta de modelo eco-epidemioldgico nos
permite analizar como influye este tipo de reproduccién para la presa, junto con el coeficiente de
refugio diferenciado de la presa susceptible (u;) y la presa infectada (us) en su relacién con el
depredador (u3). Este modelo se diferencia del estudiado por Laazar et al. [12] el cual presenta una
reproduccion logistica coincidiendo con una respuesta funcional Holling que permite abordar una
dindmica mds directa en cuanto al acto de la depredacidn, y la introduccién del coeficiente de refugio
que tiene la presa ante su depredador como un mecanismo de defensa [14]. Esto permite modelar
con mayor realismo efectos como el hacinamiento, la propagacion acelerada de enfermedades y la
escasez de recursos. Incorporar ¢ = 2 en estos modelos mejora la comprension de umbrales criticos,
oscilaciones poblacionales y estrategias de control ecoldgico [7].
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(a) Crecimiento Logfstico (¢ = 1). (b) Crecimiento con g = 2.
Figura 2.1: Tipos de Crecimiento con Efecto de Retroalimentacion (g # 1).

El siguiente modelo matemdtico describe la dindmica temporal de una comunidad ecoldgica
compuesta por tres poblaciones: presas susceptibles, presas infectadas y depredadores. Estas po-
blaciones se representan mediante funciones diferenciables del tiempo, lo que permite analizar su
evolucién a lo largo del tiempo mediante herramientas del cdlculo diferencial [7]. Los pardmetros
del modelo corresponden a tasas eco-epidemioldgicas normalizadas, tales como tasas de natalidad,
mortalidad, transmisién de enfermedades y depredacidn, lo que permite una interpretacién bioldgica
coherente y ajustada a escenarios reales [12]. Este tipo de formulacion resulta especialmente ttil
para estudiar los efectos simultdneos de la interaccidn ecoldgica y la propagacioén de enfermedades
infecciosas dentro de una comunidad bioldgica.

El sistema estd modelado mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO),
en el cual se integran multiples factores de interés ecoldgico y epidemiolégico [6]. Por un lado,
se considera la capacidad de carga del ambiente, la cual limita el crecimiento poblacional de las
presas susceptibles a través de un término logistico [12]. Por otro lado, se incorpora la transmisién
de la infeccién mediante un término bilineal o no lineal, que modela el contacto entre individuos
susceptibles e infectados [15]. Ademas, las tasas de depredacién se modelan con funciones funcio-
nales que permiten captar distintos tipos de respuesta del depredador ante la abundancia de presas,
incluyendo posibles preferencias por presas infectadas o susceptibles [8]. Este tipo de modelos eco-
epidemioldgicos permite explorar fendmenos complejos como el papel de la infeccién en la regu-
lacién poblacional, la coexistencia de especies, la aparicidon de ciclos limite, o incluso transiciones
a comportamientos cadticos bajo ciertas condiciones paramétricas [7]. En este contexto, el andlisis
cualitativo y cuantitativo del sistema puede proporcionar informacién valiosa sobre la estabilidad
de los equilibrios ecoldgicos, los umbrales epidémicos, y los efectos indirectos que una enfermedad
puede tener sobre las dindmicas tréficas [10].

El modelo matemadtico se expresard las poblaciones ecoldgicas (presas y depredadores) como
funciones, y a la vez, las tasas eco-epidemiolégicas como parametros de un sistema. En ese sentido,
sean las funciones uy,us, us € C1(RY), es decir, uy,u,us : Ry — RJ diferenciables en todo
el dominio RY. Y pardmetros 7, a;, my, «, hy, 0, as, ma, ha, g, p, i, c,d € (0,1) siendo valores
normalizados, y la capacidad de carga para las presas, /X > 0. De esta forma, se expresa el modelo
matematico (2.1), como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), donde su variable
independiente es el tiempo (1),

du; 201 _ witus] _ai(l-ma)?ufus

@ = ruifl anl C QUL Uy = T — HUL T G,

dus _ ag(lfmg)zugue,

T T QW2 — ey T (L+p+ g)ua, (2.1)
dus — a1h1(17m1)2ufu(3 + a2h2(17m2)2u§u3 _ cu3 _ dugﬂ

dt 024+ (1—mq)u? 02+(1—m2)u3
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con la condicién inicial: u;(0) = uf > 0, up(0) = ud > 0, uz(0) = u} > 0. Donde

up = up(t), ug = uz(t) y ug = us(t) son los tamafios poblacionales de las presas (susceptibles e

infectadas), y los depredadores respectivamente, para el tiempo ¢ > 0 [7]. Luego, el sistema (2.1)
esta definido en la regién

Q= {(ur,uz,u3) €ER* |ug >0,uy >0, us >0} =RY x Rf x Ry (2.2)

El modelo matemadtico expresado en (2.1) posee 15 parametros positivos (tasas ecoldgicas y

epidemioldgicas) como se indica en [12], teniendo en cuenta los valores del coeficiente de refugio

de la presa susceptible (0 < m; < 1), como también el coeficiente de refugio de la presa infectada

(0 < my < 1). Se define la dimensién correspondiente a las poblaciones ecoldgicas del modelo
matematico:

Tabla 2.1: Tabla de Poblaciones Ecoldgicas (Var.)

Var. Poblacion Unidad
uy, | Poblacién de Presas Susceptibles bm
Us Poblacién de Presas Infectadas bm
uz | Poblacién de Depredadores bm

Luego, los pardmetros asociados al modelo (2.1) y sus dimensiones, se expresan en el siguiente
cuadro:

Tabla 2.2: Tabla de Parametros del Modelo Matematico (Par.)

Par. Significado Unidad

r Tasa de crecimiento intrinseca de la poblacién de presas bm~t.T7!
K Capacidad de carga del medio ambiente para las presas bm

aq Tasa de depredacion per cépita de la presa susceptible bm 1
my Coeficiente de efectividad de refugio de la presa susceptible adim.

o Tasa de contagio de la presa susceptible bm~t.T-1
hy Tasa de beneficio por depredacién de la presa susceptible T-!

0 Capacidad de constante media bm?

as Tasa de depredacién per cépita de la presa de la presa infectada bm !
Mo Coeficiente de efectividad de refugio de la presa infectada adim.
ho Tasa de beneficio por depredacién de la presa infectada T-!

g Tasa de recuperacion de la presa infectada T-1

n Tasa de mortalidad natural de la presa T-1

P Tasa de mortalidad por la enfermedad de la presa T-!

c Tasa de mortalidad natural de los depredadores T-1

d Tasa de competencia intraespecifica de los depredadores bm~t.T-1

&= ﬁ Coeficiente de Supervivencia de la Presa adim

donde el modelo (2.1) posee el coeficiente de efectividad de refugio por parte de la presa suscep-
tible (mq) y la presa infectada (my), y es que también admiten la interpretacion que la presa no tenga
una estrategia efectiva de refugiarse ante su depredador (m; = 0, my, = 0) como también poseer
una estrategia altamente efectiva que pueda evitar su depredacién en su totalidad (m; = 1,my = 1)
[5]. Estas consideraciones no las tendremos en cuenta debido que se quiere analizar el impacto de
estos coeficientes en la dindmica entre las presas y los depredadores [12].

2.1. Existencia, Unicidad y Positividad de Soluciones. Se demostrara la existencia y unici-
dad de las soluciones del sistema propuesto en (2.1), que representa la dindmica entre las especies
ecoldgicas (presa y depredador) [11]. Ademas, se debe garantizar la positividad de las soluciones
debido que las variables representan poblaciones ecoldgicas. Por otro lado, el modelo propuesto
expresado en (2.1), es no homogéneo debido que hay dindmica vital (presas y depredadores) para
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fomentar la sostenibilidad del ecosistema [7]. Sean las funciones asociadas al modelo (2.1) de la
siguiente forma:

% = ru% [1 - M] — QU U2 — HUL — % +gus = G1(u1, us, us),

B2 = quyuy — % (L4 p+ g)us = Ga(uy,ug,uz), (2.3)

% _ alg;il(l m;l)l)z:lus + azgjf(lmni)?w — cuz — duj = G3(uy, ug, uz),

donde G = (G1,G>,Gs), G, : R3. — R, parai = 1,2, 3. De aqui, (2.1) se escribe de la forma
v = G(u), (2.4)

donde v = (uq,us,usz). Para demostrar que el sistema (2.1) posee solucién, se utiliza como
referencia el teorema de Picard-Lindelof [11], como también el Lema 4.1 y el Teorema 4.2 de [15],
y asi obtener que G(u) es localmente Lipschitz continua en su dominio definido.

Teorema 2.1. G es localmente Lipschitz continua en R3..
Demostracion: Se deriva parcialmente con respecto a cada variable la ecuacién (2.3), se obtiene:

Gy _ _a(—my)tufug _3rel grugup __a10®(1—ma)’us
® G = 2TUL Tt o yzazy T H T QU — T K @2+ (1—m1)2u2)2”
dGy _ _oruf dG: _ _ ai(l-mi)’uy dGs _
® dus g oy K dus 02+ (1—mq)2u?”’ du; Quz,
° dGs __ au + (142(1—7”2)4'&%’!13 . a202(1—m1)2u3 _( +u+ ) dGy _ ag(l—m2)2u2
dus 1 (02+(1—m2)%u3)? (024+(1—m2)2u?)? grTHTp) dus 624+ (1—m2)?u3’
° dGs __ arhiuz(1—-mq)%(0%—(1—m1)?u?) dGs _ azhay(1—m2)?(0%—(1—m2)?u3)
du; (024+(1—m1)%u?)? ) dus (02+(1—m2)?u3)? ’
e dGs _ —c— 2dU3 + arhi(1—mq)%us + asha(1—ms)%us

dusg 02+(1 m1)2u? 024+ (1—m3)?u2

LGl dGy dGy dGsx dG> dGy dGs dGs dGs ;
donde es fécil ver que las funciones du du e des du dul dul duls qu. soncontinuas

en el dominio considerado. A partir del Teorema 2.1, el modelo (2.1) satisface una hipétesis del
Teorema 2.2, y asi garantizar la existencia y positividad de soluciones del sistema [15]. |

Teorema 2.2. El sistema (2.1) con condicion inicial u, € Ri, tiene una linica solucion con
valores en R3..

Demostracién: Por el Teorema 2.1, la funcién G es localmente Lipschitz en R? , ademds como
se cumple:

G1(05u27u3) = gu2 ZO ) G2(“1505u3) :0 ) G3(u17u2)0) =0.
Y por el Teorema 4.2 [15], el sistema (2.1) con condicién inicial u, € Ri posee una tnica

solucién para t € [0,b) conb = 00 6 b < 0. O

Teorema 2.3 (Solucion Uniformemente Acotada). Las soluciones del sistema (2.1) estdn aco-
tadas en el largo plazo.
Demostracion: Sea W (t) = uy(t) + ua(t) + us(t). De (2.1), se obtiene

U1 + Us

W' (t) < ru? (1 - K) — W (L), 2.5)

donde ©» = min{u, c}. Con lo cual, se obtiene la ecuaciéon: W'(t) < 4’"K —YW(t). Y de
aqui, se resuelve la ecuacién diferencial

(2.6)

W(t) < [W(O) - 4”(2] vt 4K

271 271

De esta forma, la poblacién total estd acotada en el largo plazo, (t — +00), por la expresién
4rK?

[10]. Por consiguiente, se ha obtenido la regidon factible asociado al sistema (2.1) donde las

279
poblaciones estdn uniformemente acotadas, y son positivas las soluciones [7, 12].
4r K*
Q*:{u:(ul,ug,ug)GRi|0<u1—|—u2—|—u3< 271/}} (27)

En vista de los Teoremas 2.2 y 2.3, se garantiza que las soluciones son positivas y definidas para
todo ¢ > 0.
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2.2. Analisis Cualitativo del Modelo. Después de haber obtenido la existencia y unicidad, y
ademads de positividad de las soluciones del sistema (2.1). Continuaremos con el andlisis cualitativo
del sistema, donde abordaremos el anélisis del comportamiento de las soluciones a largo plazo (esta-
do estacionario) [12]. Antes de determinar los puntos de equilibrio (puntos criticos) en la subseccién
2.2.1, se define algunos nimeros especiales con interpreacion eco-epidemiolégica [7].

Tabla 2.3: Numeros Especiales

Niimero Descripcion
Ry = " +3 - Numero Béasico de Reproduccién de la Presa
R, ="K Numero de Supervivencia de la Presa Susceptible

L
Ry = ahy(1 — m1)2 Numero de Beneficio por la depredacién de la Presa Susceptible

R3 = ashy(1 — m2)2 Numero de Beneficio por la depredacion de la Presa Infectada

2.2.1. Puntos de Equilibrio. Al igualar cada ecuacién del sistema (2.1) se obtiene los puntos
de equilibrio para luego analizar su estabilidad, es decir, si el sistema (2.1) converge al punto de
equilibrio en el estado estacionario del sistema [7].

e1 = (0,0,0) , es = (Ap,0,0) , e3 = (41,0,C1) , es = (Az; B2; Cs) . (2.8)

Punto libre de infeccién y libre de depredador. Este punto de equilibrio (e3), es uno intere-
sante por el estado que representa, libre de infeccidon (no hay presas infectadas), pero esta libre de
su depredador con lo cual le permite crecer su poblacién hasta su capacidad de carga (poblacién
maxima). Ahora se analizara el sistema (2.1) donde se obtiene este estado estacionario.

2
Uy |ru — an wl =0. 2.9
La solucién de la ecuacién (2.9), donde se tiene definido o = % Ahora, se enuncia de la
siguiente manera:
K 4
ul=0 u%?’:(li 1—). (2.10)
2 0

Es fécil ver que las soluciones uf’B son reales si y sdlo si, o > 4. De esta manera se tiene
una familia de soluciones que dependen del valor de g positivo. Esto induciria una bifurcacién del
punto de equilibrio de la presa susceptible u] en funcion del pardmetro o = %, representando un
sistema libre de infeccién y de depredadores. Matematicamente, el modelo sigue una ecuacién de
la forma: F'(u;) = ru? ( — %) donde el crecimiento de la presa estd regulado tnicamente por
la capacidad de carga K [7]. Para valores menores que cuatro (¢ < 4), la poblacién de presas se
estabiliza en K/2, lo que sugiere una coexistencia en equilibrio con los recursos disponibles. Sin
embargo, cuando ¢ > 4 alcanza un umbral critico, se observa una bifurcacién transcritica en la que
el equilibrio en K /2 se divide en dos ramas: una estable cerca de K, donde la poblacién prospera,
y otra inestable que tiende a valores cercanos a cero, indicando un posible colapso poblacional [8].
Ecolégicamente, este comportamiento refleja como la tasa de crecimiento de la presa, la capacidad
de carga del ambiente y la mortalidad natural interactian para determinar el destino de la poblacién.
Un valor alto de g sugiere un ecosistema con abundantes recursos y baja mortalidad, lo que permite
la recuperacion de la poblacidn hacia niveles cercanos a K, mientras que un g bajo puede deberse a
condiciones ambientales adversas o a una alta mortalidad, lo que eventualmente lleva a la extincién
de la especie [6].

Punto libre de infeccion y coexistencia con el depredador. El punto libre de infeccién y la
coexistencia con el depredador (e3) son conceptos clave en el andlisis de equilibrio en modelos
ecoldgicos y epidemioldgicos. El punto libre de infeccién (uy = 0) se refiere a un estado en el que
la poblacién de hospedadores esta completamente libre de patdgenos, lo que puede ocurrir si la tasa
de transmisién es baja o si existen mecanismos efectivos de control de la enfermedad [6]. Por otro
lado, la coexistencia con el depredador describe un equilibrio en el que tanto la poblacién presa como
la depredadora pueden mantenerse de manera estable en el tiempo, sin que una de ellas se extinga.
En términos de equilibrio, estos puntos representan estados estacionarios en los que las poblaciones
no cambian en el tiempo, dependiendo de factores como tasas de crecimiento, transmisién de enfer-
medades y presion de depredacion. Ahora se analizar4 el sistema (2.1) donde se obtiene este estado
estacionario [7].



Pino Romero, N.; Lopez-Cruz, R.- Selecciones Matematicas. 2025; Vol.12(1):67-85 73

Al igualar a cero el sistema (2.1) y considerar u, = 0, se obtiene el punto (A, 0, C}). De aqui,
se obtiene la siguiente ecuacion en cuanto a la coordenada u; que esté relacionada con us:

1 Ry A2
S e 2.11
G=glEraomea ¢ 1D

La ecuacién (2.11) representa el calculo en la tercera ecuacion del sistema (2.1). Con esta ecua-
cién, se puede introducir a la primera ecuacién del modelo para obtener el siguiente polinomio
asociadoa A; >0

r(1 —my)?
p(A) =— (Kl)A‘ll + (1 —my)?[rd — a;Ry) A3
02 (2.12)
+d N7 p(l —my)?| A7 + [rd6® — arc(1 — my)?] Ay — pdb = 0.

Mediante el Teorema de Descartes para raices, se puede determinar la existencia de raices posi-
tivas (A; > 0) [16]. Los coeficientes asociados al polinomio (2.12) deben cumplir

d
rd—a Ry >0 <— :T>R2’
1

r6? R, r6*  pR,
K a1h1<0¢> ?<a1h17

rdf? —c& >0 < rdf* > C—RQ,
hl hl

desigualdades que se tienen cumplir simultineamente

2 2
a1h17“9 , {Thldg 7"(1} ’ (213)

< Ry < min
uK ? c Ta

luego, para que la coordenada C'; sea positiva (2.11), se debe tener:
2

R,A
(arhy — ) =L > ¢,
aif

de aqui, para imponer la positividad de C1, se tiene:

a1h1092

h R —_—
M > ¢ ’ 2> (a1h1 — C)A%

(2.14)

De las ecuaciones (2.13) y (2.14) se obtiene

< { a1h1T92 a1h1092 T‘hld92 Td} , (215)

uK ’(alhl—c)A%}<R2<mm{ c

por consiguiente, se puede garantizar la existencia del punto libre de infeccion y coexistencia
con el depredador, donde A; > 0y C; > 0 como parte de la no negatividad de las poblaciones [6].

Teorema 2.4 (Existencia de los Puntos de Equilibrio). Para el sistema propuesto en (2.1), y
sus puntos de equilibrios en (2.8):

e El punto de equilibrio Extincion Total (e; = (0,0, 0)) siempre existe.

o Si % > 4, el punto de equilibrio Libre de infeccion y depredador (e5 = (Ay, 0,0)) existe.

. a1hir9®  aihich? ; rhidf> rd aihy T
oSzmaX{ LK (o o) A7 < Ry < min e a0 > 1, el punto de equilibrio

Libre de infeccion y coexistencia (e3 = (A1,0,Ch)) existe.
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2.2.2. Estabilidad Local del Modelo. Después de haber obtenido los puntos de equilibrio (2.8)
asociados al sistema (2.1). Y como el sistema es del tipo no lineal, obtendremos su matriz Jacobiana
J(u1,uq,us) donde la matriz jacobiana proporciona informacién sobre cémo cambian las solucio-
nes del sistema cerca de un punto de equilibrio [17]. Se define los términos de la matriz jacobiana
asociada

_ Rgufu;; 37‘u§ 2ru us 92RZU3
o Ju=2ru + ety T M T Qs — T = TR = e e
2
— _ruj - _ Rouy —
® J12 =9 Quy K J13 - h1(02+(1—m1)2u?)’ J21 = Qg
Rg“;“% agRngu;;

o Jop = auy + axh2(02+(1-m2)?ud)2  arhi(02+(1—m2)2ud)? (9+n+p),

° J‘ _ Rous J _ RQU3(92—(1—WI1)QU§)
28 7 Ty (02+(1-m2)%ud)’ 3L (024 (1—m)%ud)?
_ R3u3(92—(1—7n2)2u§) o R us
o Jo = S Jiw = == 2dus + e + e

Luego, se tiene la matriz jacobiana asociada al sistema (2.1), que determina las especies ecoldgi-

Jii(u)  Jip(u)  Jiz(u)
J(ur,ug,uz) = | Jor(u)  Jao(u) Joz(u) | . (2.16)
Ja(u)  Js2(u)  Jss(u)

Ahora, se analizard la estabilidad local del sistema (2.1) para cada punto de equilibrio expresada
en (2.8) [10]. Por lo cual, para analizar la estabilidad asociada a los puntos de equilibrio, en ese
sentido se utilizard el método de los signos de los autovalores [12, 17].

Punto de Extincion Total de las Especies
El primer punto eco-epidemiolGgico a analizar es el e; = (0;0; 0), que representa la extincion total
de las especies (presa susceptible e infectada como la depredadora). Primero se evalia el punto de
equilibrio en la matriz jacobiana (2.7) para determinar la estabilidad asociada,

—p g 0
Je)=1] 0 —(u+g+p 0 |. (2.17)
0 0 —c

Teorema 2.5. El punto de extincion total e; = (0;0;0) es localmente estable.
Demostracion: De la matriz jacobiana expresada en (2.17), es una matriz diagonal, es facil
obtener los autovalores asociados. Por lo cual, se determina lo siguiente:

>\1 = , )\2 = _(,U’ +g + p) ) )‘3 = —¢C. (218)

Luego, de la ecuacién (2.18) se observa que los autovalores son negativos. De esta manera,
el estado de extincién total se puede obtener bajo algunos valores de los pardmetros o también de
alguna condicion inicial. Este escenario desfavorable para el ecosistema es el que se debe evitar para
garantizar el equilibrio del ecosistema [7]. Una observacién importante a considerar de este punto
de extincion es que es estable localmente, es decir, depende del punto inicial considerado. Lo cual,
no necesariamente para cualquier punto inicial ocurra este escenario desfavorable para el ecosistema
[12]. ]

Punto de equilibrio Libre de infeccion y depredador
El segundo punto eco-epidemioldgico a analizar es el e; = (Ap; 0; 0), que representa la extincién de
la presa infectada como también el depredador. Primero se evalda el punto de equilibrio en la matriz
jacobiana (2.7) para determinar la estabilidad asociada,

QTAO—,M—&;?O —05140"‘9—i —W
J(ez) = 0 alg—g—p—p 0 . (2.19)
0 0 R2A0—0(92+(1—m1)2Ag)

02+(1—mq)2 A2

Teorema 2.6. Si 332?% <1, RyAy < 1, m < 1,entonces el punto de equilibrio

Libre de infeccion y depredador e; = (Ag; 0;0) es localmente estable.
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Demostracion: De la matriz jacobiana expresada en (2.19), es una matriz diagonal, es facil
obtener los autovalores asociados. Por lo cual, se determina lo siguiente:

3r
=K

_ Ry A
o 02 + (1 — ml)QAg

A =2rA, A2, X=aAi—g—p—p , X —c. (2.20)

Luego, de la ecuacion (2.20) se puede dar la forma para obtener el valor negativo a los autova-
lores, y asi, obtener la estabilidad local del punto de equilibrio asociado.

)\1:2TAO—M—3%A(2)<O — 2TA0</J/+3FTA§,
M=aldy—g—p—pu<0 <= ady<g+p+u,

_ Ry A Ry A

A3 = grgomyraz — ¢ <0 = prpayea <G

Bajo las hipdtesis del teorema, se consigue el signo negativo de los autovalores. De esta forma,

se obtiene la estabilidad local en el punto de equilibrio (e3). O

El punto libre de infeccién y depredadores en un ecosistema es crucial porque representa un
estado bdsico donde las presas u hospederos pueden existir sin presiones externas de depredacion
o enfermedades [6]. Este estado sirve como referencia para evaluar la estabilidad del sistema, los
umbrales para la invasién de depredadores o patégenos, y la resiliencia del ecosistema frente a per-
turbaciones. Ademas, es esencial para el manejo de especies, ya que permite evitar extinciones, con-
trolar invasiones y entender las dindmicas fundamentales que sostienen la coexistencia y el equilibrio
ecoldgico [3].

Punto de equilibrio Libre de infeccion y coexistencia con el depredador
El tercer punto eco-epidemiolégico a analizar es el e3 = (A;;0; C}), que representa la extincién de
la presa infectada pero la coexistencia con el depredador. Primero se evalda el punto de equilibrio en
la matriz jacobiana (2.7) para determinar la estabilidad asociada. Pero antes, se define

2 42 2 A2

es ___ RzAlcl _ RQG Cl _ o 37A1
o Jil = Simhp +2rAn - PR K
o Ji=—aA +g—"A  Jg=—RA e

12 = @A g K 13 — hiM, "’ 21 — Y

es __ _ RCy ez __ es _ _ Ra(A3(1-m1)*—67)
o J3i = A, hoo2 9P~ M Ja3 =0, Jsi = oz
o Joi _ RaC es _ Radi—(c42dC0)M;

32 —/ 92 > 33 — My )

donde M, = 6%+ (1 —my)? A3y My = 6%+ (1 — my)*>C?. Luego, se tiene la matriz jacobiana

Jin Jis o Ji
Jes)=10 Jg 0. 2.21)
Jii o Js3 o Js

Teorema 2.7. Si max {2, /a,} < A, < min {Ro, %, e (et 2dC’1)}, entonces

el punto de equilibrio Libre de infeccion y coexistencia con el depredador e3 = (A1;0;C) es
localmente estable.

Demostracion: De la matriz jacobiana expresada en (2.21), y considerando el cuadro 2.3, se
puede tener el segundo autovalor de manera directa

RC
)\2: 55:aAl—L;—g—p—M<aA1_g_p_:“a
h0
luego,
Ao < a(A; — Ro) < 0. (2.22)

Sean \; y A3 los otros dos autovalores de la matriz menor de J(e3). Siendo T'y D la traza y
determinante de esta, se tiene

e: e: _ _ €: €: €: €3
T=MA+A= 1 t+JsE D= XX = 1135 — Ji3ds0
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De aqui, con la hipétesis del teorema, se puede garantizar

3A R
T = T'M12A1 (2 - ]{1) + h72 (thlAl — 0201) + (]. - m1)4(a1 — Aéll)
1

— (M7 +6* +20%(1 — my)* A7) <0,

(2.23)

de manera similar, con la hipdtesis del teorema, se puede garantizar:
RyC, 3A;
D:(thf ((1—m1)2A§—62)—|—TA1 <2—K — M
R2A1 — (C + 2dCl)M1 . R%Alcl
Ml aq h1M13

(2.24)
(1= ma)?42 — %) > 0.

En un modelo eco-epidemioldgico, la estabilidad local de un punto libre de infeccién y coexis-
tencia con el depredador (e3) indica que, en ausencia de enfermedad, las poblaciones de presas y
depredadores pueden coexistir en un equilibrio dindmico estable [3]. Para que este punto sea local-
mente estable, los autovalores de la matriz Jacobiana evaluada en ese equilibrio deben tener partes
reales negativas, asegurando que pequefias perturbaciones decaigan con el tiempo y el sistema re-
torne al equilibrio [7]. Esto implica que las tasas de nacimiento, muerte e interacciones depredador-
presa estan balanceadas, permitiendo la persistencia de ambas especies sin fluctuaciones extremas
ni extinciones, lo que es crucial para predecir el comportamiento a largo plazo del sistema y para la
conservacion de ecosistemas donde estas interacciones son fundamentales [9]. J

2.2.3. Estabilidad global del modelo. Los modelos eco-epidemioldgicos integran la dindmica
poblacional con la propagaciéon de enfermedades, siendo esenciales para entender las interacciones
entre especies y el impacto de infecciones en ecosistemas. Un aspecto clave en su andlisis es la es-
tabilidad global de los equilibrios, ya que indica si el sistema evoluciona hacia un estado deseado,
como la erradicacién de la enfermedad o la coexistencia estable, independientemente de las condi-
ciones iniciales [7]. Para ello, se utilizan herramientas como la teoria de sistemas dindmicos, técnicas
geométricas y, especialmente, funcionales de Lyapunov, que permiten demostrar convergencia global
hacia equilibrios estables. Estas funcionales decrecen a lo largo de las trayectorias del sistema, des-
cartando oscilaciones o caos, y ofreciendo criterios matematicos sélidos para el disefio de estrategias
de control epidemioldgico y conservacion de especies [17].

Después de haber obtenido los puntos de equilibrio (2.8), se analiz6 la estabilidad local asociada
al modelo matematico (2.1). Se utilizara el Teorema de Krasovskii generalizado. En primer lugar,
este teorema establece que un punto critico es asintdticamente estable a nivel local. En segundo
lugar, produce una funcién de Lyapunov adecuada para el anélisis de estabilidad global [11]. Este
tipo de andlisis no solo fortalece los resultados de estabilidad, sino que también ofrece condiciones
adicionales para el valor inicial, permitiendo simulaciones mas precisas en comparacién con las que
se basan unicamente en las condiciones del analisis de estabilidad local. Para lo cual, se utilizara el
criterio de Sylvester, para una utilizar de una manera més sencilla el Teorema de Krasovskii. Ahora,
se corrobora que el comportamiento del campo vectorial (2.2) en la region factible 2*, expresado en
(2.7), es globalmente estable asintéticamente. Para aplicar el Teorema generalizado de Krasovskii
[17], antes se definird: M; = 6% + (1 — mq1)*u? > 0,y My = 6% + (1 — my)?u? > 0, ademds
u = (u1, Uz, usz). Por lo cual, se define la matriz simétrica P:

M2 0 0
Puwy=1|0 M2 o |. (2.25)
0 0 M2M:

Es facil ver que la matriz P es definida positiva. Luego, la matriz ' = J* P + PJ, siendo J la
matriz jacobiana (2.16). Donde la matriz F'(u) es una matriz Hermitiana que permite ser analizada
por el criterio de Sylvester de tal forma que sea semi-definida negativa. Analizando los menores
principales de la matriz F'(u), se determina si es definida negativa [17]. Se considera la matriz G
que es la matriz asociada al sistema (2.3) Luego, se obtiene la funcional de la siguiente manera:
V(u) = G*' PG

W@Z%M+%M+V (2.26)

donde:
Vi(u) = uj —3u3 + aMy(Ry —uy)|

‘/Q(U) = U§ [RQMQUl + R3M1U2 — (C + dU3)M12M22]2,
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R
Vi(u) = h—QKulu;), + KM, (auyug + pruy — gug) — rMy (K — uy — ug)u?
1
La funcién V' (u) (2.26), satisface las siguientes condiciones: V'(0,0,0) = 0y V(u) > 0. Es
evidente ver que se cumple V' (u) — oo cuando ||u|| — oo.

Teorema 2.8. Sea el punto de equilibrio e; = (Ao, 0,0) y la funcional (2.26). Si R; < %, en-
tonces el punto libre de infeccion y libre de depredador (e3) asociado al sistema (2.1) es globalmente
asintéticamente estable.

Demostracion: La funcional V (u) (2.26) es definida positiva. De la hipdétesis, se tiene: N =

pu(K — Ry Ap) + rAZ positivo. Ahora,
. 2A2N2M2
Id@):——AE?J{ﬂl—mﬂ%ﬁN+AﬁmK+ﬁmﬁ—2ﬂa%ﬂ. (2.27)
Usando la hipétesis, se tiene

R = uK —2rKAq, >0,

< [
LT 24,
lo que garantiza la negatividad de V(e2). Por consiguiente, se tiene una funcional de Lyapunov
que demuestra que el punto de equilibrio (e;) es globalmente asintéticamente estable [17]. U

Sea, N1 = R2A1 — (C+ dCl)Ml y NQ = %KC’l + /,LKMl — TAl(K — A1>M1.

Teorema 2.9. Sea el punto de equilibrio e3 = (A1,0,C4) y la funcional de Lyapunov (2.26).

Si hy max {%CITA”, A% %10]:’2} < Ry, < %, entonces el punto libre de infeccion
y coexistencia con el depredador (e3) asociado al sistema (2.1) es globalmente asintéticamente
estable.

Demostracion: Se debe mostrar V(eg) es negativo para garantizar que es estable segin Lyapu-

nov.
’ 4 2 2 Ry Ay
V(eg) =20 KClMlNl (Nl—dMlcl)+ (HKM1+(1+01)N2)
1
OR2A3 [ 263
. A%N, — M, | N\N?
aih ail 14V1 1 14V5 (2.28)
2R2
| MN, - 2K A%C, ),
( 14V2 a; h% 1v1
lo que garantiza la negatividad de V(eg). Por consiguiente, se tiene una funcional de Lyapunov
que demuestra que el punto de equilibrio (e3) es globalmente asintéticamente estable [17]. U

3. Simulaciones Computacionales. El andlisis numérico en modelos eco-epidemioldgicos per-
mite resolver sistemas de EDO y EDP, optimizar pardmetros y realizar andlisis de sensibilidad.
Métodos como Runge-Kutta, discretizacion espacio-temporal y técnicas de optimizacién no lineal
son fundamentales para simular escenarios con condiciones iniciales variables, heterogeneidades y
procesos estocdsticos. Estas simulaciones permiten estudiar dindmicas bajo eventos extremos, co-
mo epidemias o introduccién de especies invasoras, siendo clave en la gestion de recursos, control
de enfermedades zoondticas y estrategias de conservacion [12]. Este estudio aborda modelos eco-
epidemiolégicos desde una perspectiva matemadtica, con énfasis en el uso de simulaciones compu-
tacionales y andlisis numérico para explorar su comportamiento dindmico. Se analizan aspectos cla-
ve como la estabilidad de equilibrios, bifurcaciones y sensibilidad a pardmetros criticos, integrando
ademds técnicas avanzadas como programacion paralela y algoritmos adaptativos para optimizar el
rendimiento computacional en sistemas complejos [18]. El objetivo principal de este estudio es pro-
porcionar una caracterizacion precisa de la dindmica ecoldgica y epidemioldgica del sistema, asi
como desarrollar herramientas matematicas y computacionales que puedan ser aplicadas a la gestion
de problemas ambientales y de salud ptblica a escala global [7]. Para ello, se emplearan diversos
valores paramétricos en las simulaciones computacionales, algunos de los cuales se han obtenido a
partir de la literatura especializada, mientras que otros serdn asumidos con el propédsito de analizar
la sensibilidad y la respuesta del modelo ante perturbaciones [2].

Como punto de partida, se presenta un cuadro con los valores iniciales de las poblaciones invo-
lucradas. A continuacion, se detallan los valores de los pardmetros asociados al modelo considerado,
los cuales servirdn para llevar a cabo las simulaciones computacionales [12].
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Tabla 3.1: Tabla de Poblaciones Iniciales (Var.)

Var. Poblacién Unidad
u; | Poblacidn inicial de presas Susceptibles 20
uo | Poblacién inicial de presas Infectadas )
uz | Poblacién inicial de depredadores 10

Tabla 3.2: Tabla de Valores de los Parametros

Par. | Valor | Par. | Valor | Par. | Valor | Par. | Valor | Par. | Valor
T 0.07 K 100 I 0.008 Q 0.10 ay 0.45

my 0.60 0 10 ) 0.07 g 0.10 as 0.65

Mo 0.35 hy 0.70 ho 0.75 c 0.007 d 0.002

De acuerdo, a las tablas 3.1 y 3.2, se obtiene el siguiente sistema para analizar los puntos de equi-
librios y su respectiva estabilidad local asociada. Y luego, realizar las simulaciones computacionales
para corrobar los resultados.

du, { Uy + uz} 0,072u2us

— =0,07u? |1 — —0,10uuy — ———=— —0,008u; + 0, 10us,

dt L 100 2100 + 0,16u2 ! ?

dus 0,275u3us3

T2 0,10uguy — —2072 8 178 3.1
at M T 100 10422502 0 @D
dus  0,0504u?us; 0,2063u2us; )

=3 = —0,007us — 0,002u2.

dt 100101602 T 100+ 0422502 0 ts D00

Donde se obtiene los respectivos puntos de equilibrio, y su estabilidad local asociado al sistema
(3.1). Y, se expresa en el siguiente cuadro:

Tabla 3.3: Estabilidad local (m; = 0,60, my = 0,35)

Punto de equilibrio Resultado || Punto de equilibrio Resultado
er = (0,0,0) Inestable || e; = (1,91,2,49, 3,38) Estable
es = (7,30,4,39,17,91) | Inestable | es = (99,89,0,0) Inestable

La tabla 3.3 muestra los puntos de equilibrio de un sistema eco-epidemioldgico o depredador-
presa junto con su estabilidad. El punto e; = (0,0,0) representa la extincién total de todas las
poblaciones y es inestable, lo que indica que cualquier pequefia perturbacion alejard el sistema de este
estado. El tnico punto estable es e, = (1,91, 2,49, 3,38), donde las presas susceptibles, infectadas
y los depredadores coexisten, lo que sugiere que el sistema tiende naturalmente hacia este equilibrio
en ausencia de perturbaciones externas. Por otro lado, e3 = (7,30, 4,39, 17,91) también representa
la coexistencia de especies, pero es inestable, lo que significa que el sistema no permanecerd en
ese estado a largo plazo. Finalmente, e, = (99,89, 0, 0) describe un escenario donde solo la presa
susceptible sobrevive sin depredadores ni individuos infectados, pero también es inestable, por lo
que cualquier pequena introduccion de depredadores o infecciones lo desviard de ese equilibrio [12].

El andlisis de estabilidad en modelos eco-epidemioldgicos ofrece una base cuantitativa para la
conservacion y manejo sostenible de ecosistemas, alinedndose con los Objetivos de Desarrollo Sos-
tenible (ODS), particularmente el ODS 14 (Vida Submarina) y el ODS 15 (Vida de Ecosistemas
Terrestres). La estabilidad del equilibrio (e;) refleja condiciones que favorecen la coexistencia de
especies y la biodiversidad, mientras que la inestabilidad de otros equilibrios evidencia la vulnera-
bilidad ecoldgica frente a perturbaciones como el cambio climético o la sobreexplotacion [7]. Este
enfoque matemadtico permite fundamentar estrategias de conservacion en andlisis riguroso, destacan-
do la necesidad de resiliencia ecosistémica para garantizar la sostenibilidad ambiental [19]. De forma
complementaria, se presenta la simulacién computacional de las especies ecoldgicas en el tiempo,
como también su espacio fase asociado.

Las figuras 3.1a y 3.1b presentan la dindmica del sistema eco-epidemioldgico con refugio para
las presas. En el dominio temporal, se observa un comportamiento transitorio con oscilaciones amor-
tiguadas que convergen hacia un equilibrio estable, reflejo de la accion reguladora de los coeficientes
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Modelo Depredador-Presa Eco-Epidemiclogico

e1=(0;0;0) T
e, =(1.91,2.49,3.38) / N

30 4

= PRESAS Susceptibles e3=(7.30,4.39,17.91) | N
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(a) Simulacién en el tiempo. (b) Espacio fase: Depredador-presa.

Figura 3.1: Simulacién con coef. de refugio (m; = 0,60, my = 0,35).

de refugio (m; = 0,60, ms = 0,35), que limitan tanto la depredacién excesiva como la transmision
de la infeccidn [12]. Las poblaciones se estabilizan en torno a valores moderados, indicando una in-
teraccion equilibrada entre las especies. En el espacio fase tridimensional, las trayectorias parten del
estado inicial Py = (20, 5, 10) y evolucionan hacia un punto de equilibrio (e,), evitando la extincién
total (e1) o el crecimiento descontrolado de presas susceptibles (e3). Esta configuracién evidencia el
efecto amortiguador de los refugios, que promueven la estabilidad poblacional y previenen oscila-
ciones criticas [7].

Desde una perspectiva ecoldgica, el modelo permite analizar cémo las enfermedades afectan la
estructura poblacional y la productividad biolégica, lo que tiene implicaciones directas en la gestion
de recursos naturales. Los refugios cumplen un doble propdsito: proteger a las presas susceptibles
y limitar la propagacién de la infeccidn, favoreciendo una comunidad més resiliente y sostenible
[1]. En conjunto, estos resultados respaldan la idea de que una estrategia de manejo adaptativo, que
combine conservacion y aprovechamiento, puede garantizar la sostenibilidad ecolégica y econémica
del sistema a largo plazo [6]. Luego, se presenta el anlisis del plano fase asociado de las presas con
el depredador de manera diferenciada. En ese sentido, se puede corroborar la convergencia hacia el
punto de equilibrio.

Modelo Lotka-Volterra Eco-Epidemiologico Modelo Lotka-Volterra Eco-Epidemiologico
30 o 30 o
25 254
. 20+ _ 201
o o
o o
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(a) Presa Susceptible-Depredador. (b) Presa Infectada-Depredador.

Figura 3.2: Plano fase : Presa - Depredador.

La figura 3.2 muestra la dindmica del modelo Lotka-Volterra eco-epidemiolégico, destacando
el efecto de la salud de las presas en la poblacion de depredadores. En 3.2a, se observa una espiral
amortiguada hacia el equilibrio, evidenciando que los depredadores dependen directamente de la dis-
ponibilidad de presas susceptibles. El aumento inicial de depredadores, impulsado por la abundancia
de presas, se revierte cuando estas disminuyen, generando una retroalimentacion que estabiliza el
sistema [12]. En 3.2b, las presas infectadas también influyen en los depredadores, al ser mds vulne-
rables. Sin embargo, una alta prevalencia de infeccion reduce el total de presas viables, limitando el
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recurso alimenticio. Este fendmeno induce oscilaciones transitorias que convergen a un equilibrio,
condicionado por la tasa de conversion tréfica y el impacto de la infeccion sobre la calidad del ali-
mento [3]. En conjunto, el modelo refleja como la estructura sanitaria de la poblacién presa modula
la dindmica tréfica y determina la estabilidad del ecosistema.

r=0.075, a=0.1, m =02, my=0.2

—— rF=0.075. @=0.1, m =0.9, M2 =0.9
r=0.075, a=02, mi=0.5, my=0.5 Q%
r=0.120, mz=0.4

5340aya3udid

Figura 3.3: Diferentes escenarios del ecosistema eco-epidemioldgico.

La figura 3.3 muestra las trayectorias de un sistema ecoldgico que integra interacciones entre
presas, depredadores y una dindmica epidemioldgica en las presas. En este modelo, el parametro
r, que representa la tasa de reproduccion de las presas, tiene un papel crucial en la recuperacion
de la poblacién de presas frente a las amenazas de depredacion e infeccién. Cuando r es bajo, la
poblacién de presas puede extinguirse debido a la presion combinada de depredadores y enfermeda-
des, mientras que un valor alto permite que las presas persistan incluso bajo condiciones adversas.
Los coeficientes de refugio m; y ms representan estrategias adaptativas de las presas susceptibles
e infectadas, respectivamente, como comportamiento de evasion o habitats inaccesibles para los de-
predadores [12]. Valores altos de estos coeficientes reducen la vulnerabilidad de las presas, lo que
permite que tanto las poblaciones susceptibles como las infectadas se mantengan a niveles significa-
tivos, aliviando la presion sobre los depredadores. Esto, a su vez, puede disminuir las fluctuaciones
poblacionales de los depredadores.

Por otro lado, cuando los coeficientes de refugio son bajos, la presiéon combinada de depredacién
e infeccion puede generar oscilaciones amplias y ciclos poblacionales prolongados, lo que indica un
ecosistema mds inestable [19]. El pardmetro o, que representa la tasa de contagio de la enfermedad
entre las presas, tiene un impacto directo en la transicién de presas susceptibles a infectadas. Un
valor alto de o implica una propagacidn rdpida de la enfermedad, lo que reduce la cantidad de presas
disponibles para los depredadores, alterando la dindmica de la red tréfica [7]. Esto puede generar una
retroalimentacidn negativa: al disminuir la disponibilidad de presas, las poblaciones de depredadores
también disminuyen, lo que, a su vez, facilita la recuperacion de las presas susceptibles.

En el modelo depredador-presa eco-epidemiolégico, se pueden considerar escenarios en los cua-
les la dindmica de infeccion no afecta significativamente la estabilidad a largo plazo de la poblacién
de presas. En estos casos, las presas infectadas presentan una tasa de recuperacion elevada, lo que
permite que la poblacidén de presas sanas se mantenga estable en el tiempo, evitando asi la pro-
pagacion descontrolada de la enfermedad [20]. Este comportamiento sugiere que los mecanismos
bioldgicos de recuperaciéon, inmunidad natural o resistencia adquirida dentro de la poblacién hospe-
dadora son lo suficientemente eficaces como para mitigar el impacto de la infeccidn sin comprome-
ter la viabilidad del ecosistema [12]. Ademads, cuando los pardmetros asociados a la transmisién de
la enfermedad y a la recuperacidén se encuentran dentro de ciertos rangos criticos, el sistema puede
alcanzar un equilibrio ecolégico en el que la infeccion se mantiene en niveles bajos o incluso desapa-
rece por completo [7]. Este tipo de dindmica resalta la importancia de comprender las interacciones
entre factores epidemioldgicos y ecoldgicos, especialmente en contextos donde la salud de las es-
pecies no solo depende de la presién de los depredadores, sino también de la presencia de agentes
patégenos. Por lo tanto, estos resultados pueden ser ttiles para disefiar estrategias de conservacion y
manejo ecoldgico en sistemas naturales afectados por enfermedades infecciosas [6].

Desde una perspectiva matematica, la figura 3.4a muestra la evolucién temporal de las poblacio-
nes de presas susceptibles, presas infectadas y depredadores, con una convergencia hacia el equilibrio
en ey = (53,57,11,18,116,97). Este resultado indica que la enfermedad no erradica la poblacién
de presas, que se mantiene en niveles bajos debido a una alta tasa de recuperacién (¢ = 0,05) y
una tasa de transmision baja [5]. La estabilidad de las presas sugiere que la infeccion tiene un im-
pacto limitado. En el espacio fase (figura 3.4b), la trayectoria espiral que converge hacia e; muestra
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Figura 3.4: Recuperacion rapida de las presas (a = 0,05, g = 0,25).

que el sistema alcanza un estado estacionario con coexistencia de las poblaciones [10]. Otros pun-
tos de equilibrio, que representan estados con extinciones, no son alcanzados bajo las condiciones
iniciales establecidas. Este modelo subraya la importancia de factores como los refugios, las tasas
de reproduccidn de las presas y la tasa de contagio en la estabilidad de los ecosistemas. Tiene apli-
caciones précticas significativas en la gestion de ecosistemas naturales afectados por enfermedades,
como los brotes en poblaciones de herbivoros que sirven de presa para carnivoros [1]. Entender estas
dindmicas y trayectorias puede ser util para la toma de decisiones orientadas a la proteccion de es-
pecies clave, la conservacién de la biodiversidad y la prevencién del colapso de poblaciones debido
al estrés ecoldgico combinado [7].

3.1. Sensibilidad del coeficiente de refugio. El sistema (2.1) posee puntos de equilibrio que
reflejan estados estacionarios del modelo. Los resultados numéricos de la tabla 3.2, obtenidos del
sistema (3.1), muestran que la variacién del coeficiente de refugio (m) (para presas susceptibles o
infectadas) genera una familia de equilibrios [12]. Este pardmetro ecoldgico influye directamente
en la dindmica depredador-presa y puede favorecer la estabilidad del ecosistema al limitar la de-
predacién o facilitar el acceso a presas alternativas [7]. Para calcular estos equilibrios se utiliza el
algoritmo hibrido de Powell, adecuado para sistemas no lineales. El algoritmo hibrido de Powell
combina la rapidez del método de Newton-Raphson —eficiente cerca de la solucién pero sensible
a la eleccion del punto inicial y a la condicién de la jacobiana— con la estabilidad del método de
Broyden, que evita el cdlculo explicito de derivadas mediante aproximaciones de la jacobiana [18].
Este enfoque permite una convergencia mas robusta: inicialmente se emplea Broyden cuando la so-
lucién estd lejana, y luego se recurre a Newton-Raphson en la vecindad del equilibrio para mejorar

la precision [21].
~ CluenHlJre’
lewsill ~ { el

(Broyden, etapas iniciales),
(Newton-Raphson, etapas finales).

En modelos eco-epidemioldgicos, los métodos computacionales para hallar puntos de equilibrio
y analizar su estabilidad pueden presentar ligeras imprecisiones debido a errores numéricos, dis-
cretizacion y sensibilidad a condiciones iniciales [7]. Estas variaciones, aunque pequefias, pueden
afectar la interpretacién dindmica del sistema. Un factor determinante es el coeficiente de refugio
(m), cuya modificacién influye en la accesibilidad de las presas, reduciendo la presién de depreda-
cién y alterando la estabilidad de los equilibrios [5]. Cambios en m pueden inducir transiciones de
estabilidad o la desaparicion de equilibrios, modificando la estructura ecoldgica. La combinacién de
andlisis analitico y simulaciones computacionales permite evaluar estos efectos con mayor precision,
aportando informacidn clave sobre la persistencia, coexistencia o colapso poblacional [12].

Los margenes de error numéricos no solo afectan la ubicacién de los puntos de equilibrio, sino
también la interpretacion de su estabilidad. En ciertos casos, estos errores pueden inducir diagnésti-
cos incorrectos sobre la naturaleza del equilibrio, haciendo necesario validar los resultados mediante
analisis tedricos y simulaciones complementarias [18]. Esta verificacién es crucial en sistemas sen-
sibles a variaciones paramétricas, donde pequefias perturbaciones pueden alterar significativamente
la dindmica, como ocurre en la propagacién de enfermedades o en escenarios de coexistencia bajo
restricciones ecoldgicas.

La figura 3.5 muestra que el coeficiente de refugio m, regula significativamente las densida-
des de equilibrio del sistema eco-epidemiolégico. Un incremento en m; favorece el aumento de
presas susceptibles, al reducir tanto la depredacién como la transmisién de la infeccién [6]. Con-
secuentemente, la poblacion de presas infectadas disminuye, interrumpiendo la propagacién de la
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Figura 3.5: Sensibilidad del sistema (2.1) al coeficiente de refugio de la presa susceptible.

enfermedad. Esta reduccién en la disponibilidad de presas afecta negativamente a los depredado-
res, cuya densidad también decrece. El sistema converge a equilibrios estables para cada valor de
my, reflejando una coexistencia con predominio de presas susceptibles y descenso en las otras dos
poblaciones [12].
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Figura 3.6: Sensibilidad del sistema (2.1) al coeficiente de refugio de la presa infectada.

La figura 3.6 muestra como el coeficiente de refugio para presas infectadas (m,) influye en
las poblaciones de presas susceptibles, presas infectadas y depredadores. Para valores bajos de ms,
los depredadores alcanzan poblaciones altas debido a su mayor acceso a presas infectadas [20]. Sin
embargo, al aumentar m., el refugio para las presas infectadas reduce las interacciones con los de-
predadores, disminuyendo su poblacién. Las presas susceptibles crecen moderadamente, mientras
que las presas infectadas se estabilizan en valores intermedios. A valores altos de my (mo > 0,54),
la poblacién de depredadores desaparece, dejando un equilibrio en el que solo coexisten presas sus-
ceptibles e infectadas, lo que marca una transicién hacia un sistema “presa endémica y libre de
depredadores™[1].

En sistemas ecoldgicos, los refugios son fundamentales para las interacciones entre presas y
depredadores, ya que modulan las tasas de depredacidn y ofrecen proteccion. El andlisis de los co-
eficientes de refugio m; y mo muestra su impacto en los puntos de equilibrio de un sistema que
involucra presas susceptibles, presas infectadas y depredadores [9]. La figura 3.7 presenta como las
variaciones en estos coeficientes afectan las densidades poblacionales de equilibrio en un gréfico
tridimensional. Esta representacion ayuda a identificar patrones clave y resalta como las modifica-
ciones en la disponibilidad de refugio influyen en la estabilidad y coexistencia de las especies [7].

La figura 3.7 ilustra como los coeficientes de refugio (m y ms) afectan las dindmicas de un
sistema depredador-presa modelado con presas susceptibles (u1), presas infectadas (u») y depreda-
dores (u3). Se observan discontinuidades y regiones con soluciones inestables o no definidas, lo que
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Figura 3.7: Sensibilidad del sistema (2.1) al coeficiente de refugio de la presa (susceptible e infecta-
da).

refleja las bifurcaciones inducidas por los cambios en estos pardmetros, indicando que el sistema es
altamente sensible a las variaciones de m, y mo, lo que genera respuestas no lineales significativas
[14]. En la superficie u; (presas susceptibles), se observa que al aumentar m; y ms, la poblacién
de presas susceptibles disminuye debido a la reduccién de la interaccidén con los depredadores y
las presas infectadas, lo que disminuye la presion selectiva. Sin embargo, esta disminucién puede
limitar el crecimiento de la poblacién al reducir la competencia y los recursos disponibles [12]. Para
uo (presas infectadas), la superficie muestra fluctuaciones abruptas, lo que refleja la complejidad de
las interacciones entre la infeccidn, el refugio y la depredacién [7]. A niveles bajos de refugio, las
presas infectadas pueden sostener poblaciones mds altas debido a una mayor interaccién con las pre-
sas susceptibles y menor presion de los depredadores. Sin embargo, con un aumento del refugio, la
dindmica de la infeccién se interrumpe, lo que puede llevar a la disminucién o incluso extincién de
las presas infectadas. La superficie us (depredadores) presenta una fragmentacién considerable, con
picos en las regiones donde m; y m4 son bajos, ya que los depredadores tienen acceso suficiente a
las presas. Sin embargo, cuando m; y m. aumentan, el acceso a las presas se ve restringido, lo que
limita el crecimiento de los depredadores, llevdndolos a niveles bajos o incluso a la extincién local

[6].

En esta subseccidn, donde las simulaciones computacionales permiten explorar diferentes esce-
narios en un modelo eco-epidemioldgico presa-depredador, se busca comprender a profundidad la
compleja interaccidn entre la dindmica poblacional y la propagacién de enfermedades en un ecosis-
tema [7]. A través de métodos numéricos, es posible analizar la evolucién temporal de las especies
y evaluar cémo cambios en pardmetros clave, como la tasa de transmisioén de la enfermedad, la efi-
ciencia de depredacién o la mortalidad natural, pueden influir en la estabilidad del sistema [1]. En
este contexto, el modelamiento eco-epidemioldgico se presenta como una herramienta fundamental
para integrar la ecologia y la epidemiologia dentro de un marco matemaético coherente. Este enfoque
no solo permite estudiar el comportamiento dindmico de las especies en presencia de una enferme-
dad, sino también anticipar posibles consecuencias ecoldgicas, como la extincidon de una poblacidn,
brotes epidémicos recurrentes, o la coexistencia sostenida entre presas, depredadores y patégenos
[9]. Ademas, el uso de modelos matematicos posibilita la realizacion de experimentos virtuales que
serian dificiles o imposibles de llevar a cabo en la naturaleza, ya sea por limitaciones éticas, logisti-
cas o econdmicas [2]. Por ello, el modelamiento eco-epidemiolégico contribuye significativamente
al disefio de estrategias de manejo y conservacidn de ecosistemas, especialmente en contextos donde
la salud de las poblaciones animales se ve afectada por enfermedades infecciosas que pueden alterar
los equilibrios ecolégicos [20].

4. Conclusiones. Este estudio ha explorado un modelo eco-epidemiolégico que incorpora la
retroalimentacion en la reproduccion de las presas y la influencia de los coeficientes de refugio m; y
ma, los cuales modulan la exposicion de las presas tanto a la depredacién como a la infeccidn. Los
resultados obtenidos muestran que:

e La retroalimentacién en la reproduccién contribuye a la autorregulaciéon de la poblacion de
presas, favoreciendo la persistencia de las especies.
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e [ os coeficientes de refugio juegan un papel determinante en la estabilidad del sistema, pu-
diendo inducir bifurcaciones y cambios cualitativos en los equilibrios ecolégicos.

e La coexistencia estable entre depredadores, presas susceptibles e infectadas es posible bajo
ciertos rangos de estos parametros, lo cual destaca la importancia de mecanismos de protec-
cién en entornos naturales.

Desde un punto de vista matematico, el analisis cualitativo del sistema mediante puntos de equi-
librio y su estabilidad permiti6 identificar condiciones criticas bajo las cuales ocurren bifurcaciones.
El estudio de la positividad de las soluciones y la existencia de regiones invariantes garantizé la va-
lidez ecoldgica del modelo, mientras que herramientas como el anélisis del Jacobiano y la teoria de
sistemas dindmicos no lineales ofrecieron una caracterizacién detallada de la dindmica global [12].
Desde un punto de vista ecoldgico, estos resultados subrayan la relevancia de estrategias de refugio
como herramientas de mitigacion frente a amenazas externas, como enfermedades o presién depre-
dadora intensa. Desde la perspectiva matemdtica, el modelo evidencia como pequefias variaciones
en pardmetros criticos pueden tener consecuencias profundas en la dindmica del sistema [6].

En conclusidén, el modelado matematico proporciona una herramienta poderosa para entender
las dindmicas ecoldgicas complejas, como la interaccién depredador-presa e infeccién, y como es-
tas pueden ser moduladas mediante estrategias de refugio. Este enfoque no solo ayuda a predecir la
estabilidad de las poblaciones, sino también a guiar estrategias de conservacion en ecosistemas afec-
tados por multiples amenazas. Futuros trabajos pueden considerar la inclusién de retardo temporal,
movilidad espacial o efectos estocasticos para enriquecer la representacion del sistema y analizar
escenarios m4s realistas.
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