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Abstract

Fartial differential equations (PDE’s) are, we believe, little known in our country, especially at
a medium - advanced level, in particular, their historical roots and methods developed in their
evolution. The objective of this article is to contribute to a knowledge in this direction especially
to colleagues and students who are interested in studying and researching in this central branch
of mathematics. As a model we have chosen Hormander’s book, [ 1], whose study and teaching
will be a sign of great progress in this direction in our country. In this article we only give an
introduction to part I dedicated to functional analysis and which includes chapters I and Il that
deal with the theory of distributions and some special spaces of distributions, respectively.
Keywords . Weak solution, Sobolev space, distribution, Dirichlet, Hormander space.

Resumen

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) son, creemos, pocas conocidas en nuestro pais,
sobre todo a nivel medio - avanzado; en particular, de sus raices historicas y métodos desa-
rrollados en su evolucion. El objetivo de este articulo es contribuir a un conocimiento en esta
direccion sobre todo a los colegas y estudiantes que tengan interés en estudiar e investigar
en esta central rama de la matemdtica. Como modelo hemos escogido el libro de Hormander,
[1], cuyo estudio y ensefianza serd un signo de gran progreso en esta direccion en nuestro
pais. En este articulo solo damos una introduccion a la parte I dedicada al andlisis funcional
y que comprende los capitulos I y Il que tratan la teoria de distribuciones y algunos espacios
especiales de distribuciones, respectivamente.

Palabras clave. Solucién débil, espacio de Sobolev, distribucién, Dirichlet, espacio de Hérmander.
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1. Introduccion y Algunas Ideas Sobre la Evolucion de las EDP. Desde la Antigiiedad
el hombre siempre ha deseado explicar la naturaleza que lo rodeaba. Tuvo que pasar muchos
siglos para llegar a tener un recurso matematico para satisfacer tal anhelo. Asi, llegamos al
siglo XVII en que se crea el cédlculo infinitesimal, un lenguaje que ya permiti6é explicar hasta
problemas del cosmos. Es en el siglo siguiente, el XVIII, en que se desarrollan las ecuaciones
diferenciales, en particular las ecuaciones en derivadas parciales (EDP). Es en el estudio de
los fenémenos de la naturaleza en que surgen las EDP; estas son las ecuaciones de la fisica
matemadtica. Se deben contribuciones a D’ Alembert, Euler, D. Bernoulli, Lagrange, ...; por esta
época surgio el problema de la cuerda vibrante lo que condujo a la ecuacién de la onda. Ella fue
motivada por la investigacion de los sonidos causados por una cuerda, un tambor u otros ins-
trumentos que produzcan sonidos en el aire. En general se estudiaron las leyes del movimiento
de las ondas que se propagan en un fluido, y esto abri6 el drea de la hidrodindmica en donde se
introdujeron diversas ecuaciones en derivadas parciales. Debemos destacar que el estudio de las
ondas en el aire motivo la investigacion de los sonidos producidos por instrumentos musicales
, investigacion que fue iniciada por Daniel Bernoulli en 1739, y luego continuada por Euler y
Lagrange. Por otra parte, sabemos que Newton aplicé el célculo en la atraccion gravitatoria de
los cuerpos celestes; este problema fue continuado en el siglo XVIII, en donde se destaca el
trabajo de Laplace.

Segun Brezis - Browder, [2], 1a investigacién de las EDP comenzaron en el siglo XVIII con
los trabajos de Euler, D’ Alembert, Lagrange y Laplace quienes estudiaron analiticamente los
modelos que surgieron en la fisica -matemadtica, actividad que atin se conservan actualmente,
en el siglo XXI. En esta direccién estd la teoria del potencial; veamos algunas ideas. (Ver
[3] para mayores detalles). Desde la época de Newton, el célculo fue usado para estudiar la
atraccién gravitacional de una masa sobre otra. Las EDP se desarrollaron también con este
tipo de investigaciones; asi en el siglo XVIII un problema era determinar la magnitud de tal
atraccion gravitacional, como la atraccién del Sol sobre la Tierra; esto implicaba que debemos
conocer la forma de la Tierra para calcular la atraccién gravitatoria. En este campo se tienen los
trabajos de Maclaurin, de Clairaut, alrededor de 1742. Desde la época de Newton se hicieron
esfuerzos en esta direccidn; luego de diversos célculos se llegd a establecer que el potencial
gravitacional, debido a una distribucién continua de masas satisface a la ecuacion de Laplace
(1782) AV = 0 (ecuacién del potencial) donde V' = f:o(%)dr = %, que se interpreta como el
trabajo para atraer una particula de masa unitaria bajo la atraccién de una particula de masa m
que esta en un punto, desde el infinito hasta otro punto. Para algunos detalles ver, por ejemplo,
[4]. El trabajo de Laplace sobre la solucién de la ecuacién del potencial motivé diversos e
importantes trabajos sobre este tema, actividad que continda atn.

Los problemas relacionados con la realidad fisica habian conducido a EDP de segundo
orden, y poco a las de primer orden. Estas, porque se resolvian via integraciéon o mediante
algin artificio. Una ecuacién de primer grado es de la forma, [3] pag. 705,

Pdz + Qdy + Rdz = 0 (1.1)

donde P, Q y R son funciones de z, y, z. Estudiando la forma de la Tierra, Clairaut (en 1739)
encontré una ecuacion de esta forma. El nos dice que si existe una funcion u(z, y, z) tal que

du = Pdx + Qdy + Rdz,

iene 2P — 9Q 9P _ OR 0Q _ OR
entonces se tiene 5- = 7%, 5= = 57, 5 = 3,

Esta contribucién de Clairaut estd latente para resolver (1.1). Por otro lado, si P, @ y R son
las componentes de la velocidad del movimiento de un fluido, entonces (1.1) es una diferencial
exacta. Ademds nos dice que en el caso de no ser exacta es factible encontrar una funcién tal que
al multiplicarla con la ecuacién dada, entonces el primer miembro de (1.1) es una diferencial
exacta. En esta direccién debemos también aportes de Lagrange, quién clasifico a las ecua-
ciones de primer orden no lineales. Ver [3], Cap. 22 para mayores detalles. Ahora veamos otro
importante concepto en las EDP: las curvas caracteristicas. G. Monge, un notable gedmetra, ob-
servo que algunos problemas sobre superficies conducen a ecuaciones diferenciales parciales;
estudiando estas ecuaciones Monge introdujo un nuevo concepto: el de curvas caracteristicas,
idea que no fue bien aceptada por sus contemporaneos. Veamos brevemente algunas ideas al
respecto.
Una EDP de primer orden es una ecuacion de la forma

F(z,y,u,p,q) =0, (1.2)
ou

donde p = g—g Y q = 3, se asume que F es de clase C? en un dominio D del espacio de las
cinco variables z, y, u, p, g. La funcién v depende de z e y. Al respecto se dice que: una funcién
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z = u(z,y), que es solucion de (1.2), es geométricamente una superficie en el espacio (z, y, 2)
y es llamada una “superficie integral’de (1.2). En particular sea la EDP casi-lineal:

flz,y,w)p+ g(x,y,u)qg = h(z,y)u + d(z,y), (1.3)

ecuacion que se escribiré en la forma:
Pp+Qq=R, (1.37)

donde P = f(z,y,u), @ = g(x,y,u) y R = h(z,y)u + d(z,y). Bien, Lagrange redujo el
problema de encontrar la solucién general de (1.3”) al de resolver un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de la forma

de _dy _d:

=0T (1.4)

El verifica que ¢(¢1,¢92) = 0, donde ¢ es una funcidn arbitraria, es solucién general de
(1.3%) siempre que ¢1(x,y,z) = a'y ¢2(x,y,z) = b sean dos soluciones de (1.4), donde a y b
son dos constantes arbitrarias y donde al menos una de las ¢; 6 ¢2 dependen de z = wu.

Ahora veamos la idea de curva caracteristica .Sea la ecuacién

flx,y,w)p+ g(x,y,u)q = h(z,y,u). (1.5)

Via algunos argumentos geométricos se observa que (f, g, h) es un campo de direcciones, que
se llama un campo de direcciones caracteristicas. Las curvas caracteristicas son curvas dadas
por la ecuaciones

dx B dy B dz
f(x7 y? u) g(x7 y? u) h(x7 y7 u)
las que se pueden escribir en la forma: ‘fl—f = f(z,y,u), % =g(x,y,u),

% = h(z,y,u). Se observa que a través de cada punto (xo, yo, 20) de la superficie (mencionada

arriba) pasa una curva caracteristica, z = x(xo, Yo, 20, t),
Y= y(x(b Yo, 0, t)’ = Z(.I'(), Yo, <0, t)

Nota 1.1. Se prueba que el problema de Cauchy para este tipo de ecuaciones tiene solucion
tinica con la ayuda de las curvas caracteristicas. Para mayores detalles ver, por ejemplo [5],
[6], [7] o algiin libro sobre EDP.

En sintesis podemos decir que en el siglo XVIII se dieron los fundamentos de la teoria de
las EDP de primer orden y que ellas fueron reducidas a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias. También en este siglo, y al comienzo del siglo XIX, surgieron las clasicas EDP’s de
segundo orden, las que fueron arduamente estudiadas posteriormente. Ver [2]. Asi, la ecuacién

de la onda 1-dimensional % = % fue introducida e investigada por D’ Alembert en 1752

al estudiar el problema de la cuerda vibrante, tema que fue también estudiada por Euler en
1759 y por D.Bernoulli en 1762 en el caso 2 y 3-dimensional estableciéndose la ecuacion

% = Z?:1 g%ig = Au. Asi mismo, vimos que Laplace estudio el potencial gravitacional en
1782 dandonos su famosa ecuacion Au = 0. Estudiando los flujos de fluidos incompresibles,
Euler lleg6 a establecer la respectiva EDP en 1755; ver [2] y [3] para mayores detalles.

1.1. Las EDP en el Siglo XIX. El siglo XIX fue una época de grandes y revolucionarios
decubrimientos. En el campo de las EDP también hubieron grandes conquistas, sobre todo al
inicio del siglo en que la contribucién de Fourier y su obra sobre las series trigonométricas
fue el inicio de fundamentales teorias matemdticas que habrian de influir mucho en nuevas
conquistas en el siglo XX. Este progreso fue debido a la conexién entre las EDP’s y la teoria de
las funciones analiticas de una variable compleja. Asi, Cauchy, en 1827, nos dijo: dos funciones
reales regulares v y v, en las variables x e y, son las partes real e imaginaria de un funcién

compleja analitica, de variable compleja z = x + 7y, si ellas satisfacen el sistema de Cauchy-

Riemann, ecuaciones de primer orden: 2% = v 94 — _9v Eq oportuno remarcar que para
ox dy’ Oy ox

Riemann estas condiciones fueron la base para definir a las funciones analiticas y estudi6 las
propiedades de estas funciones estudiando las de las funciones arménicas en el plano.

En este siglo, las EDP continuaron las investigaciones hechas en el anterior; nuevos fendme-
nos fisicos fueron investigados y surgian nuevos tipos de ecuaciones diferenciales. Esto fue
muy importante porque otras areas, como la fisica y la ingenieria, también progresaron. De esta
manera, los problemas del mundo fisico indicaban que tipo de ecuaciones deberian ser utili-
zadas; ain no habia los criterios generales que actualmente existen. En este ambiente surge el
gran aporte que hizo Joseph Fourier (1768-1830), un fisico-matematico francés cuyo nombre



Ortiz F.- Selecciones Matematicas.2024; Vol.11(2):326-356 329

es aun reconocido en nuestros dias por la gran influencia de su obra sobre el flujo del calor.
Entre otros aspectos, habia el interés de determinar la temperatura en el interior de la Tierra,
cOmo varia esa temperatura respecto al tiempo. Era un problema de interés para la tecnologia
de entonces, con aplicaciones en la industria. En 1807 Fourier presenté un ensayo sobre la
conduccién del calor a la Academia de Ciencias de Paris, el que fue revisado por Lagrange, La-
place y Legendre (las “tres eles”) y fue rechazado!. La Academia, en mérito a su propuesta, le
invité a seguir desarrollando sus ideas y que presente el trabajo para el Premio de 1812. Fourier
sigui6 trabajando en su proyecto y en 1811 gand el premio pero ... fue criticado por su falta de
rigor y por tal motivo su trabajo no fue publicado en las Actas de la Academia. Naturalmente
esto resintié mucho a Fourier y continué investigando en el importante tema sobre el calor. Asi,
en 1822 Fourier publicé un trabajo que habria de marcar una etapa en la matemadtica pura y
en la aplicada; publica su clésico “Teoria Analitica del Calor”. Una obra que mereci6 los mas
grandes elogios de los matematicos del siglo XIX y aun del XX.

Veamos algunos comentarios relacionados con este trabajo. Como ya hemos menciona-
do, el problema de la vibracién de una cuerda fija en sus extremos conduce a la ecuacién
g = C? Uy y fueron D’ Alembert, Euler y Daniel Bernoulli los primeros en intentar resolverla.
D’ Alembert y Euler establecieron que la solucion era de la forma general u(x,t) = F(z+ct)+
G (x—ct), con apropiadas condiciones sobre F'y G. Por otro lado, Bernoulli llegé a la represen-
tacion de la solucion en serie trigonométrica de la forma u(z,t) = > | ansen(nx)cos(nct).
Se observa que las soluciones dadas por D’ Alembert y por Euler son las mismas; en esa época
la nocién de funcidn no estaba bien formalizada y la diferencia entre ambas soluciones esta en
el tipo de funcién que ellos consideraron.

El gran mérito de Fourier esta en el buen uso de las series trigonométricas para resolver un
problema del mundo fisico y ahi introdujo ideas y métodos que habrian de ser refinadas en afios
posteriores y dieron lugar a notables teorias matemadticas. Pero, y esto es importante resaltar,
hubieron en el siglo XVIII precursores sobre la representacion de una funcién via una serie
trigonométrica. Asi, Lagrange en 1759 considera una cuerda de longitud 1 que en su posicion
inicial es f(z) y su velocidad inicial es g(x); en estas condiciones la solucién de la ecuacion de
las ondas (un problema de valor inicial!) es dada por

u(z,t) = / Z sen(nmy)sen(nwz)cos(nmct) f(y)dy

+2/ Zsen nmy)sen(nmx)cos(nmwet)g(y)dy.

En [7] Figueiredo observa que si Lagrange hace ¢t = 0, permuta la integral con la sumatoria,
entonces se obtiene la representacion de una funcién en una serie de senos ,cuyos coeficientes
son los llamados “coeficientes de Fourier”. Fue Fourier, precisamente, quien explicité tales
coeficientes en sus famosas series de “Fourier” al escribir la solucién como una serie es senos
y cosenos, cuyos coeficientes dependen de f y de senos y cosenos. Veamos con poco mds de
detalles: en su memoria de 1822 Fourier considera que una funcién f(x) definida en el intervalo
(—m, ) puede ser expresada como la suma:

f(z) = ap + (a1cosz + bysenx) + (azcos2zx + bysen2x), (1.6)

donde ag = 5 [ f(z)dx, an = L [T f(x)cos(nz)dz, by = L [T f(x)sen(naz)dz, n > 1.
Fourier afirmé que cualquier funcion f(z) puede ser representada por la expresion (1.6), atin
cuando Fourier no llegd a dar una prueba completa con respecto a que una funcién “arbitra-
ria”’se podia representar con una serie, como en (1.6); sin embargo su trabajo estimul mayores
progresos en el andlisis matemdtico, en particular en las EDP y en dar rigor a la nocién de
funcidn, ain cuando Lagrange negoé tales representaciones en series de "Fourier”.

El método usado por Fourier motivé a otros matematicos, como S.D.Poisson quién fue un
notable fisico-matematico y trabajé en la teoria del calor y fue uno de los fundadores de la
teoria de la elasticidad; €l lleg6 a pensar que todas las EDP se podian resolver mediante series.
En este escenario surge la contribucién de Dirichlet, quien fue uno de los primeros en afirmar
que “ no toda funcién se puede reprensentar por su serie de Fourier”. En 1892 y en 1837 dio
los primeros criterios para que se tenga tal representacion. Por esta época se debe mencionar
también los aportes de Cauchy quién trabajo para hacer un calculo infinitesimal con més rigor;
fue un pionero del andlisis matemético; también surgié las contribuciones de Riemann, quién
investigdé condiciones necesarias y suficientes para que una funcidn sea representable por sus
series de Fourier. Dirichlet ya habia obtenido ciertas condiciones para tener la suficiencia. Se
remarca que la familiar integral de Riemann surgi6 en el estudio de la series de Fourier.
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1.2. En el siglo XX se introdujeron algunos métodos para resolver EDP. Satisfaciendo
ciertas condiciones extras, como son las condiciones de contorno. Mencionemos algunas. Ver.
21y [3].

(i) El Método de Separacion de Variables. Este clasico método fue introducido en 1747
por D’ Alembert y por Euler en 1748 cuando estudiaron la ecuacién de la onda. Asi mis-
mo, en el estudio de la “ecuacién de Laplace”se usaron métodos analogos por Laplace
en 1782 y por Legendre en 1782, donde investigaron los llamados arménicos esféricos.
Fourier también us6 este método en su trabajo sobre la ecuacién del calor.

(i) El Método de las Funciones de Green; Teoria del Potencial. George Green (1793-
1841) hizo aportes que permitieron avanzar en las EDP , como fueron sus “identidades
de Green”(ver [4], sec.2). Sumétodo de las “funciones de Green” consiste en el estudio
de las soluciones singulares de la ecuacion de Laplace, soluciones que fueron usadas
para representar soluciones que cumplen condiciones generales de contorno, (ver [2]) .
Green observé que la solucién del problema (de Dirichlet)

Au =0 enundominio Q2 C R3
U= sobre 0,

2
minimiza la integral fQ Do < 8@) entre todas las soluciones v = ¢ sobre Of2.
Ademads, si v minimiza tal integral, la cual es regular, entonces u es una funcién armoéni-
ca. En esta direccion estd el trabajo de Riemann y su valioso “principio de Dirichlet”.

En los tiempos de Newton se investigd sobre la gravitacion, estudios que se continuaron
en el siglo XIX, bajo el nombre de teoria del potencial. Al respecto Laplace supuso que la
ecuacion del potencial

o’V . o’V n o’V
oxr?  Oy?2 022

donde V' es una funcién de z, y, z, se cumple en cualquier punto (z,y, z), dentro o fuera del
cuerpo que ejerce la atraccion gravitacional. Sin embargo, Poisson probd que si (x,y, z) cae

. 2 2 2 .,
dentro del cuerpo que atrae, entonces V' satisface %7‘2/ + %T‘; %ZZ = —4mp, donde p (funcién

de x, y, z) es la densidad del cuerpo atrayente; esta ecuacion se llamo posteriormente “ecuacién
de Poisson”. Se debe decir que alrededor del afio 1820 poco se conocia de las propiedades ge-
nerales de las soluciones de la ecuacion del potencial. En este escenario entra G. Green, a quien
le debemos el estudio matemadtico de la electricidad estética y del magnetismo; €l condujo la
idea de funcién potencial al campo de la electricidad y del magnetismo. Respecto a la ecuacion
(1.7), Green nos legé los siguientes teoremas:

Teorema 1.1. “Sean U y V dos funciones continuas, que dependen de x, y, z, y cuyas
derivadas no son infinitas en ningiin punto de un dominio arbitrario, entonces

/UAVdv+/ VaUdU:/VAUdv—i—/ v 4o (1.8)
Q [%9] ON Q o0 ON

=0, (1.7)

donde N es la normal a la superficie del dominio dirigida hacia adentro (normal interior), do
es un elemento de superficie. (Esta ecuacion es llamada “la segunda identidad de Green”. Ver
[4].

Veamos ahora la idea de “funcién de Green”, una idea fundamental en las EDP. Respecto
a (1.8), Green prob6 que la condiciéon de que V' y cada una de sus primeras derivadas fueran
continuas en el interior del dominio puede ser dado en lugar de una condicién de frontera sobre
las derivadas de V. Green representd V' en el interior del dominio en funcién de su valor V'
sobre la frontera, que se asume una funcién dada; y en términos de otra funcién U la que es
cero sobre la superficie del dominio; y ademds, en un punto fijo P en el interior, la funcién U
se hace infinita como %, donde r es la distancia de otro punto cualquiera a partir de P; atn,
U debe satisfacer la ecuacion del potencial (1.7) en el interior del dominio. Entonces, bajo

.. . . . 1 au
estas condiciones, V' puede ser representada en todo punto interior por V' = — 4= f aq vV ando,

donde la integral es sobre la superficie del dominio y g—% es la derivada normal interior de U.
Riemann llamé a esta funcién U, introducida por Green, “funcién de Green”. Por este camino
Green lleg6 al uso del principio de Dirichlet. Para una version mas analitica de la funcién de
Green ver- [4], seccidn 2.
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1.3. Las EDP en las Ultimas Décadas del Siglo XIX. Alrededor del afio 1870 el analisis
matemadtico entra a una etapa de rigor por obra de Weierstrass, lo que influy6 para que las EDP
sean estudiadas con el también rigor necesario, como fueron los problemas de existencia de
soluciones. Tal fue el caso del problema de Dirichlet estudiado por Riemann en 1851. Veamos.
Se trata de encontrar la solucién de la ecuacion Au = 0 en 2 C R™ tal que u = ¢ sobre 0f2. La
idea de Riemann fue reducir la solucién de este problema a la existencia de una funcién regular

2
que minimice a la integral de Dirichlet ¢(v) = [, >, (g—g‘;) = [ IVu(z)[*dz (donde V

es el gradiente) sobre la clase de las funciones satisfaciendo la condicién v = ¢ sobre Of2.
El principio de Dirichlet dice: “u es solucién del problema variacional ¢(u) = ming(v) si
y solo si u es solucion del problema de Dirichlet citado”. (El minimo es asumido en la clase
de funciones mencionada arriba). Riemann no prob6 el principio y asumié que tal minimo
existe por consideraciones fisicas. Afios mas tarde Weierstrass construyé un ejemplo en que
tal funciéon minimizante no existe. Se buscaron otros caminos para resolver el problema de
Dirichlet, uno de ellos fue, precisamente, el de la funciéon de Green. Otros métodos que se
introdujeron fueron el de Perron, el de Poincaré (método del “barrido”), el método alterno de
Schwarz (1870), C. Neumann introdujo el método de las ecuaciones integrales (1877) método
que fue desarrollado por Poincaré, Fredholm y D. Hilbert. Para mayores detalles sobre estos
métodos ver [8], [9] y [10]. Para mayores datos sobre el trabajo de Poincaré en las EDP, ver
[2], sec.5.

2. Las EDP en el Siglo XX. En el siglo pasado la matematica se desarrollé notablemente
en base a muchos progresos logrados en el anterior siglo; se consolidaron muchas teorias, en
especial en el andlisis matematico, el surgimiento de los espacios abstractos, el andlisis funcio-
nal, los espacios de Hilbert, posteriormente los de Banach, y otras ramas, todo ello permitié
nuevas conquistas, en particular en las EDP. El inicio de siglo fue inaugurado con el Congreso
Internacional de Matematica celebrado en Paris en 1900, en donde D.Hilbert plante6 23 proble-
mas a ser resueltos en el sigio XX. Respecto a las EDP los problemas 19 y 20 fueron dedicados
aellas; asi en el 19 la tarea es relativo a la regularidad de las soluciones de las EDP, mas concre-
tamente ver la analiticidad de las soluciones; era un problema de regularidad para una clase de
ecuaciones diferenciales parciales elipticas con coeficientes analiticos. Este problema fue re-
suelto, independientemente , por Ennio de Giorgi y por John Nash. Para ecuaciones generales
elipticas no-lineales de segundo orden, esta cuestion fue resuelto por S.Bernstein.

El problema 20 trata la cuestioén de la existencia de soluciones de problemas de valor con-
torno, en particular sobre la existencia de soluciones las cuales minimizan principios variacio-
nales. En esta ruta, Hilbert estuvo interesado en revivir el “principio de Dirichlet” y a principios
de los 1900’s hizo algunas contribuciones las que fueron dificiles de seguir pero tuvo el mérito
de estimular la investigacion de esta cuestion por parte de otros analistas, como fueron H. Le-
besgue, B. Levi, G. Fubini, S. Zaremba, R. Courant, .... Por esta época se comienza a aplicar
ideas y métodos del anélisis funcional en el estudio de las EDP. Se debe remarcar que Hilbert
uso los resultados de H. Poincaré y de Fredholm para estudiar las ecuaciones integrales linea-
les. También surgen tareas para las EDP no-lineales y semi-lineales; en este terreno se destaca
los aportes de S. Bernstein quién en 1906 estudia la solucién del problema de Dirichlet para
ecuaciones elipticas no - lineales. Veamos algunos ejemplos de problemas de Dirichlet en estos
contextos, ver [2], pags.86 y 87,

~Au+ud=f(z) ..enQCR"
u=20 sobre 0f2,

—Au—u?=f(z) ..enQCR"
u =0 sobre 0f2,

—Au+tud = f(x) ..enQ
u=20 sobre OS2,

—Au—tu? = f(x) ..en
u=0 sobre 0f2.

Para mayores detalles sobre este tema ver [2].

2.1. Hacia las Soluciones Débiles. Las conquistas que se producian en las EDP en las
primeras décadas del siglo XX fueron, en gran parte, al uso de nuevas técnicas que venian
del andlisis funcional, los espacios de funciones, la topologia,la integral de Lebesgue, .... Asi
surgian nuevos aportes que ampliaban y aclaraban dudas tenidas en el siglo pasado. Una de
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las areas de las EDP que tuvieron mucha atencién fueron las ecuaciones elipticas lineales de
segundo orden; por ejemplo ecuaciones del tipo:

0%u ou
Au-izjaij(ﬂv)(m—I-;aj(x)axj—i—ao(x)u—f(x). (2.1)
La tarea fue estudiar las soluciones de ecuaciones del tipo (2.1) y andlogas. Una importante
técnica que se uso fue la introduccién de las condiciones de Holder (O.Holder, 1882) en sus
estudios sobre la teoria del potencial y se consideraron los “espacios de Holder” en las investi-
gaciones de las EDP.
Para mayores detalles sobre este tema, y otros como la teoria de Leray - Schauder, ver [2].
Entremos a la antesala de los espacios de Sobolev y de la teoria de distribuciones, dos
areas fundamentales en el desarrollo de la teoria de los operadores diferenciales parciales en la
segunda mitad del siglo XX, (Hérmander). Veamos la idea de las soluciones débiles. Ver [2].
Estamos en la década de los afios 1920’s y las soluciones de las EDP fueron entendidas en el
sentido clésico, esto es, la funcidn solucién satisface a la ecuaciéon dada. El modelo general
para el estudio de la solucién de problemas de EDP, haciendo uso de los métodos del anélisis
funcional es

e Generalizar el problema clasico dado a un apropiado problema del analisis funcional
y se buscan soluciones en un sentido generalizado, o solucién débil, de la teoria de
distribuciones en adecuados espacios de Sobolev.

e Se resuelve el problema generalizado usando los fuertes resultados del anélisis funcio-
nal, como por ejemplo el teorema de de Lax - Milgran.

e Se estudia la regularidad de la solucién del problema generalizado, por ejemplo que la
solucion sea de clase C2((2).

e Se estudia que la solucién generalizada regular sea también la solucién clasica del
problema dado.

Creemos conveniente ya adelantar la idea de solucion débil y posponer para después los
detalles del caso: “la funcién u es solucion débil de la EDP Lu = f, si < Lu,p >=< f,p >
para toda funcién f que pertenece a un apropiado espacio de funciones definidas como Z. Pues
bien, hasta los afios 1920’s se conocian (en general) las soluciones clésicas para un operador
diferencial parcial. Segun [2], pag. 93, el surgimiento de la idea de solucién débil o solucién
generalizada surgi6 dado que:

e Si se tiene un problema variacional, por ejemplo la integral de Dirichlet £ y una suce-
sién minimizante {u, }, funciones regulares, para £, B. Levi y S. Zaremba observaron
que {uy} es una sucesion de Cauchy en la norma asociada a E, y de ahi se vio que es
Cauchy en la norma L2. Ahora, se introdujo la completacion H bajo la norma -Dirichlet
del espacio de las funciones regulares que satisfacen una dada condicién de contorno.
En [2] se afirma que esto fue una variante de un proceso que comenzé en el caso de
los espacios L?; el espacio H es un subespacio lineal de L? con cierta norma. Enton-
ces, por definicion: “para cualquier v de H, existe una sucesion de funciones regulares
{uy,} tal que Vu,, converge, en L2, a un limite; limite que puede ser visto como el Vu,
que se interpreta en un sentido generalizado. Esta observacion aparece en el trabajo de
B. Leviy L. Tonelli y fue aceptado por mateméticos como K. O. Friedrichs; C. Morrey,

e Otro punto de vista ocurrié en problemas donde la solucién del problema es construida
como un limite en un procedimiento de aproximacién. Se observd que las estimativas
sobre las soluciones aproximadas pueden no ser lo suficientemente fuertes para garan-
tizar que el limite sea una solucidn en el sentido cldsico. Pero, atin puede ser posible
que este limite comparta algunas propiedades de las soluciones clésicas y pueda tener
relaciones derivadas por multiplicacion de la ecuacién con funciones “text” regulares,
y luego integrar por partes. Esto fue hecho en el caso de ecuaciones lineales, como fue
el caso de la solucidn clésica de la ecuacién de Laplace

Vu =0, (2.2)
que satisface
/ V.V =0, (2.3)
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para todo ¢ € C3°(£2), que es la clase de las funciones regulares con soporte compacto
en {2; y ademas

/ uVe =0,Yp € C(Q). (2.4)

Veamos algunas observaciones importantes al respecto pues ahi estd la génesis de lo que
vendra después. Se observo, [2], que (2.3) tiene sentido para cualquler funcién u en C! y atin
si u estuviera en el espacio H visto anteriormente. También se vi6 que (2.4) tiene sentido si u
estuvieraen L, o atin si u estuvieraen L}, . En general, para ecuaciones elipticas y parabélicas,
y para problemas lineales, se demostré que soluciones en el sentido débil (2.4) son soluciones
clasicas!. Es oportuno saber que el primer ejemplo explicito de esta aseveracion es el notable
lema de Weyl (“The method of orthogonal projection in potential theory”. 1940) para la ecua-
tién de Laplace. Se remarca que la introduccion de las soluciones débiles fue consecuencia del
método de completacidon, como se vio antes, y se convirtid en una metodologia central en el
estudio de las EDP y en los problemas de valor de contorno!; asi el método tuvo dos etapas
(ver el modelo general dado antes): la existencia de soluciones débiles y la regularidad de
las soluciones débiles. Se observa que establecer la regularidad es una tarea dificil y a veces
imposible, como en el caso de ecuaciones no-lineales.

3. Los Espacios de Sobolev. Sergej L. Sobolev naci6 en Rusia en 1908; consagré su vida
al estudio de las EDP en sus niveles mas avanzados y profundos. En 1933 inicid una serie de
trabajos sobre el problema de Cauchy y es llevado a la teoria de las funciones generalizadas. Su
obra es nueva, con ideas simples y desempefiaron un rol importante en la matemética y en la
fisica. Le debemos la introduccién de los ahora llamados “espacios de Sobolev” los que fueron
estudiados y generalizados posteriormente; en este contexto, su teoria sobre la inmersion de
los espacios de funciones fue fundamental en las EDP. Histéricamente la idea de los “espacios
de Sobolev” ya aparecieron en el tratamiento variacional del problema de Dirichlet. Sobolev
invento las distribuciones. Al respecto Sobolev trabajo el problema de Cauchy para ecuaciones
hiperbolicas de segundo orden y la idea de distribucidn la usé en la cuestion de la unicidad de
la solucion.

Recordemos que en 1940 H. Weyl también considerd funciones débiles y prob6 que una
funcién débilmente armoénica es armoénica. Asi mismo, K.Friedrichs probd, en 1944, que las
soluciones débiles de sistemas lineales de primer orden, son también soluciones cldsicas o
fuertes.

3.1. Motivacién Matematica de Solucién Débil. Sea el intervalo [a,b], a y breales y f
una funcion continua sobre [a, b], (f € C|[a, b]). Problema de contorno: “hallar una funcién u
tal que

—u" +u= f,en[a,b]; u(a) = 0y u(b) = 0. (3.1)

Por definicién, u es una solucién clésica o fuerte de (3.1) si u € C?([a, b]) y satisface (3.1)
en el sentido usual. Ahora, sea ¢ € C*([a, b]) tal que 9(0) =0y
(1) = 0; multipliquemos la ecuacién diferencial por ; se obtiene

—u"p + up = fo; integrando sobre el intervalo, — f; u’ o+ f; up = f; f; integrando por

partes se obtiene:
b b b
/u'go/—i—/ unp:/ fo. (3.2)

Observemos que (3.2) tiene sentido si u € C*([a, b]).

Definicion 3.1. v € C'([a,b]) es llamada una solucion débil (d-solucién) de (3.1) si u
satisface (3.2).

Se observa que toda solucién fuerte es una solucién débil. ;Cuédndo vale el reciproco? ...
Se tiene el resultado: “Si u es una solucién débil de (3.1), de clase C2(]a, b]), entonces u es una
solucidn clasica o fuerte ™.

Demostracion: Sea u € C?([a,b]) tal que u(a) = 0, u(b) = 0, que satisface (3.2) con
¢(a) = 0, ¢(b) = 0. Integrando por partes (3.2) se obtiene f:(—u” +u — f)p = 0, para todo
¢ € C1([a,b]) con p(a) = ¢(b) = 0; pero Ci([a, b]) es denso en L?([a, b]). Luego, —u"+u = f
casi en todas partes , 6 ain —u” + u = f en todas partes desde que u € C?([a, b]). O

3.2. Breve Recorrido Matematico por los Espacios de Sobolev. Sea I = (a,b). Por
definicién LP(I) = {u medible / [} |u(z)|Pdx < oo}, 1 < p < oo, u € L*°(I) si el supremo
(esencial) de |u(x)] es finito. Sea p un nimero real, 1 < p < oo, el espacio L (I)[= WP (I);en
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general usaremos la notacién L? (I), usada por Calderdn, en vez de W*?(I) usada por Brezis-

Browder] es definido via:

LY(I) = {ue LP(I) /3 g € LP(I) / (sentido generalizado) [, uy’ = — [, gpVp € C§(I)}.
En verdad g = v/ en el sentido de las distribuciones (que veremos luego) ya que si u € LY

entonces < u, ' >= — < g,p >; pero, < u, ' >= — < u’,p >, luego se tiene lo observado.
Ademads, se tiene que g es tnico.
En L{(I) se considera la norma ||u||1, = ||u||, + ||u/||p, con la cual L} (I) es un espacio

de Banach, 1 < p < oo; L%(I) es un espacio de Hilbert con el producto interno < u,v >12=<
u, v >q + < u', v >o.

Los Espacios L7 (R"), k € Z*. (Ver [10] o algtn libro sobre distribuciones). En lo que
sigue las derivadas D“u son en el sentido generalizado, es decir, “existen funciones g, €
LP(R™) tal que

< D%, p >= (1)l < u, DY >=< go, ¢ >,V € 2(R?)”.

Se tiene g, = D%u y estd en LP(R"™).

Nota 3.1. 7 = C3°(R") con la topologia (a%)a 0; — (%)a © uniformemente sobre un
compacto fijo K, donde o = (o, .., ). Si p € C5°, entonces ¢ es infinitamente diferenciable.
Por simplicidad escribiremos L}, en vez de L} (R™).

Definicion 3.2. L} = {u € L /D®u € LP Vo, con o] <k}, 1 <p < oo, k € Z7.

En L7 se considera la norma ||u||,; = <Z|a<k| ||Dau|]§). L? equipado con esta norma

es llamado un espacio de Sobolev. Una propiedad de estos espacios es: si 0 < j < k entonces
Ly c L? C LP y las inclusiones son continuas ya que para toda v € L¥ se tiene ||ul|, <

ullp; < |lullpk- También, L¥ es un espacio de Banach parap > 1,k € Z*. Sip < oo, el
espacio de las funciones “prueba”?Z es denso en L. Otra interesante propiedad es que “todos
los espacios L¥ son isomorfos entre si, k > 0,1 < p < cc.

Nota 3.2. Posponemos ver los espacios L*®, donde s es un niimero real, hasta después de
dar un panorama de la teoria de distribuciones.

4. Un Panorama de la Teoria de Distribuciones.. La teoria de distribuciones fue presen-
tada en 1950 por el matemético francés Laurent Schwartz ,([11]), dando una nueva visién de
las soluciones generalizadas de ecuaciones en derivadas parciales; él invent6 un nuevo calculo
en base a funciones generalizadas, que son las “distribuciones”, cdlculo en donde se preservan
las operaciones basicas del andlisis matemaético . El espacio de las distribuciones es un espacio
dual, el dual del espacio &, ya mencionado antes. Asi, el espacio de las distribuciones es de-
notado con 2'(R") = 2'. 9’ contiene a todas las funciones en L;, .. Como sabemos, existen
funciones que no poseen derivadas en el sentido cldsico; pero en el universo de las distribucio-
nes, toda distribucién 7' es derivable para cualquier orden, es decir, para toda distribucién la
existencia de la derivada estd garantizada. Aun se tiene, si P = Z|a| <m @a(x)D* es un opera-

dor diferencial lineal con coeficientes regulares, entonces P(7") es bien definido para cualquier
distribucién T'; ademds P(7T') es atin una distribucion.

Veamos algunos antecedentes historicos de las distribuciones. En el periodo 1893-94 el
ingeniero inglés O.Heaviside introdujo ciertas reglas de un cdlculo simbdlico para ser usadas
en la solucién de problemas de la fisica; pero en su uso se encontraron diversas dificultades
matematicas que crearon cierta preocupacion, ain cuando tal célculo funcionaba bien en algu-
nos casos ,y ello motivé que se exigieran “nuevas ideas” ... como las funciones generalizadas!
Veamos. [12], [4]. Sea una red eléctrica, una fuente de voltaje y un interruptor. Asumamos que
el voltaje E de la fuente es constante en el tiempo y que el interruptor estd cerrado cuando
t = 0. Entonces el voltaje E(¢) en los terminales de la red es E(t) = EH (t), donde H(t) = 1
e 1>0;,=0..t<0.

H(t) es llamada la funcién de Heaviside. Ahora, via las leyes de Kirchhoff se obtiene la

ecuacion L4 () + RI(t) + 2 fg I(s)ds = E(t), donde I(t) es la corriente eléctricay L, R, C
son adecuadas constantes. Si se deriva a ambos lados de esta ecuacion, se obtiene

d? d 1 d d
Ahora se observa que < H(t) no est4 definida en t = 0, pues HY-HO) oo h>0 luego
e P 0 h<0 B

el limite del cociente no existe cuando h — 0.
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Figura 4.1: La funcién de Heaviside y una motivacion a las distribuciones.

En conclusion: la investigacién de un problema de la fisica queda truncado por una dificul-
tad matematica!

Por otro lado, por los afios 1920’s el fisico britanico P.Dirac introdujo la “funcién “delta
0(x) tal que, por definicion es definida en toda la recta, continua sobre R, tal que §(z) = 0, si

x#0y ffooo 0(x)dx = 1. Pero, en la época de Dirac se conocia la integral de Lebesgue y por
ella, esta “funcién” es inconsistente pues se deberia tener | fooo d(x)dx = 0; ademas si f es una
funcion continua sobre R se tiene que f(a) = [~ f(z)é(a — x)dx, para toda a € R.

Ademds, se verifica que 6(z) = H'(x), es decir la derivada de una funcién es igual a un
ente que no es funcién. Se debe remarcar que Heaviside usé la §(z) y le funcionaba bien en su
teoria; ;cémo explicar esta situacion? ... Tuvo que pasar alrededor de 30 afios para que surja
una teoria que explique matematicamente todo esto, y mds cosas. Una salida fue considerar a
la §(z) como una funcién conjunto y no como una funcién puntual. (Ver J. Horvath, [13], [10],
para més detalles al respecto).

Una Observacion: Calculemos la integral I = [ 6(z)¢(x)dx, donde ¢ es una adecuada
funcién derivable; integrando por partes
I =[H(x)p()]|® — [7° H(z)¢'(x)dx, donde H(x) es por definicién

[*_6(t)dt = H(z) = 0 o< 0, es decir ,en cierto sentido se tendra
o0 1 .z>0

H'(xz) = 6(z). Entonces,
I = p(+00) — [[F¢(x)de = p(+00) — p(+00) + ©(0) = ©(0). Asi se ha obtenido
[Z5 0(z)p(x)dx = ¢(0). ¢, Esta relacion nos podria servir para definir a la §(x), de un mo-

do diferente? ...
En efecto, la integral [*°_ §(z)p(z) motivé la nocién de “funcién generalizada”, y una cla-
— 00

se especial de funciones generalizadas son las “distribuciones”. Para formalizar la nueva teoria
(de las distribuciones) se usaron los progresos tenidos en el andlisis funcional en los afios 30’s y
40’s; asi la teoria de operadores y de funcionales sobre espacios de Hilbert y de Banach fueron
muy utiles en tal formulacién. Ya hemos mencionado el rol importante que tuvo S. L. Sobolev
en la ruta hacia las distribuciones quien us6 la idea de derivada generalizada, idea que prece-
di6 a la teorfa de funcionales; una distribucion es una funcional. Por otro lado, el lenguaje del
andlisis funcional fue la base del nuevo formalismo de las distribuciones.

L.Schwartz publicé cuatro articulas sobre su teoria de distribuciones antes de publicar su
famoso libro “Théorie des Distributions”, [11], libro que marcé una etapa en la evolucién de las
EDP pues fue una referencia obligada de los investigadores de las EDP. Afios después surgie-
ron algunos libros sobre este tema, hoy ya cldsicos, como fueron Hormander [1], Traves [14],
Horvath [15], Nachbin [16], entre otros. Luego de la publicacién de su libro, Schwartz tuvo un
gran suceso cuando prueba su “teorema del nicleo”(1952) resultado que le permitié extender
su teoria a las distribuciones de valor vectorial. Por su valiosa contribucion matematica, Sch-
wartz fue distinguido con la Medalla Fields en 1950. Naci6 en Paris el 05 de Marzo de 1915 y
falleci6 en Paris el 04 de Julio del 2002.

4.1. Algunos Comentarios Matematicos sobre las Distribuciones.. La teoria de dis-
tribuciones causé un fuerte impacto en el desarrollo de las EDP, esto por sus propiedades,
generalidades y haber resuelto algunas cuestiones que no se podian explicar con el anélisis
matematico; como ya se anuncié habia que explicar la naturaleza de la 6(x) de Dirac; ademas,
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sabemos que no todas las funciones son derivables, entre otras cuestiones. Asi, se afirma que
las distribuciones transformd muchas dreas del andlisis matematico.

La historia de la teoria de distribuciones esta relacionada con la teoria de las EDP, como
ya hemos mencionado, asi la investigacion del problema de Cauchy condujo a ciertas distribu-
ciones, como sucedié en el trabajo de J. Hadamard en 1932 y en el de M. Riesz en 1949; pero
Sobolev, en 1936, llegd mds lejos creando las distribuciones. En este contexto, la idea que fue
usada por K. Friedrichs en su estudio de los operadores diferenciales en espacios de Hilbert
(1939).

Pocos afios después, en plena II Guerra Mundial, Schwartz ofrece su primera publicacion,
[17], en donde resume el objetivo de su teoria y da la idea de que funciones f(z) definidas
en R™ dan lugar a funciones lineales de la forma, ver [18], capitulo 12, ¢(x) — T(p) =
[ f(z)¢(x)dz, donde p(z) pertenece al espacio C5°(R™), de las funciones infinitamente dife-
renciables con soporte compacto, y nos dice que tales funcionales lineales son llamadas “dis-
tribuciones”, y que ellas son mas generales que las funciones usadas en el anélisis.

Si g € Cf°, entonces el producto ¢g7', T una distribucion, es definida por la férmula
gT'(¢) = T'(gp). Toda funcién en C§° fue llamada, mds tardes, funcién “test”. Por otra parte, si
g1 = 0, donde g tiene soporte en algiin conjunto abierto U, se dice que la distribucién T’ es nula
en U; la importancia de esta nocion es que ella motiva la nocién de soporte de una distribucién
y también a las distribuciones con soporte compacto.

También se observa que el espacio C§° nos ayuda a entender que toda distribucion es deri-
vable para cualquier orden; asi, si ¢ € C3° entonces se tiene

0T () = T[(—0)“y], donde, como es usual, 9* = 97*...05", O = %. (Ver el articulo
de Garding, [18], para mayores comentarios).

Se le debe a Schwartz la notacion ¥ = C§°; asi 2’ denota al espacio de las distribuciones
y con Z se denota al subespacio de las distribuciones con soporte compacto. Pero Schwartz
tuvo precursores quienes ya habian introducido algunas ideas fundamentales en la teoria que
él consolidé. En efecto, Sobolev, en 1936, trabajando el problema de Cauchy para ecuaciones
hiperbdlicas de segundo grado llegd a la idea de solucién en el sentido de las distribuciones.
Asi mismo, H. Weyl en 1940 considerd la nocién de “solucién débil”’; en esta ruta también se
tienen contribuciones de K. Friedrichs, como ya hemos mencionado.

Schwartz dio la formalizacién de la nueva teoria al usar las funciones infinitamente diferen-
ciables, asi como la definicién de la idea de solucién fundamental E de un operador diferencial
parcial P(D) = Z|a| <m @a(x) D, donde los coeficientes son infinitamente diferenciables,

D = (D,...,D,), donde Dj; = —i%; por definicién, la distribucién E es una solucién funda-
J

mental de P(D) si P(D)E = 4. Con la yuda de la solucién fundamental E se puede establecer
cuando P(D) es hipoeliptico. Un operador diferencial parcial lineal P(D) en € (un subcon-
junto abierto en R™) es llamado hipoeliptico si dado un subconjunto abierto U de 2 y dada
cualquier distribucién 7" en U, y si P(T) es C*°, entonces 7" es también C'*°. Se tiene el si-
guiente teorema:

Teorema 4.1. si existe una solucion fundamental E de P(D), la cual es una funcion C*°
en R™ — {0}, entonces P(D) es hipoeliptico en R"”.

En esta ruta se afirma que se tiene: “existe una solucion £ € 2'(R"™) para el operador P(D)
tal que E € C*°(R™ — {0}) siy solo si toda solucién T' € 2'(12) de la ecuacion P(D)T = 0 es
infinitamente diferenciable”. En este caso, se dice que el operador P (D) es llamado hipoelipti-
co. El operador Laplaciano A en R" es hipoeliptico.

Es oportuno remarcar que la nocion de distribucidn, segiin Schwartz es basado en la duali-
dad, en la teoria de los espacios vectoriales topoldgicos, ver [15] y [19]; asi el espacio 2'(R™)
consiste de todas las funcionales continuas sobre C§°(IR™), esto es,es el espacio dual del es-
pacio de las funciones test &, y estd provisto de la topologia que contiene la convergencia
de derivadas de todas las 6rdenes. Asi, entonces, toda distribucién 7" puede ser representada
localmente como una suma finita de derivadas, en el sentido de las distribuciones, de funcio-
nes continuas. De esta manera se puede escribir, si T es una distribucidon entonces se tiene
T(p) = Zlal <m [ faD%p, para toda ¢ € C§°, algunas funciones continuas f, y algin m.

En su relacion con las EDP, la teoria de distribuciones dio un lenguaje unificado para el
tratamiento general de las soluciones en EDP; ademads, fue un aporte a la fisica y a la ingenieria
en donde muchos conceptos fueron puestos en un contexto mas preciso y general. Por esta
razon se escribieron muchos articulos y libros en tales y otras dreas. En particular nos interesa
la relacidén de las distribuciones con el andlisis funcional y la topologia. En este aspecto regre-
semos al inicio del siglo XX cuando el cdlculo operacional de Heaviside se usaba para resolver
problemas de valor inicial para ecuaciones en EDP de tipo hiperbdlico y por esa época se van
introdudendo los espacios abstractos, como son los famosos espacios LP, 1 < p < oo, y mds
generalmente los espacios de Hilbert y asi surgirian los “métodos de espacios de Hilbert para
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investigar a las EDP en contextos mds generales.

Es la época de grandes revoluciones en el campo de la ciencia, como son en la fisica y
en la matemadtica. Asi el desarrollo de la evolucion de la mecédnica cudntica se vio favorecida
con el uso del andlisis funcional. J. Von Neumann, guiado por Hilbert, axiomatizé tal mecanica
usando los fundamentos de los primeros progresos de la teoria de operadores sobre espacios de
Hilbert. Histéricamente, las primeras ideas que condujeron a las distribuciones se remontan a
la creacion del célculo infinitesimal pues ahi se encuentran los gérmenes mas profundos de la
idea de derivada y de las primeras ecuaciones diferenciables.

En afios posteriores el cdlculo progresd, vino el analisis matematico y las soluciones de
ecuaciones en derivadas parciales fueron llevadas a contextos mds generales. En 1908 el ma-
tematico sueco Henrik Petrini dio argumentos que motivaron la introduccidon de soluciones
generalizadas y para ello generaliz6 al operador Laplaciano y a la ecuacion de Poisson. En esta
direccién, en 1913 H.Weyl introduce la idea de derivada generalizada en la teoria del poten-
cial y logra resolver el problema de Dirichlet en este contexto. Estas y otras contribuciones,
como las de Sobolev, condujeron a L.Schwartz a su interés por las soluciones generalizadas de
ecuaciones elipticas y esto lo condujo a su teoria de distribuciones.

Veamos ahora el escenario de los espacios de Hilbert o lo que se llama “métodos de los
espacios de Hilbert” en EDP. En este aspecto la monografia [20] de Pedro H.Rivera es un
camino para introducirnos en esta drea. Segin [2], uno de los grandes avances logrados en
la década de los afios 1930’s fue el desarrollo de las EDP’s via los argumentos del anélisis
funcional lineal, logrado gracias a los aportes de S. Banach y de su Escuela. Veamos. A inicios
del siglo XX el andlisis tuvo un gran impulso con la teoria de conjuntos y con la teoria de la
medida de Lebesgue; tales teorias serian fundamentales en el surgimiento del anélisis funcional
pues se introdujeron los espacios de dimension infinita, entre los que se destacan los espacios
de Hilbert; asi surgieron los espacios [?> y L? que habrian de ser muy ttiles en las EDP. Un
poco mads tarde se introdujeron los espacios de Banach (1922), espacios que junto con la teoria
de distribuciones serian vitales en el progreso de las EDP. Asi mismo la teoria abstracta de
operadores sobre espacios de Hilbert fue estudiada y aplicada a los operadores diferenciales
para obtener unos operadores mds generales. Veamos algunas ideas del anélisis funcional las
que sirven para estudiar problemas en EDP.

(i) Teorema de F. Riesz. “Sea H un espacio de Hilbert. Si f : H — R es lineal y continua,
entonces existe un tnico ug € H tal que f(u) =< w,ug >, paratodo u € H.

(i) Desigualdad de H.Poincaré. (Caso n = 1 pero la desigualdad vale para dominios abier-
tos, acotados de R™). “Sea I = [a,b] C R un intervalo acotado; entonces existe una
constante positiva C' = C(|1|) tal que ||u[r» < Cl[u/||» para toda u € L% ;(I) donde
L7 o(I) es la cerradura C3°(I) en LY (1),
1<p<o0.

(iii) Teorema de Lax-Milgram. Este teorema es titil en la conexion de las EDP con el cdlculo
de variaciones. Veamos los pre-requisitos. Sea H un espacio de Hilbert (real). Sea la
forma bilineal a : H x H — R continua
(la(u,v)| < C||ul|||v]]) y es coerciva ( 6 H - eliptica; existe una constante

a > 0 tal que a(v,v) > «||v||?, para todo v € H. La forma a no es necesariamente
simétrica. Sea L : H — R una funcional lineal.

Teorema 4.2. (L-M) El problema variacional lineal [P]: “encontraru € H tal que a(u,v) =
L(v), para todo v € H, tiene solucion tinica”.

Nota 4.1. Si a(,) fuera una forma bilineal simétrica sobre H x H, entonces se tiene la
caracterizacion: “problema [P] si'y solo si encontrar v € H tal que J(u) < J(v) para todo

v € H donde J(v) = $a(v,v) — L(v)".
Veamos una aplicacién a las EDP.

4.2. Problema de Sturm-Liouville. “Hallar u tal que
—(pu) 4+ qu= f ...enl = [0,1]; u(0) =0, u(1) =0, 4.1)

donde p € CY(T), q € C(T) y f € L?*(I) son funciones dadas con p(z) > a > 0, para todo
x el

Solucién. Veamos una motivacién. Si u es una solucion clédsica de (4.1), la multiplicamos por
v que pertenece a L%O(I ), que es la cerradura de C§°(I) en la topologia de L3(I), e integrando
por partes se obtiene [ 7 pu'v'dr + | [ quudz = Il ; Jv, para todo v € LiO(I ). Ahora se toma

como espacio H a L%O(I ), como forma bilineal a(u, v) a [, pu'v'dx + [, quvdz y como forma
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lineal @ : v — [, ; fvdz; se observa que a( , ) es una forma bilineal, lineal, simétrica; es

también continua por las hipdtesis sobre p y ¢. Ademds, si ¢ > 0, a(, ) es coerciva [en efecto,
por la desigualdad de Poincaré se tiene: por ser I acotado, existe una constante C' > 0 tal que
||z < C||w|| 2. Entonces se tiene

a(v,v) = /Ip(v’)Qda:—i—/quda:

> mfnp/(v')de—i—ml’nq/dex
1 I 1 I

> Cilloll3; + Calloll

> Clpliz,.

Entonces se estd en condiciones de aplicar el teorema de Lax - Milgram y se puede afirmar
que existe un tnico u € L7 (1) tal que a(u,v) = [; fvdz, paratodo v € L o(1). Ademds, u es
obtenido viamin,c 2 () [5 [; p(v")*+qu?)dz— [, fvdz]. Por otro lado, desde que [, pu'v'dz =
[;(f —qu)vdz, con (f —qu) € L* tendremos que pu’ € L7(I); luego v’ = %pu' € L3(I),y aun
se tiene u € L3(I); entonces u € L3(1)N L7 4(I), lo que significa que Au € L*(I). Finalmente,

se verifica que si f € C(I) entonces u € C?(I). Ahora, ver la Seccién 3, “hacia las soluciones
débiles” en donde dimos el modelo general para la solucién de problemas en EDP, y ahora se
concluye, via esta ruta, que u es una solucion clésica del problema (4.1), de S-L.

4.3. El Problema de Dirichlet para el Laplaciano. El problema es:
“hallar u € C%(Q2) N C(Q) tal que

—Au = fen. Q; u= gsobre 0, “4.2)

donde €2 C R™ es un conjunto abierto acotado, f y g son funciones continuas dadas”.
El problema (4.2) se descompone en los problemas:

—Au = fenQ; u= 0 sobre 0f; “4.2.1)

—Au = 0en ; u = g sobre 0. 4.2.2)

Se observa que si u; es solucién de (4.2.1) y us de (4.2.2), entonces u = u; +ug €s solucién
de (4.2). Veamos el problema (4.2.1). Se observa que la condicién de contorno “u = 0 sobre
0€Y’puede ser substituida por “u € Lio(ﬂ) y en este contexto se tiene el

Teorema 4.3. Sea 2 C R"™ un dominio abierto, acotado. Si f € L* ()
[L? () es el espacio dual de LiO(Q)], entonces el problema de Dirichlet —Au = f en €);
u € L7 1(9) tiene una tnica solucién u = G f, donde G : L* |(Q) — L3 4(), f — G, esun
isomorfismo de espacios normados.

Demostracion: Sea la forma bilineal a(u,v) = Y1 | < D;u, D;v >, donde u, v € L3(Q),
D; = 8%1" < >=< >p2, ||l = || |lz2- Sea ¢ la constante de la desigualdad de Poincaré
Sory [Diul|? > collul|?, u € L? 4(£2); pongamos v = min{cy, 3 }. Entonces se tiene a(u,u) >
Nel? y la(u,v)| < nllullgz]lv]lr2, u, v € L (). De esta forma se tiene las hiptesis del
teorema de Lax - Milgram y se afirma que existe un isomorfismo de espacios normados A :
Lio(Q) — L3 o(Q), u — Au, tal que a (u,v) =< Au,v >p2, u, v € L (), donde se
observa que A es lineal y continua sobre LiO(Q); luego, por el teorema de F. Riesz existe un
isomorfismo S : L?,(Q) — L3 (), f — Sf tal que [|Sf[lr2 = [|fllz2, f € L2(Q)y
< fiv >=< Sf,v >pa, f € L2,(Q), v € L7 5(Q). Sea ahora la composicion G = A~S; se
observa que G : L2 {(Q) — Lio(Q) es un isomorfismo sobre y continuo, con inverso G—! =
STIA: L7 (Q) — L?,(Q). Mirando al teorema 6.2, si f € L* (), seau = Gf = A~ (Sf).
Sip € 2(Q), se tiene

< —Au, ¢ > a(u, ) =< Au,p >12=< 5f,0 >12=< f,p >.

De esta manera se tiene —Au = fen Z'(Q) y u € L3 ;(€).
Unicidad de la solucion. Sea v € LiO(Q) tal que —Av = fen 2'(Q). Entonces, w = u —v €
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LiO(Q) y —Aw = 0.
Entonces, co||w||? < a(w,w) =< —Aw,w >= 0; esto es, w = 0, 6 v = u . Luego queda
solucionado el problema (4.2.1).

Solucién del Problema (4.2.2). Recordemos que el problema es: “ hallar
u € C?(Q)NC(N) tal que —Au = 0 en , u = g sobre 9. Bien, si 2 € R" es un conjunto
abierto, regular, y u € L%(Q), entonces la condicién “u = g sobre 02, puede ser substituida
por Tou; = g[ donde si u € C§°(2), (rou)(x) = u(x), z € 0N, se observa que si 02 es una
superficie “bien regular”, entonces Tou € L?(99)]. Bajo esta hipétesis y si u1 € L(2) tal que
Tou1 = g, entonces para todo v € L3 ;(Q2) se tiene 79(v + u1) = Tov + Tou1 = ToU1 = g. Este
argumento motiva considerar la clase: K = {u + u1/u € L7 ;(2)}. Entonces la condici6n “
u = g sobre 02, 0 mas generalmente el problema (4.2.2) toma la forma: “encontrar v € K tal
que —Av = 0", yaquesiv € K,v =u+u1,y 70(v) = 10(u) + 70(u1) = 10(u1) = g. Pero,
ain “v e Ksiysolosiv=u-+u;siysolosiv—u; =u¢€ L%’O(Q)”. Esto permite escribir
el problema (4.2.2) en la forma: *“ dado u; € L3(Q), hallar u € L?(Q) tal que —Au = 0,
u—uy € L7 5(2)”. En esta direcci6n se tiene el

Teorema 4.4. Sea Q) C R™ un conjunto abierto, acotado. Entonces, para todo v € L3(12)
existe un tinico u = so(v) € L3(Q) tal que —Au = 0; u — v € LiO(Q), donde la aplicacion
lineal so : L3(Q2) — L2(2) es continua. Demostracién: (Los productos internos y las normas

son tomados en L?).
Siv € L#(Q), entonces para todo ¢ € C§°(12) se tiene

n
IXp
| < Av,p] F|Y = < Dy, Dig > | < nlffol[ Il 2,
i=1

lo que significa que Av € (L7 ()" = L2, () y que ||Av|[ 2 < n[[v]|,2, v € LT.
Ahora, nuevamente, se elige G = A5, donde S : L? | () — L7 1(Q) y

A: L%O(Q) — L%O(Q) son isomorfismos. Ahora se define la aplicacién lineal
s : L3(Q) — L2(Q) via sov = v + G(Av), Vv € L2(2). Entonces se tiene

[Is0vll2 < [ollzz + [IG(Aw)lILz < [ullzz + nllGl[[[vllz = (1 + nl|Gl)[v]] 2. v € LT ().

Luego sp es una aplicacién lineal, continua. Ahora, se pone w = G(Av), esto es, w €
L%O(Q) y w = spv — v; entonces Aw = A(sgv) — Av = —Av, 6 —Aw = Av, w € LiO(Q).

Conclusion: si u = sqv, y por tanto u € L?(£), tendremos v = v +w'y
—Au=-Av—-—Aw=0u—v=we€E L%}O(Q). Luego, u es solucion del problema (4.2.2).
Unicidad de la solucion: sea u; tal que —Au; = 0, u3 — v € LiO(Q). Entonces tendremos
“Alu—u1)=0,yu—u; =(u—v)— (ug —v) € L%}O(Q). Ahora aplicamos el teorema 6.2.,
con f = 0; entonces u — u; = GO = 0; luego u = uy. O

De esta manera, por los teoremas 4.3 y 4.4. se tiene, finalmente, el
Corolario 4.1. (El problema de Dirichlet). Sea 2 C R™ un conjunto abierto, limitado. Si
f € L%,(Q)yv e L3(Q), entonces el problema

—Au=f en ()
u—v € L%’O(Q)

tiene una vinica solucion v = S(f,v), donde la aplicacion
S L2() x L3(Q) — L2(), (f,v) — u es lineal y continua.

5. La Desigualdad de Garding y el Problema de Dirichlet. El método de los espacios
de Hilbert en el estudio de la EDP hace uso de argumentos del anélisis funcional, mas concreta-
mente de los espacios vectoriales topoldgicos, y de la teoria de distribuciones. Asi por ejemplo
se usan ideas basicas de los espacios localmente convexos, dualidad en espacios de funciones,
espacios tonelados, espacios de Frechet, espacios LF, aplicaciones bilineales. Toda esta ma-
quinaria matemadtica, y otras, se remontan a los afios 1930’s en donde el trabajo pionero de
S.Banach, y de su Escuela, fue fundamental, como también lo fueron los aportes de Fredholm,
Hilbert y F.Riesz sobre las ecuaciones integrales; surge el desarrollo de la teoria de operadores



340 Ortiz F-- Selecciones Matematicas. 2024; Vol.11(2):326-356

en espacios de Hilbert; en esta ruta se tienen los trabajos de K.O Friedrichs y de H.-Weyl. En
los afios 1940’s la influencia de I.M. Gelfand y de M.I.Visik permiti6é formular el problema de
Dirichlet para operadores lineales elipticos uniformes no-auto adjuntos. Tales contribuciones
fueron mejoradas por L. Garding (“Problema de Dirichlet para ecuaciones diferenciales parcia-
les lineales elipticas”, 1953), F. Browder (““ El problema de Dirichlet para ecuaciones elipticas
lineales de orden par arbitrarios con coeficientes variables”, 1952); K. O. Friedrichs (“ Sobre
la diferenciabilidad de las soluciones de ecuaciones diferenciales elipticas lineales”, 1953); P.
Lax - A. Milgram (“Ecuaciones Parabdlicas”, 1954); L. Garding (“ Problemas a los limites en
teoria de distribuciones”, 1955). En esta ruta, ver [2], Garding hizo un uso explicito del anélisis
de Fourier en el estudio de las EDP en donde se establecié que la transformada de Fourier es
una aplicacion unitaria de L2(R"™) en L?(R").

Asi mismo, se establecié que la transformada de Fourier conduce al operador diferencial
D?, al operador multiplicacién por (i)l*l¢*. Y de esta forma los espacios de Sobolev L2, (=
H™) tomaron la forma, [2],

Ly (R") = {f € L*(R") /¢ f € L*(R"); Va, |a| < m},

y se tiene la equivalencia de las normas: || f||2, siy solo si Z|a|<m €2 ] 12,.
L2 (R™) es un espacio de Hilbert con el producto interno

Debe mencionarse que el problema de Dirichlet es uno de los fundamentales problemas
de valor de contorno y que surgid en la fisica tedrica en el campo de la electrostética, en la
conduccion del calor y en la teoria de la elasticidad. Ya hemos mencionado que surgieron varias
rutas para resolver tal problema. Su evolucién es una fascinante historia que motiva el estudio de
las EDP’s en general. Ver [2], [8] y [21]. Al respecto estamos viendo el método de los espacios
de Hilbert y con los argumentos dados anteriormente surgié otro argumento para resolver el
problema de Dirichlet: la desigualdad de Garding , introducida por Lars Garding en su trabajo
ya mencionado de 1953. Veamos algunas ideas al respecto, [10]. Sea P un operador diferencial
parcial, lineal, de segundo orden definido en un abierto, limitado, {2 C R", uniformemente
eliptico

- 0? - 9
i,7=1 7=1
donde a;; € C?(Q) N CY(Q), a; € CLHQ) N CO(Q),a € C(Q).
P es uniformemente eliptico si existe una constante C' > 0 tal que para todo z € € se tenga

n

S ay(@)&& > CJ[¢]1%, para todo € € R™.
ij=1

Ejemplo 5.1. El operador Laplaciano A es uniformemente eliptico.
Si P es un operador eliptico [szzl a;j(x)&& # 0, para todo £ # 0, & € R"], con

aij € C*(Q) y aj € C'(2), entonces existe un operador P*, llamado el adjunto de P, que

también es eliptico. De un modo general, si Z\al <k @a(2)D, cona € Clol (), es un operador
diferencial, su adjunto es definido siendo el operador P*u = 3,/ (=1)l*ID*(aq (z)u), con
u € Ck(Q).

Ademads, se tiene < Pf,g >=< f, P*g >. Si P es uniformemente eliptico, entonces P*
también lo es.

Dados u y f en L} (), se dice que u es una solucién débil de Pu = f, si para todo
© € 2(Q) se tiene < u, P*p >=< f,p >;estoes, si < u, P*¢ >=< Pu,p >. Se observa
que esta nocién amplia la idea de derivada generalizada.

Desigualdad de Garding. Para todo ¢ € 2(2), existen unas constantes positivas c; y ¢
tal que se tiene

<@, P >> allellrz — callell 2

i « n 2 n
5.1. Problema de Dirichlet. “Sea (5.1) P = —3_"._, aij(x)#&cj + D 51 aj(:z:)% +
a(z) un operador diferencial parcial de segundo orden, definido en un abierto limitado 2 C R"
uniformemente eliptico, donde a;j(z) € C*(Q) N CL(Q), aj(z) € CHQ) N CYQ), a(x) €
c(Q).
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Sea f € L?(f). Entonces, existe \g € R tal que para todo A\ > ), existe un winico
u € L3 ((Q) tal que Pu+ Au = f.

Se observa que u es solucién en el sentido de las distribuciones, es decir,
< u, P*o+ \p >=< f, ¢ >, paratodo p € Z(Q), y que la condicién de contorno para u esta
dada implicitamente en u € L%?O(Q) ya que v = 0 en 0f). Demostracion: Paratodo ¢y 1 en
2(Q) se tiene

5'2
< Pp,p > = _]Z1< i D D 0, w>+2<a]a Y >+ < ap, Y >=
& dy 8@13 o
‘Z<8x Sy > Z< i
2,j=1 i,7=1
+Z<a(3 V> + <ap,>. (5.2)
jl ]a I 90 .

Ahora se define la funcional E(p, 1)) siendo igual a (5.2). Aplicando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz se tiene |E(p, ¥)| < bl|¢||z2[|v|] 2.

Poniendo Ex(p, 1) = E(p,1) + A < @, > se obtiene |Ex(, )| < ¥][el|a [l 2.
Ahora, para todo u € 2(9Q) se tiene E(u,u) =< Pu,u >=< u, P*u > (desigualdad de
Garding) > CIHUH% — c2|ul|3 .. Entonces, si A\g = ¢y, para todo A > X se tiene E(u,u) >
cHuHi% + (A= Xo)|[ull3, > C1HUH%%- Luego, por extension continua, si u € L7 5(1) se tiene
que E)(u,u) > cl|]u\|i%. Abhora, por el teorema de Lax - Milgram, diremos que F) es una
forma bilineal sobre el espacio de Hilbert H = L%’O(Q), que satisface a la citada desigualdad
coercitiva. Ahora se considera al dual de L%}O(Q); para ello se considera a la funcional F) :
L3 4(Q) = C,v = Fy(v) =< f,v >, donde f € L*(Q2), y por tanto Fy € [L3 ((Q)]' (dual).

Luego, por el teorema de Lax -Milgram, existe un y solo un u € L%’O(Q) tal que para todo
NS L%’O(Q) se tiene Fy(v) = Ex(u,v) 6 < f,v >= E)(u,v).

En particular, si ¢ € Z(£)) entonces se tiene

< fip>=Ex(u,9) = E(u,0) + A < u,p >=< Pu,p >+ <u,p >=<u, (P*+ N)p >
lo que implica u = (P + \) 71 f, esto es, u es solucién de Pu + \u = f. O

6. El Problema de Neumann. Otro fundamental problema de valor de contorno es el
problema de Neumann del que damos una breve presentacion. Veamos algunas consideraciones
generales.

Sea 2 C R™ un dominio regular con contorno 02 también regular y sea H = (hq, ..., hy,)
una funcién vectorial en C1(Q). Siz € Q, ¢ € 0Ny divH(z) = Y I, g’;j (x), entonces se
tiene

/ divHdx = / < Ny, H(q) > do(q), (6.1)
Q o0

donde N, es el vector unitario normal exterior a €2 en ¢, do es la medida de superficie en 02
y <, > es el usual producto interno en R".

Este resultado es el teorema de la divergencia, el cual es muy util en las EDP. CoE su
ayuda se obtienen las identidades de Green(ver [8]. En efecto, sean v € C'(2) N C°(Q) y
v € C%(Q) N C(Q); entonces se tiene

ulAv+ < Vu, Vo >= ", 8%], ( Uy ) Luego,
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/QuAvda:—i-/m<Vu,Vv>dx = /Z(‘)xz< 8xz>dx

= (teorema de la divergencia)

= AQ ;axlnlda

ov
= uawdg,

donde N = (ny, ..., ny,) es un vector unitario normal a 9.
Conclusion:

Jo(uAv+ < Vu, Vv >)dz = [, ufLdo. ... Primera Identidad de Green.
Problema de Neumann. “Dado f € C%(92), hallar u € C%(Q) tal que:

Au =0 en (2
g—}\‘, = f sobre 0f2.

Observacién: si la condicién de contorno fuera 2 N ~ = 0 sobre 992, entonces u es constan-

te en §2; pero u € C°(Q), luego u es constante en 2. Entonces las soluciones del problema
de Neumann difieren en una constante, esto es, la solucion es inica a menos de una funcion
constante arbitraria. Sea ahora el problema de Neumann (homogéneo)

ou
—AU—FU—fenQ,aW

Por la identidad de Green se sabe que se tiene

— () sobre 92, donde f € L*(Q). (6.2)

/Vu.Vvdm+ / uvdr = / fodz, v € L3(Q). (6.3)
Q Q Q

Una solucién débil de (6.2) es una funcién u € L%(Q) que satisface (6.3) para todo v €
Li(9).
La idea ahora es poner a(u,v) = [, VuVudz + [, uvdz y se tiene a(u,u) = HuH%2 Se
1

tiene que a( , ) es una forma simetrica y continua; luego, por el teorema de Lax - Milgram el
problema (6.2) tiene solucién dnica y minimiza a la funcional

J(v) = % (/Q Vu.Vodx +/Qv2daz> - /vad:z, v € L3(Q).

Bien, si u es una solucion débil de (6. 2) y u € L3(9), usando Green se obtiene para todo
ve Li(Q): [o— Au vdx + [ uvdr + faﬂ Frwdo = [, fudz.

Siv e 20 fm vdo = 0, luego, en el sentido de las distribuciones, —Au + v = f;
pero Z(Q) es denso en L?(Q), luego esta ecuacion es satisfecha en L?(£2). Por otro lado,
f 50 3 3“ .wdo = 0, de donde por la naturaleza de v, se tiene g}\‘, = 0en L2(09).

Conclusu’m: si u € L3(£2), entonces u es una solucion clésica de (6.2). U

7. Teorema Espectral para el Laplaciano. El objetivo de esta Seccion es presentar el
problema de los valores propios para el operador Laplaciano A sobre conjuntos acotados de
R™. Para ello demos algunos argumentos del andlisis funcional. Veamos. Sea H un espacio
de Hilbert y A : H — H un operador lineal. A es llamado finito-dimensional si su rango
R(A) esta contenido en un espacio de dimension finita, esto es, si dimR(A) = k < oo; k es
Ilamado la dimensién del operador A. Un operador lineal A es llamado compacto si él puede
ser aproximado uniformemente por una sucesién de operadores finito - dimensional, esto es,
si existe una sucesioén {4, }, con dimR(A,) < oo, tal que lim,,_,~ ||A — A,|| = 0. Algunas
consecuencias de esta definicién son: todo operador finito-dimensional es compacto; si A y
B son operadores compactos, entonces oA + 3B es compacto; si {A,} es una sucesién de
operadores compactos tal que A,, — A uniformemente ,entonces A es compacto, o'y [ son
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escalares; si A es compacto y B es un operador limitado, entonces AB y BA son operadores
compactos; A es compacto siy solo si A* es compacto, A* adjunto de A. (F.Riesz) si k es una
funcién continua definida sobre un conjunto compacto £ x E C R™ x R", entonces para toda

funcién f € L?(E) el operador integral (Af)(x) = [}, k(z,y) f(y)dy es un operador compacto.

El operador A : H — H es llamado simétrico si A es lineal y si
< Au,v >=< u, Av > para todo z, y en el dominio de A. A es llamado hermitiano si A es
un operador continuo y simétrico. Ahora nos dirigimos al teorema de Rellich; para ello veamos
algunas ideas. Sea A : H — H un operador, con o(A) se denota al conjunto de todos los
valores propios de A, conjunto que es llamado el espectro puntual de A. Algunos resultados
son:

(i) Sea A : H — H un operador compacto . Si A # 0 es un valor propio de A, entonces el
nicleo de A — A\I, N(A — AI), donde I es el operador identidad, es un subespacio de
dimension infinita.

(ii) Sea A : H — H un operador compacto, entonces o(A) es a lo mas un conjunto enu-
merable.

(iii) Si A : H — H es un operador simétrico y si v y v son vectores propios de A corres-
pondientes a valores propios diferentes, entonces < u,v >= 0.

(iv) Sea A un operador lineal, autoadjunto (A* = A) y continuo sobre un espacio de Hilbert
H; entonces se tiene ||Al| = supjjy=1 | < Az, 2 > |.

(v) Si A: H — H esun operador autoadjunto, compacto, A # 0, entonces existe A\ € o(A)
tal que ||A|| = |A|

(vi) (Teorema Espectral). Sea A : H — H un operador autoadjunto, compacto, con espectro
puntual o(A) = {A1, A2, ...} infinito. Para todo nimero real n, sea P, la proyeccion de
H sobre H, = N(A — \,I); entonces se tiene:

(a) H=H ®&Hy®...

(b) x =3, P,x,paratodo z € H.

() Az = 7" Ay Py, paratodo z € H.
(d) limy, 00 Ay, = 0.

(vii) (Teorema Espectral). Sea H un espacio de Hilbert separable, de dimension finita y
A : H — H un operador autoadjunto, compacto y biunivoco. Entonces existe una
sucesion de nimeros reales {\,, } y una sucesion de vectores (e, ) en H tales que:

@) [|All = M| > A2l = ..os A — 0.
(b) Ae,, = \,en.
(c) (en), n € N, es un conjunto ortonormal completo en H.
Teorema 7.1 (Teorema de Rellich). Sea 2 C R™ un conjunto abierto y limitado. Entonces

la inyeccion natural i : L%’O(Q) — L?(Q) es un operador compacto.

Bien, ahora nos dirigimos a nuestro objetivo: el teorema espectral para el Laplaciano A.
Remarcamos que el objetivo es estudiar el problema de los valores propios para el operador
Laplaciano A sobre conjuntos acotados de R™. Para ello se utiliza los teoremas espectrales,
(vi) y (vii), para operadores compactos y autoadjuntos definidos sobre espacios de Hilbert de
dimension infinita. La idea es: asociar a I — A un dominio en donde se pueda considerar a

(I — A)~! como un operador autoadjunto y compacto sobre L?(f2), donde 2 C R™ es un
conjunto abierto. Veamos, se pone

D(A) ={u € L} (Q)/Au € L*(Q)}. (7.1)

Se tiene que D(A) es denso L*(Q2), pues C3°(Q) € D(A) C L7 4(2) € L*(9). Sea ahora
el operador A : L?(Q) — L*(9), donde

Au = u — Au. (7.2)
Objetivo: Probar que A es un operador autoadjunto sobre

H=L*(Q). (7.3)
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Para ello, por el teorema: “sea A : H — H un operador lineal, con dominio D(A) denso
en el espacio de Hilbert H. Si A es simétrico de D(A) sobre H, entonces A es un operador
autoadjunto”, serd suficiente probar que A es simétrico y que A[D(A)] = L?(2). Para ello nos

es util el siguiente resultado: “Sea £ C R™ un conjunto abierto y € > 0: si f € (L?)71(Q), el
problema de Dirichlet, modificado para el operador Laplaciano,

{eu— Au=f en2'(Q)

ue L3 (Q), (74)

tiene una tinica solucién u. = G, f, donde la aplicacién G, : (L2)~1(Q2) — (L?)~1(Q), f — u.,
es un isomorfismo”.
Demostracion: de (7.3). Veamos que A aplica D(A) sobre L?(2). En (7.4) tomemos € =

1y f € L%*(Q); entonces se tiene que exste u € D(A) tal que Au = f. En efecto, dado
f e L*(Q), por (7.4) existe uy = u € L] ((Q) tal que G1f = uy —Au+u = f. Ademds,
ue L7y() C L*(Q)y f e L*(Q) implican que Au € L?(Q). Luego u € D(A). También se
tiene que Au = —Au+u = f.

Veamos ahora que A es simétrico! en efecto, siu € D(A) y ¢ € C5°(Q) se tiene

n
< Au, o >=((72)) =< u, o >+ < ZDiu, Dip >=<u, ¢ >p2,

i=1
donde <, >=<, > 2. Por otro lado, siendo C§°({2) denso en LiO(Q) se tiene que
< Au,v >=<wu,v >z, paratodou € D(A), v € L%O(Q) (7.5)

Luego, < Au,v >=< u,v >p2=< Av,u >=< u, Av >, Vu y v en D(A). (Se recuerda
que D(A) C L%O(Q)). Luego A es un operador simétrico y asi A es un operador autoadjunto,
como se desea. O

Ademis se observa que [[u||7, =(7.5)=< Au,u >< |[Aul[||ul[ L2, Yu € D(A).
1

De esta manera |[uf|2 < |[Aul|. Luego, |[u|z2 < ||A_1Au|\L% < |[Aul|L2,
Vu € D(A), lo que prueba que A es un operador invertible, con inversa

B=A"1:L*() — L} ,(2), donde B es un operador continuo, ya que
1A= Aul| gz = |lull gz < || Aull.

Definicion 7.1. El operador A : L?(Q) — L?(S), precisado por (7.1)y (7.2), se llama la
realizacion autoadjunta de I — A a L*(Q).

Ahora veremos los valores propios para el operador Laplaciano; para ello usaremos el teo-
rema espectral (vii) y el teorema de Rellich.

Teorema 7.2. Sea () C R™ un conjunto abierto, acotado. Entonces existe una sucesion de
niimeros reales {ca, }, n € N, y una sucesion de funciones {Wy,}, n € Nen L%yO(Q) tal que

(i) 0<a; <ag < ... <ay<..— o0
(ii) =AW, = amyWis
(iii) {Wmn}, m € N, es una sucesion ortonormal y completa en L*(S2).

Demostracion: Sea A : L*(2) — L*(2) un operador lineal definido via
D(A) = {u € L] o(Q)/Au € L*(Q) y Au = u — Au};

esto es, A es la realizacién autoadjunta de I — A a L?(12). Entonces
At = B: L*() — L3 ;(€2) es un operador continuo, luego
1A~ Aul| 3 = llull < [|Au]l.

Ahora se aplica el teorema de Rellich para obtener que By = iB : L*(Q) — L?(Q) es
un operador compacto tal que B} L' = B=1i~! = A es un operador autoadjunto, ya que como
antes:

By =[(B) " =B Yi=A%=Ai=B"'i=(iB)"' = B;".

Luego, B; es, también, un operador autoadjunto en LQ(Q).

Ahora se aplica el teorema espectral (vii) para afirmar que existen una sucesion de nimeros
reales {\;,} y una sucesion {W,,} en L%(Q) tal que
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(1) |)\1‘ > |)\2’ > ..>0con h’mmﬁo Am =0 (HBlH = |)\1|);

(iii) (W) es una sucesion ortonormal, completa, en L?(£2).

12(Q)

Figura 7.1: Teorema espectral para el Laplaciano.

Ahora se prueba que “ 0 < \,, < 1, m = 1,2,3,...”. En efecto, W,, € L?(Q) y desde
que A es inyectivoy B; = A1, By es inyectivo; luego W, € I,,(B;1) = D(A) (observemos
que By : L*(Q) — L*(Q) y que BiW,, = ApWy). Alin mds, se tiene que Wy, € L ((9).
En efecto, B1W,, = A\, W, implica (iB)W,, = A\, Wy, esto es, i(BW,,) = A\, Wy, luego
BW,, = A\p,W,,, donde BW,,, € L%}O(Q).

Por lo tanto también A\, '\, W,, € L%O(Q), esto es, W, € LiO(Q); ahora usamos (7.5)
para obtener < AW, Wi, >=< Wiy, Wi, > 2= [|[Wi,|[ 2.

Ahora se usa la desigualdad de Poincaré (n = 1; sea I = [a,b] C R un intervalo acotado;
entonces existe una constante positiva C' tal que |[ul|zr < Cl[u/|[» para todo u € L7 o (D),
1 < p < o0) se obtiene

n
Wl 22 = IWaall7 + > | DiWnl[72 > 1+ Co.
i=1

También se tiene que \,,, # 0. En efecto, B1W,,, = A, W, implica i(BW,,,) = A\, Wy, 6
BW,, = ApWa; luego, si A, = 0, BW,, = 0y siendo B inyectivo, se tendria W,, = 0 una
contradiccion. Entonces

AW,y = N\ W, 9.6)

Se tiene (9.6) pues, AW,,, = A\ LA\, W, = A LABW,,, = A\~"'W,,. De esta manera se
tiene < AWy, Wy, >=< A\ 1 W, >= AL

En conclusion se tiene: A\t =< AW, W, >= IWllgz = 14 Co > 1y de esta manera
se ha probado que 0 < \,, < 1.

Ahora pasamos a ver la tesis del teorema 9.2. Veamos (i): la sucesion {«a;, } es obtenida
poniendo «,, = )\;11 — 1; asi oy, > Cp; entonces oy, + 1 = ﬁ lo que implica 0 < a3 <
ag < ... < ay < ... — 0o, Veamos (ii): en efecto, por (9.6) se tiene —AW,,, = AW,,, — W,,, =
)\;Ll W — W = (ﬁ — 1) Wi = am Wi, Finalmente se observa que ya se tiene (iii). O

8. Una Vision de la Teoria General de los Operadores Diferenciales Parciales.

(i) Laidea es: “caracterizar los conjuntos de operadores diferenciales parciales los cuales
gozan de ciertas propiedades”. Estas propiedades son, cldsicamente, existencia de so-
luciones de ecuaciones homogéneas y no-homogéneas, regularidad de las soluciones,
existencia y unicidad de problemas como de Cauchy y Dirichlet.

En la teoria clasica se trata con clases de operadores, como por ejemplo los operadores
elipticos y se trata de encontrar tales propiedades; y asi con otras clases de operadores
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(parabdlicos e hiperbdlicos ...). Pero desde el punto de vista de la teoria general se debe
abandonar cualquier limitacion sobre el orden del operador o del nimero de variables.

Por ejemplo, el hecho de que todas las soluciones globales de una ecuacién homogénea
sean funciones analiticas es equivalente a la propiedad que el operador tenga carac-
teristicas no reales, lo que significa que la parte principal del polinomio asociado se
anule solamente en el origen del espacio real. Otro ejemplo de la teoria general, debido
a Garding, nos dice que un operador diferencial parcial lineal, con coeficientes constan-
tes, tiene la propiedad de existencia y unicidad de la solucién del problema de Cauchy
si'y solo si es hiperbdlica.

Por otro lado, debe reconocerse el impacto que tuvo la teoria de distribuciones de
L.Schwartz, introducida en los afios 1940’s, para que se elabora tal teoria general. En
efecto, el impacto de esta teoria sobre la teoria de ecuaciones diferenciales parciale li-
neales fue muy significativa y fundamental, junto con el avance del andlisis funcional.
Segtin F. Treves, [22], la teoria de distribuciones fue una revolucién en el campo del
andlisis y sobre todo en las EDP pues en los afios 50’s surgieron trabajos fundamenta-
les como fueron las contribuciones de B. Malgrange, L. Ehrenpreis, L. Hormander, L.
Garding, .... Treves describe diferentes ventajas de las distribuciones, de los espacios
vectoriales topoldgicos, en particular de los espacios localmente convexos.

En 1949 J. Dieudonné - L.Schwartz publicaron el articulo “La dualité dans les espaces
(F) et (LF)”, que es considerado un trabajo pionero en los resultados que se publicarian
aflos después.

Bien, el problema que se deseaba resolver era: dada la ecuacién
Pu = f, (8.1)

una EDP lineal con coeficientes constantes, donde f es una funcion dada arbitraria
de valor - complejo, que estd en C*°(2) siendo €2 un conjunto abierto en R"™. Se desea
saber si existe una solucién v de (8.1) y si ella es infinitamente diferenciable en C*°(12).

Malgrange dio un teorema que da una condicién necesaria y suficiente con algunas
condiciones sobre el abierto €2 y sobre el operador diferencial P, asegurando que

dado cualquier f € C*°(Q) existe u € C*°(QQ) que satisface (8.1). Ver [22]. Vea-

o . .
mos brevemente este teorema. Sea P = )¢, (8%) un operador diferencial, donde

a = (a1, ...,0p) (a; entero no-negativo) las sumas son finitas, ¢, son nimeros com-
«aq
. e _ (o 8 \on
plCJOS y (%) - <8x1> (8xn) :
Un conjunto abierto {2 en R es llamado P - convexo si ) es convexo cualquiera que

sea P(D), donde P(D) es un polinomio diferencial. Ver [23], pag. 185, sobre P-
convexidad.

Recordemos que en un espacio vectorial un conjunto C' es llamado convexo si dados
dos puntos cualquiera en C, entonces el segmento que los une estd también en C. Por
otro lado, todo operador diferencial parcial lineal con coeficientes constantes se llama
un “polinomio diferencial”’. Se observa que el operador P define una aplicacion lineal
de C* en si mismo. De esta manera el problema (8.1) se traduce a la afirmacién: la
aplicacion lineal P : C*°(Q2) — C*°(Q) es sobre, esto es, que se tiene PC>® () =
C*°(Q). En este contexto Malgrange en 1954 probd la caracterizacion:

Teorema 8.1. PC>° () = C>°(Q2) siy solo si 2 es P - convexo.

Para la prueba de este teorema ver [22]. Un lector interesado en mayores detalles puede
consultar [24] y [23]. Un trabajo pionero en esta direccion es el articulo de Malgrange
[25] en donde se hace fuerte uso de la teoria de distribuciones.

La Tesis de L.Hormander. [26]. La teoria general de los operadores diferenciales par-
ciales fue iniciada por Lars Hormander en 1955 en su fundamental tesis de Doctorado
iniciando una nueva y original ruta en el tratamiento de las EDP; a partir de entonces
surgieron investigaciones donde se continuaron las investigaciones de Hérmander, in-
cluyéndose él mismo. Su trabajo fue una frontera entre la teoria cldsica y la moderna, la
teoria general, en donde se aplicé muchas ideas del andlisis funcional, de los espacios
de Hilbert, de los espacios de funciones, como los de Sobolev y naturalmente se uso la
teoria de distribuciones. Ver el libro de Maurin, [27], capitulo XX, donde se expone en
forma breve algunos aspectos de la teoria de Hormander; ademas, presenta los métodos
de los espacios de Hilbert en diferentes partes del analisis moderno y en particular en
las EDP asi como los métodos de estos espacios en el anélisis complejo.
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La tesis de Hérmander, “Sobre la Teoria General de los Operadores Diferenciales Par-
ciales”, consta de 4 capitulos:

I. Operadores diferenciales desde un punto de vista abstracto.
II. Operadores diferenciables minimales con coeficientes constantes.
III. Operadores diferenciables maximales con coeficientes constantes.
IV. Operadores diferenciables con coeficientes variables.

Al inicio hay un Prefacio y al final las referencias. En el Prefacio se comunica que en
la teoria de las EDP siempre se ha concentrado en el estudio de las ecuaciones elipticas
y las hiperbdlicas, asi como en los problemas de Dirichlet y de Cauchy en forma sa-
tisfactoria; pero remarca que Petrowsky en 1946 escribi6 en forma general ecuaciones
diferenciales; asi mismo destaca que Malgrange en 1953 prueba que cualquier ecua-
cién diferencial con coeficientes constantes tiene un solucién fundamental; aparte de
estas contribuciones no hubieron investigaciones sobre las propiedades generales de
los operadores diferenciales y Hormander dice que el objetivo de su trabajo es estudiar
las EDP bajo este contexto general, afirmando que este punto de vista general capaz
ilumine la teoria de las ecuaciones elipticas e hiperbdlicas.

Menciona que la teoria moderna de las EDP hace uso dela teoria abstracta de la teoria
de operadores en espacios de Hilbert. En el capitulo I, Hérmander introduce los ope-
radores diferenciales desde un punto de vista abstracto usando fuertemente el anélisis
funcional, los espacios de Banach, la teoria de operadores. Después de una introduc-
cion, da definiciones y resultados de la teoria abstracta de operadores; luego define los
operadores diferenciales; define al operador diferencial P y en base a este operador
define al operador P, llamado el operador minimal y también en base a P define al
operador maximal. Este capitulo termina estudiando el dado de Cauchy y el problema
de contorno.

El capitulo II est4 dedicado a estudiar los operadores minimales con coeficientes cons-
tantes (11 secciones) y el III dedicado a los operadores maximales (9 secciones). Il y
III son las partes mas elaboradas del “paper” y contienen los resultados novedosos en
el espiritu general de la teorfa. El capitulo IV es muy breve; trata sobre los operadores
diferenciales con coeficientes variables. Recalca que el teorema: “ una condicién nece-
saria y suficiente para que (D) sea mas débil que P(D) en un dominio acotado, es

que )
QO _

P(&)

para todo real ¢ donde C' es una constante y donde P(¢) = (3= [P (€)[2)2”, el cual,
nos dice, es el resultado central del capitulo II, puede ser establecido cuando los co-
eficientes del operador son variables si deseables restricciones son dadas. El capitulo
consta de una introduccién y de 2 secciones; en la primera se dan algunos preliminares,
() es ahora una variedad diferenciable. En la segunda seccidn se prueba el andlogo del
teorema mencionado arriba cuando los coeficiente del operador P son ahora variables;
se prueba también otro teorema en este contexto. Finalmente, las Referencias contienen
35 articulos sobre el tema.

(iii) El Libro de 1963. En este afio salié publicado el libro “Linear Partial Differential
Operators” en donde Hormander expone un estudio detallado de las EDP, segtin la
teoria general, de cuestiones relacionados a la existencia, unicidad y regularidad de las
soluciones de EDP lineales, asi como de problemas de valor de contorno.

El contenido del libro es desarrollado bajo el escenario del andlisis funcional y de la
teoria de distribuciones y consta de tres partes, Parte I: Analisis funcional , que tiene
dos capitulos: I, teoria de distribuciones y II, algunos espacios especiales de distribu-
ciones. La Parte II: Operadores diferenciales con coeficientes constantes, que tiene tres
capitulos: capitulo III: Existencia y aproximacion de soluciones de ecuaciones dife-
renciales; capitulo IV: Regularidad interior de soluciones de ecuaciones diferenciales y
capitulo V: El problema de Cauchy. Parte III: Operadores diferenciales con coeficientes
variables, que tiene cinco capitulos: capitulo VI: Ecuaciones diferenciales los cuales no
tiene solucion; capitulo VII: Operadores diferenciales de “strength” constante; capitu-
lo VIII: Operadores diferenciales con caracteristicas simples; capitulo IX: El problema
de Cauchy con coeficientes variables; y capitulo X: Problemas de contorno elipticos.
El libro contiene un apéndice donde se tratan algunos lemas algebraicos y termina con
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una amplia bibliografia. El libro es bastante técnico y requiere que el lector esté fami-
liarizado con el anélisis moderno hasta esa época, en particular con buena formacién
en andlisis funcional y en la teoria de distribuciones.

9. Breve Introduccion a la Teoria de Distribuciones: Algunos Requisitos Matematicos.
A fin de cumplir con el objetivo de brindar una ruta para que un lector pueda estudiar las
EDP desde un punto de vista general, en particular los trabajos de Hormander, vamos a dar
una breve introduccién a la teoria de distribuciones y de algunos espacios de distribuciones,
todo relacionado con los operadores diferenciales parciales. El escenario es R”, donde n es
un entero positivo; a = (a1, ..., o, ) es un vector de enteros no - negativos; |a| = aj + ... +
on,x = (x1,...,2n) € R". Un polinomio P es definido via P(z) = >_, <, @a2("...23",
donde a,, son funciones de n variables, m es un entero > 0. El grado de P es m si existe « con

la| = myas #0.Si1<j<nyues una funcién de n variables, se pone D/u = —ig—;,; y
D = (Dy,..,Dy). Sea ahora P un polinomio; entonces un operador diferencial parcial P(D)
es definido via

P(D)u(e) = 37 auDf o Dfru(e) = 37 (+i) e gy

|a| <m la|<m

Si los coeficientes a, son constantes, P(D) es un operador con coeficientes constantes; si
fueran variables, P(D) es de coeficientes variables. Ahora, se dice que una ecuagion diferencial
parcial es una igualdad de la forma P(D)u = f, donde f es una funcién dada y u es una funcién
a determinar.

9.1. Breve Introduccion a la Teoria de Distribuciones. Veamos una motivacioén. Sea u
y ¢ dos funciones diferenciables sobre el abierto {2 € R", ¢ tiene soporte compacto (se anula
fuera de un conjunto compacto), entonces se tiene integrando por partes:

/QDju(J:)go(:p)daz:—i/g)g;jgo(x)dx:i/u( )aa;d /Qu(:c)ngo(x)dx.

De esta manera, de un modo general, para un polinomio diferencial P(D) se tiene

/P(D)u(x)cp(:c)d:v:/u(x)P(—D)«p(:c)d:n.
Q

Q

Esta relacion motiva que la ecuacién P(D)u = f se escriba en la forma

/Qu( x)P(—D d:c—/f dx , para toda tal .

Cuando u satisface esta relacion, se dice que u es una solucion débil de la ecuacion.

Observemos que se podria pensar que « actia como una funcional lineal sobre las funciones
¢y como se asumid que ¢ tiene soporte compacto, se podria definir P(D) u sobre un espacio
localmente compacto.

En este contexto, sea & un nimero natural (# 0 ) y consideremos los espacios: C*(Q) =
{¢ : Q@ — C (complejos) /|a| < k implica que D%u existe y es continua };

728(Q) = Ck(Q) = {pe C*()/ sopp ¢ es compacto } 5 (sopp = soporte );

= 7" @);0>(Q) = C* Q)
k k

Definicion 9.1. (terminologia segiin Hérmander; [1], pag. 4). Una distribucion u en ) es
una forma lineal sobre () = C§° tal que sobre todo compacto K C € existen constantes
C > 0y enteros no-negativos m tal que

lu(p)] <C > sup D

|| <k

0 € C(K) = 2(Q). 9.1)

EL conjunto de todas las distribuciones en ) es denotado con 2'(Q). Ademds, el orden de u es
definido siendo el infimo my tal que para todo K se tiene (9.1) para algiin m < my.
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También se tiene el espacio L (Q) = {u:Q — C/ u|, € LP(K), para todo compacto

loc

K C Q}. Siguiendo con [1], siu € L}, .(Q) y « es arbitrario, una distribucién de orden < |«

es definida por la forma lineal ¢ € C°(Q) — [uD“pdz. Por otro lado, si x es una medida
sobre €2, entonces se define du € 2'(2) siendo dy(p) = [ ¢dy, donde el orden de dy es cero.

Nota 9.1. Hormander observa que la notacion 2'(Y) es porque L.Schwartz denota con
2(Q) al espacio C°(Q2) provisto con una topologia la cual hace a 2'(Y) su espacio dual.

Se tiene la siguiente caracterizacion.

Teorema 9.1. Una forma lineal u sobre C§°(2) es una distribucion si 'y solo si u (¢;) — 0,
J — 00, para toda sucesion ¢; € C3° (2) tal que:

(i) D%p; — 0 uniformemente cuando j — oo, para todo «;
(ii) existe un subconjunto compacto de ) conteniendo los soportes de todas las p;.

Una sucesion que satisface (i) y (ii) se dice que converge a cero en C3°(€2).

Teorema 9.2. Sean w1 y us dos distribuciones en ) tal que todo punto en ) tiene una
vecindad donde w1 = uso; entonces w1 = ug en €.

Para la demostracion de estos teoremas ver Hormander [1].

Definicion 9.2 (Soporte de una Distribucion). Si u € Z'(2), el soporte de u es definido
siendo el conjunto de los puntos en € en el cual no hay vecindad alguna donde v = 0. El
soporte de u es denotado con sopp u. Se observa que u = 0 en el complemento de sopp u en 2.
En otras palabras se tiene: u(p) = 0 si se tiene ¢ € C3°(2) y sopp u N soppp = & (conjunto
vacio). De esta manera el complemento del sopp u es el mayor subconjunto abierto de €}
donde u = 0. También es importante en esta ruta lo siguiente: “si u € 2'()), por definicion
el soporte singular de u es el conjunto de puntos en 2 que no tienen vecindad alguna donde
u e C®(Q).

Notacion. soppsing u denota al soporte singular de .

9.2. Diferenciacion de Distribuciones. Veamos, a manera de motivacién, que si u €
C($2) entonces integrando por partes se tiene [ (D*u)pdr = — [uDFpdz, donde ¢ € C5o(92).
Observemos que esta es la derivada débil de u. Entonces, si u( ), por definicién

/ (D*u) (¢)dx = (—1) /u (D"¢) dz. Se observa que D*u € 7'(1).

En general se tiene: si u € 2/(2) entonces (D%u(p) = (—1)I*lu (D), p € C3°(Q).
En la notacién de Schwartz dirfamos: si u es una distribucion, su derivada aaTuk es la funcio-
nal lineal continua sobre C§°(£2) definida por la relacion

o _ o
() == ()

Se observa que toda distribucion es infinitamente diferenciable, propiedad que es destacable
en la teoria de operadores diferenciables parciales. Asi mismo, toda funcion en el sentido de las
distribuciones, es diferenciable. La funcion de Heaviside H(z) = 1,siz > 0; = 0 si z < 0, no
es diferenciable (en el origen), sin embargo como distribucién si lo es ( H' = 4, delta de Dirac).
En su concepcidn fisica ¢ es una medida donde ¢’ es una distribucién que no es una medida.
Esto motiva poner: { funciones } C { medidas } C { distribuciones }.

9.3. Multiplicaciéon de una Distribucion con una Funcién. [notacién de Hérmander]
Por definicion, si u € 2'() y a € C*(R), el producto de u con a es dado por: (au)(p) =
u(ayp), ¢ € C§°(Q). au es una distribucion y si u fuera una funcion, esta definicién coincide
con la multiplicacion puntual. Ademas, se tiene sopp (au) C sopp aN sopp u. Schwartz observé
que la asociatividad para distribuciones no puede definirse. Si vale la férmula de Leibniz para
la diferenciacion de un producto (au). Se tiene:

Lema 9.1. Sea P (&) un polinomio en las variables &1, . .., &,, con coeficientes complejos
y sea P(D) el operador diferencial obtenido reemplazando &; por D7. Sea v € 2'(Q) y a €
C*°(R2). Entonces se tiene

P(D)(au) = 3 % (D%a) (P (D)u) ol = onl.. a

Demostracion: [1]. Por tal reemplazo se tiene una correspondencia 1-1 entre los polinomios y

los operadores con coeficientes constantes: P(D)e**<), donde
(x,&) = x1& + ... + x,&, con exponentes complejos ;.
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Se sabe que D*(au) = (Dka) u+a (Dku), de donde se obtiene (repitiendo el uso de
esta igualdad) P(D)(au) =), (D%a) Qa(D)u, donde @ son operadores diferenciales, lo que

es determinado tomando a(x) = /¥ y u siendo la funcién u(z) = e**" y asf se obtiene
P(£+n). (Cémo es Qq(n)?

Si se escribe P(®) (1) = 8;1‘?'% = il“lD>P(n), y via la férmula de Taylor, se obtiene
o

que Q. = éP(a) (n), y se tiene la tesis. O
Teorema 9.3. Si u y f estdn en C%) y Diu = f en el sentido de las distribuciones,
entonces D’u = f se tiene en el sentido cldsico. Demostracion: Ver [1], pag. 10.

9.4. Distribuciones con Soporte Compacto.. Sea u € 2’()) con soporte compacto con-
tenido en €). En este contexto se verifican los siguientes teoremas (para sus demostraciones, ver
[1], pags. 10 a 13).

Teorema 9.4. Sea K un subconjunto compacto de (Q tal que sopp u € K. Entonces la forma
lineal u puede ser extendida en un, y solo un, camino a una forma lineal @ sobre C*°(Q) tal
que u(yp) = 0 para todo ¢ € C*>(Q), el cual se anula en una vecindad de K.

Hormander estudia ahora las propiedades de u. Asi, sea K’ el soporte de la funcion ¢ (¢ € C5°(£2)
tal que ¢ = 1 en una vecindad de K), entonces se verifica que para algunas constantes C'y k
se tiene [u(p)| < C )2, <k SuPks [D¥p, p € C(Q).

Reciprocamente, supongamos que se tiene una forma lineal v sobre C*°(2) tal que para
algunas constantes C'y k, y algtin conjunto compacto L C {2 se tiene

lu(p)] < C Z sup |[D%p|, con ¢ € C*(9). 9.2)
|o|<k

Entonces, la restriccién de v a C§°(2) es una distribucion u con sopp compacto en L. Pero,
de (9.2) se sigue que v(p) = 0 si ¢ se anula en una vecindad de L, y luego se obtiene que
v = 1U.

De esta manera, quitando la distincidn entre u y u, se la probado el

Teorema 9.5. El conjunto de las distribuciones en §), con soporte compacto, es idéntico con
el espacio dual de C*°(2) con la topologia definida por las semi-normas ¢ — Zla\<k supg |[D%p|

donde K contiene a todos los subconjuntos compactos de ) y k recorre todos los enteros > 0.

9.5. Interseccion con la Escuela Schwartz. Veamos, ligeramente, algunas definiciones.
Sea E un espacio vectorial (ev) sobre el cuerpo de los nimeros complejos asociado de la to-
pologia que hace continuas a las operaciones de adicién y de multiplicacién por un escalar
,entonces E es llamado un espacio vectorial topoldgico (evt).

Un subconjunto U de un ev E es llamado absorbente si para todo = € E, existe € > 0 tal
que Az € U para |A| < e. Un subconjunto U de un ev E es llamado equilibrado si \U C U para
|A| < 1. Sea FE un ev asociado de una topologia definida por una base de vecindades del origen
la que es una familia de conjuntos que son convexos, absorventes y equilibrados, entonces F,
se llama un espacio localmente convexo (elc).

Un espacio topoldgico E' es llamado metrizable si es posible definir en £ una métrica, la
cual define una topologia en E.

Definicion 9.3. Un evt que es elc, metrizable y completo es llamado un espacio de Fréchet
(eF).

C>°(Q) es un e.F. Ahora, sea £(Q2) el espacio F' = C°°(2) asociado de la topologia deter-
minada por las seminormas pg (@) = Z|a‘<m sup,cx |[D%p(z)|,/K compacto C (.

Se observa que una sucesion {p,}, en £(€2), converge a cero si y solo si para cada a, la
sucesion { D%} converge a cero uniformemente sobre cada compacto en 2.

El espacio dual de £(2) se denota con £'(£2). Se tiene que Z(2) es denso en £(L2).

Teorema 9.6. Sea u € £'(2), entonces se tiene que u|y g, es una distribucion con soporte
compacto, y cada cada distribucion con soporte compacto se obtiene univocamente por esta
ruta.

De esta manera se puede decir que £'(Q) C 2'(Q2) y se dice que £'(€2) es el espacio de las
distribuciones con soporte compacto.

9.6. Convoluciéon de Distribuciones. [1]. Recordemos que si u y ¢ son dos funciones
continuas y una de ellas tiene soporte compacto, entonces su convolucién es definida via

(ux ) (z) = / u(z — y)o(y)dy = / w(y)ele —y)dy = (¢ » u)(@).
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Esta igualdad sugiere la definicién (convolucién de una distribucién con una funcién con
soporte compacto): “siu € 2’ (R") y p € C§° (R™), entonces la convolucion u * ¢ es definida
via (u x ¢)(x) = u[e(x — y)], (x es fijo e y es variable ).

Algunas propiedades de la convolucion son, [1]:

(i) Siue 7' (R")y ¢ € Cg° (R™), entonces u * ¢ € C* (R™));
sopp (u * ) C sopp u+ sopp ¢. Ademas D (u * ¢) = (D) x p = u x (D%p).

(i) Sipy e estanen C§° (R™) y u € 2’ (R™), entonces se tiene
(ux ) b = u s (p* ).

(iii) (Regularizacion de una distribucién). Sea u € 2’ (R") y ¢ € D(2) con
sopp ¢ C {z/|z| <1},0 < p(z) <1y [ ¢ = 1. Se define ¢, € Z (R™) via
() = eingo (f), e > 0.Siy € Z(R") entonces se tiene

lm | (uxge) (2)¢(2)de = lmux pe(y) = u(@).

e—0 Rn

9.7. Convolucion de Dos Distribuciones. Una de las cuales tiene soporte compacto. Sean
u1 y ug dos distribuciones y supongamos que uy tiene soporte compacto; sea ¢ € % (R");
(sabemos que el soporte de la convolucion de una distribucién con una funcién en ¢ € 2 (R")
estd contenido en la suma de los soportes respectivos), entonces se tiene usx € 2 (R™); luego
la aplicacion lineal h : 2 (R™) — £ (R™) definida via h(p) = uy * (ug * @), la cual es lineal,
invariante por traslaciones y continua; luego por el

Teorema 9.7. sea la aplicacion lineal U : C§° (R") — C*° (R"™) la cual conmuta con
traslaciones y es continua en el sentido Up; — 0 en C*> (R") si
©; — 0 en Cg° (R™). Entonces existe una 'y solo una distribucion u tal que
Up=uxp, pecCi°(R").

se tiene que existe una unica distribucién u tal que

uy x (u2 * ) = ux g, p € Cg° (R"). 9.3)

Abhora, con el objetivo de tener la asociatividad del producto convolucién se da la ([1]):
Definicion 9.4. La convolucion de las distribuciones uy y us en 2' (R™), una de las cuales
tiene soporte compacto, es definida siendo la distribucion u que satisface (9.3), y es denotado
con
Ul * Ug.

Se tiene que u* § = u, donde u € 2’ (R™) y § es la delta de Dirac. También se verifica que
w1 * Uy = ug x uq, si una de las distribuciones tiene soporte compacto; ademas, sopp(uy * uz) C
sopp u1+ sopp ug. Otras propiedades de la convolucién son : D%u = (D%0) * u; de donde se
obtiene D (u; * u2) = (D%uq) * ug = uy * (D%ua).

9.8. La Transformada de Fourier de Distribuciones.. [1]. La transformada ee Fourier
es una idea matemaética de gran valor en el estudio del andlisis, tanto cldsico como en la teoria
de los operadores diferenciales parciales. Veamos.

Si f € L' (R™) su transformada de Fourier, f, es definida via f(¢) = [ e #®9 f(z)da,
donde (x,&) = 21§ + ... + xp&y; si f es integrable, la transformada inversa es f () =
(2m) ™ [ =) f(€)de.

En el estudio de la transformada de Fourier en la teoria de distribuciones es importante el
espacio S, un subconjunto de C*° y que contiene a C$°, y su espacio dual S’ es un subespacio
de 2' (R™) pero que contiene a £’ (R™). El espacio S es el apropiado para la transformada de
Fourier.

Definicién 9.5. S(R") = S = {p € C®(R") = E(R"))/ps.a(p) = sup, |22 Dp(z)| <
oo} para todos multi-indices o, (.

La topologia en S es determinada por las seminormas p, g. S (R™) es un espacio de Frechet.
Se observa que C§° (R") C S (R™). Se tiene el

Lema 9.2. la transformacion A : ¢ — ¢ aplica S en S.

La transformada de fourier tiene las siguientes propiedades:

(i) la aplicacién A es continua;

(i) (D*0)" (€) = £2¢(€), para todo o
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(iii) (z;9)" = ~D7g.
Se verifica, [1], que en S se tiene la férmula de la inversa de la transformada de Fourier y
en consecuencia la transformada A es un isomorfismo de S sobre S. Se tiene ¢ = (2m)"¢.

Teorema 9.8. ¢ y 1 estdn en S entonces se tiene [ ¢ipdx = [ @@/}dx;

/ odr = (27)" / @@dm ... formula de Parseval
(pxyy=¢dy (py¥f=(2m) "¢ * 3.

Para la demostracion ver [1], pag. 19.

Definicion 9.6. Una forma lineal continua u sobre S es llamada una distribucion tempe-
rada y el conjunto de las distribuciones temperadas se denota con S'.

Lema 9.3. Se tiene &' C §' C 9, con inclusiones densas; luego S es llamado el espacio
de las funciones rdpidamente decrecientes y S' el espacio de las distribuciones temperadas.

Definicion 9.7. Si u € S’, su transformada de Fourier 1 es definida via

a(p) = u(p),p €S.
Se observa que 4 € S’; ademads, A : 8’ — S’ es un isomorfismo y se tiene
& = (2m)™@ donde, por definicién w(¢) = u(¢). La transformada de Fourier es continua en S’.
Teorema 9.9. Sea u € S'; entonces u € L? (R") siy solo si & € L? (R"), y se tiene la
férmula de Parseval [ |a>dz = (2m)" [ |u|*dz.
Teorema 9.10. Si v € &', su transformada de Fourier es la funcion

(&) = u (¢) donde ¢ (x) = e 1<%,

10. Breve Presentacion de los Espacios de Hormander %, ;. Recordemos algunos re-
sultados clésicos. Sea el espacio de Sobolev L?, (R") = L2, (= H™), m entero > 0, de todas
las distribuciones temperadas u € &’ tales que D*u € L?(R"), 0 < |a| < m. Se tiene
L2, C L? C 8';ysiu=u(r) € L2, entonces

z%u(z) € L* (R™) para 0 < |a| < m. (10.1)

Y reciprocamente.
Teorema 10.1. u(z) € L2, siysolosi (1 + [z?)2 4 € L%
Demostracion:

Si: sea v € L2,. Observando que |z|™ y > |zi|™ son homogéneas de grado m, se tiene que
existen las constantes a y b tal que

(1 + ‘ZE|2)% <a(l+z|™) <a (1 —i—bZ\wﬂm) .

i=1

Luego,
m n n a m
10+ 1) e < allalle + @l e allie <allu i+ 3| () ulan
i=1 i=1 !
de donde, (1 + \x|2)% i€ L2

y solo si: Sea (1 + \x!2)% @ € L% Si|z| < 1 setiene [z%] < 1 < (14 \x!2)% para todo
la| < m.Si|z| > 1setiene [z] < |z|™ < (1 + |:1:|2)2 para todo |a| < m. Entonces se tiene

lza(z)| < (1+ \x|2)% i(z) € L2, y por 10.1 se tiene u € L2,. O
Se verifica que L2, (R™) es un espacio de Hilbert, en donde se considera la norma ||u|| 12, =
1

(ngm ||D°‘u|]%2) ’ y el producto interno (u1, uz) = 3, <, (D%u1, D%uz) . Por el teorema

10.1, una norma equivalente de u en L2, es H (1+|z[*) 2 @ ,
L
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10.1. Los Espacios de Sobolev L (R"). , donde s es un nimero real y
1 < p < oo. Sea el operador I definido via (I°u)" (z) = ¢~ (z)a(x), donde
u € S, p e C™ (R™) es una funcidn estrictamente positiva, radial [p(z) = ¢(|z|)] y ¢(x) = |x]
si|z| > 1.

Definicion 10.1. Sea 1 < p < oo y s un mimero real arbitrario, entonces LE (R") =

I# (LP).
Siu € LE (R™) ) entonces existe v € LP tal que u = I*(v), lo cual motiva la norma de u
: lullze = ||lv||zr, con la cual LY es un espacio de Banach. Se verifica que Bz D L8 — LP |,

1 < p < oo, es un operador lineal continuo. Atin que, D : LY — LP

s—|a
continuo si 1 < p < oo.

En el andlisis armoénico la teoria de pesos fue introducida para establecer los espacios de
funciones pesados ; en este contexto el peso es una funcién medible w(z), definida en un
espacio medible y con valores en [0, o], la cual es localmente integrable . Si 1 < p < oo, la
clase de las funciones pesos es denotada con A,. Hormander, en el capitulo II de [1], trabaja
también con funciones pesos, que los denota con k. Hérmander se cuestiona : ;cuales son las
funciones peso k para tener ku € LP, 1 < p < 0o, donde w es una distribucién temperada?

El conjunto de tales distribuciones temperadas lo denota como %, ;; Como un ejemplo de

es un operador

S

funcién peso se tiene a la funcién kg(§) = (1 + £ |2) 2, que ya vimos anteriormente. Horman-
der, [1], pag. 33, da unas motivaciones de porque introdujo los espacios %, ;.. Veamos. Una de
las cuestiones importantes en la teoria de existencia de soluciones en las PDE es la regularidad
de las soluciones. Nos dice que una condicién sobre la regularidad de una funcién o distribu-
cién u con soporte compacto puede estar relacionado con la condicién del compartimiento en el
infinito de la transformada de Fourier de v y que este compartimiento se puede clarificar via el
cuestionamiento de Hormander, dado antes. Nos dice, también, que en la definicion del espacio
By los casos p = 2, p = 1y p = oo son los casos mds importantes. Veamos nuevamente
ki € LPy el teorema 10.1, donde el lado derecho nos dice que es equivalente a que u estd en
un espacio de funciones ; esto es una motivacidén para encontrar apropiadas funciones peso k
para tener k4 en LP. Y los espacios de Lebesgue LP son el escenario apropiado para estudiar
las EDP.

Veamos aun algunos argumentos en esta direccion. Sea el operador diferencial lineal P

Z|a|< DllD* se sabe que si u € L2,(D), Pu es una distribucién ; ademds, si u
L2, (D),|lal < m,ga = D%u. se tiene que g, € L*(D)y Pu = Z‘a|<m D)lelDeg,
L2,.(D), por el resultado: “si 1 < p < oo, m > 0, entonces g € L?,, siy solo sig =
Z|a| <m D%ga, para algin g, € LP, donde D es en el sentido de las distribuciones”.

Nota 10.1. L2 (D) es el espacio dual de L2, (D).
Se tienen los siguientes resultados:

e El complemento ortogonal de Lfmo(D) en L2, (D) es el nicleo del operador diferencial
P. Esto es, se tiene L2, (D) = L2, (D) & {u € L2 (D)/Pu=0};

o [L%O(D)]L ={u e L}(D)/u— Au=0};
e El problemau — Au =0, u € L%’O(D), tiene una tnica solucion, la distribucion v = 0;
e El operador P transforma L2, (D) sobre L2, (D) isomérficamente.

Hormander, [1], observa que en la teorfa de las EDP surgieron algunos espacios de la forma

B » asi remarca que cuando k(&) = (1 + (5)2)% entonces %y i es el espacio de todas las u

tal que D% € L?, donde || < s (es el espacio L2 visto antes) espacio que es importante en el
estudio de las ecuaciones elipticas via el método variacional, tal como L. Garding lo investigd
en 1953. Si £ es un entero negativo, en 1955 P. Lax obtuvo resultados relacionados con las
ecuaciones elipticas; por otro lado, cuando en %, . se tiene que 2s es un entero, tal espacio es
util en los problemas de valor de contorno para ecuaciones diferenciales de tipo eliptico.

Asi mismo, Hérmander (tesis de 1955) estudia estimativas —L? para operadores diferen-
ciales parciales con coeficientes constantes, estudio que lo llevé ,implicitamente a los espacios
P51, donde se considera una clase general de funciones peso ; en particular los casos p = 1y
p = oo aparecen en el estudio sobre la regularidad de las soluciones fundamentales.

Veamos algunas ideas matematicas sobre espacios pesados.

Definicion 10.2. k, una funcion positiva definida en R"™, es llamada una funcién tempera-
da peso (ftp) si existen constantes positivas C'y N tal que
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k(€ +n) < (14 CIENNE(n), donde &, 1 € R™.
H = {k/k es funcion peso }.
Si k(&) = (1+ 1) 2, entonces k, € H. También, si P es definido via

P(&)? = Z|a\zo ‘P(a) (€) |2 donde P es un polinomio tal que la suma es finita y P(®) es definida

via P(®)(n) = il*lD>P(n), entonces P € H.

Teorema 10.2. Si k1 y ko estdn en H, entonces ki + ko, k1ks, sup (k1,k2) y el inf (k1, ko)
estdn también en ‘H. Ademds, si k € H entonces k* € ‘H para todo niimero real s.

Definicion 10.3. Sea k € H y 1 < p < oo, entonces por definicion

By, = { distribuciones v € S' /0 es una funcion 'y

Jullps = @2m) / HEO)a(E)Pde)? < oo} (102)

Sip = o0, se pone ||ul|,, = sup ess|k(&)u(E)].
Nota 10.2. El espacio %>, es de particular interés en las EDP, donde se tiene la norma

fllz,p = (Z HPWD)qu)

Teorema 10.3. Con la norma (10.2), B, es un espacio de Banach. Ademds se tiene
SCB,reS
Teorema 10.4. Si k1, ko estdn en H y si se tiene

ka(€) < Chy (€), donde & € R, (10.3)

1
2

entonces se tiene B, C By, Reciprocamente, si existe un abierto §) no vacio tal que
By i, NE'(Q) C By, entonces se tiene (10.3).

Hormander estudia, [1], operaciopes sobre las distribuciones; nos recuerda que si P(&) es
un polinomio en las variables 1, . . ., &,, un operador diferencial P(D) es definido reemplazan-
do & por D; = —ia%j y P € H fue definida anteriormente.

Teorema 10.5. Si u € B), j,, entonces se tiene que P(D)u € Bp’%.

Teorema 10.6. Si v € B, . y ¢ € S, se tiene que pu € By, ;. y que
[loullpr < llelli, i llullp,x donde si k € H, My(€) = sup, S5,

Teorema 10.7. Si u; € B, 5, NE"y ug € B i, Se tiene que uy * uy € By 1k, ¥

Jur * szl [p iy < [l [p 2] oo,k

10.2. El Espacio Dual de B,;, p < oo. Sea L una forma lineal continua sobre B, ,

p < 0o, entonces se tiene para algin v € Bp, 1 donde % + z% =1,que L(u) = v(u),u € S. Se
'k

pone ||L|| = ||v\|p,,%. Bp,,% es llamado el espacio dual de B, .

10.3. Los Espacios Béog Hormander observa que el teorema 10.6 hace posible definir

para todo conjunto abierto 2 € R"™ un subespacio de D’(2) cuyos elementos se comportan
localmente como distribuciones en B, ;. algunas restricciones.

Definicion 10.4. Un subespacio lineal F de D'(Y) es llamado semi-local si pu € F
cuando uw € F y ¢ € C§°(Q)) es llamado local si, ademds, .F contiene toda distribucion u tal
que pu € F para todo p € C3°(2).

Los espacios 2'(€2), C*(€2), Lt () son espacios locales; &”(£2), LP(Q2) son espacios semi-
locales que no son locales.

Teorema 10.8. Si u € B, (2), entonces P(D)u € Béoz(ﬂ).

P
Teorema 10.9. Si u € B]lg";(Q) y @ una funcion en C*>(S2), entonces

pu € B ().
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10.4. Los Espacios .#{,). Por definicién 7 es el espacio By, donde ky(¢) = (14 [£[?) 3
donde se considera la norma HuH?S) = 2m)™" [|a()* (1 + |¢*]" dé.

Nota 10.3. Si s es un entero no-negativo, entonces ) es el espacio conocido de todas las
u € L? tales que D € L?, |a| < s; ademds,

||UH%S+1) = ||UH%3) + Z?:l ||Dju”?s)-

10.5. Los Espacios 77(,,, ;). Hormander, [1], pag. 51, nos dice que en el capitulo X (dltimo
del libro) se estudian los problemas de valor de contorno y que los espacios Bé"g(ﬂ) no son
adecuados en tal estudio y por ello introduce unos espacios cuyos elementos se comportan

mejor en el contorno y toma en particular p = 2 y unos k especiales.
Veamos. Sea km (&) = (1+ |§|2)% (1 + |£’|2> *, donde ¢ € R™, m y s son nimeros

reales; &' = (&1,...,&n—1); RT = {z /3, > 0}; R" es su cerradura.
Definicion 10.5. 7, o) = Bax,, ., si u € Hy, 5, sunorma es

a2, = (27)" / (14 1€2)™ (1+[€12)° [a(e) 2de.

También, #{,, 5) (R?) = {u € 2’ (R?) / existe una distribucién U € H#{,, ;) (R") con
U=uen R’}r}
En particular, (g o) (M) =L? (Ri)

Las demostraciones de los anteriores teoremas, y otros detalles, ver [1], capitulo II.
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