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Abstract
In this work, we study actions of the Lie group SL(2, C) on a complex manifold of dimension three or higher.
It is demonstrated that these types of actions induce three complete holomorphic vector fields, one of which
is periodic, and that there exists a particular relationship between them, given by the Lie bracket, which
generates a singular holomorphic foliation of codimension two. Subsequently, the types of singularities are
classified, and the normal forms of these vector fields are obtained in a neighborhood of each singular point
of the foliation.
Keywords . Vector fields, Lie bracket, holomorphic action, singular set.

Resumen
En este trabajo se estudian las acciones del grupo de Lie SL(2, C) sobre una variedad compleja de dimen-
sion mayor o igual a tres. Se demuestra que este tipo de acciones induce tres campos vectoriales holomorfos
completos, uno de los cuales es periodico, y que existe una relacion particular entre ellos, dada por el cor-
chete de Lie, que genera una foliacion holomorfa singular de codimension dos. Posteriormente, se clasifican
los tipos de singularidades y se obtienen las formas normales de estos campos en una vecindad de cada
punto singular de la foliacion.
Palabras clave. Campos vectoriales, corchete de Lie, accién holomorfa, conjunto singular.

1. Introduccion. El estudio de acciones holomorfas de un grupo de Lie GG sobre una variedad com-
pleja puede, en ciertos casos, inducir una foliacién singular y, a su vez, generar campos vectoriales que
representen la accién. Analizar estos campos en una vecindad de un punto singular proporciona informa-
cién relevante sobre la accion original, como la forma normal de los campos en torno a dicho punto. Por
ejemplo, cuando G es compacto y la accién es C*-diferenciable con un punto fijo, el teorema de Bochner-
Cartan garantiza que la accién es linealizable (véase[1] ). En ese mismo articulo, se demuestra que, para
acciones analiticas o acciones C'*°, la accién SL(2,R) sobre (R™,0) es analiticamente linializable en el
primer caso y formalmente linealizable en el segundo caso.

En este articulo, se estudian las acciones holomorfas del grupo SL(2, C) sobre una variedad compleja.
En el teorema 3.1 se muestra que este tipo de acciones inducen tres campos holomorfos completos, de los
cuales uno es periddico, y que dichos campos presentan relaciones especificas entre si mediante el corchete

*Instituto de Matemdtica y Ciencias Afines, Universidad Nacional de Ingenieria, Perd. Correspondece author
(bostosc@uni.edu.pe).

285


http://revistas.unitru.edu.pe/index.php/SSMM
https://orcid.org/0000-0001-5931-3595
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://dx.doi.org/10.17268/sel.mat.2024.02.07
http://dx.doi.org/10.17268/sel.mat.2024.02.07

286 Benito O.- Selecciones Mateméticas. 2024; Vol.11(2):285-302

de Lie. Los teoremas 3.2 y 3.3 establecen las relaciones entre los flujos de los campos inducidos por la
accion.

Asimismo, se analiza el conjunto singular de la accidn, clasificando las singularidades en seis tipos,
denominados Tipo de Singularidad I, Tipo de Singularidad II, y asi sucesivamente. El teorema 4.1 des-
cribe las formas normales de estos campos en una vecindad de cada punto singular. En ciertos tipos de
singularidades, el conjunto singular incluye curvas analiticas. Finalmente, en el teorema 5.2, se estudia en
profundidad el Tipo de Singularidad I; bajo una condicién similar a la de Poincaré para la linealizacion, se
logra fortalecer el resultado del teorema 4.1.

2. Preliminares. Las referencias bibliograficas para esta seccion pueden ser encontrados en [2], [3],
[4], [STy [6].

Definicion 2.1. Sea M una variedad compleja. Un campo vectorial holomorfo X en M es una aplica-
cion holomorfa, X : M — T M tal que para cadap € M, X (p) € T,M. Es decir, m 0 X = idy.
Denotaremos por X' (M) el espacio vectorial de campos vectoriales holomorfos en M.

Definicion 2.2. Dado un campo vectorial X € X (M). Un mapa ¢ : D x M — M definido en un
abierto D C C x M es un flujo de X si @ es holomorfo y

921 ) = X(o(t.p)). ¥ (t,p) € D.

ot
El mapa ¢ satisface:
1. ¢(0,p) = p, para todo p € M,
2. oty + ta,p) = w(t1, ©(t2,p)), para todo t1,ts € C en donde este definido .
Denotaremos por X¢(p) = p(t,p) el flujo del campo X. Asi Xy : M — M es un biholomorfismo tal
que:
1 Xo=1,
2. Xyt = Xy 0 X,
3. (Xt)_l = Xft.
Definicion 2.3.
Una curva holomorfa v : I — M definido en un disco abierto I C C con 0 € I, es llamada curva
integral de X enp, siy(0) =py

V() =X(y(t),Vtel

Sea ¢ : U — C™ una carta local en M. La expresién de X con respecto a ¢ es la aplicacion o, (X) :
p(U) — C™ dado por:

0. (X)(q) = do(e™(q)) - X(¢~(q)), Vqe ). @2.1)

La aplicacién ¢, (X ) es llamada expresion local de X con respecto a (U, ¢) y denotamos por X,.
Sean X,Y € X (M) dos campos en M. Fijando un punto p € M y otro punto ¢ € C, el vector

v(t) = X[ (Y)(p) = DX _(X:(p)) - Y(Xi(p))

es tangente a M en p.
Definicion 2.4.
El corchete de Lie de X e Y es un campo vectorial [X,Y] definido por

d

X)) = 5

(X7 (Y)(p)) |t=0, paratodo p € M.

Lema 2.1. Sea M una variedad compleja de dimensicn my ¢ : U C M — C™ una carta local de M.
Si X, = ZZ’;I a,-aixi eY, = Z:il bia%’ entonces [X,Y ], = Z:il ci%, donde

U 8b1 8&1‘
€= Z <aj5':vj B bjal‘j> '

j=1

Proposicion 2.1. El corchete de Lie tiene las siguientes propiedades:
1. C—lineal: [aX14+bX2,Y] = ao[X1,Y]+0[X2, Y]y [X,aY] +bYs] = a[X, V1] +b[X, Y2], donde
Cl,b e C, X, X1, X1, X0,V V1,Ys € X(M)
Antisimétrica: [X,Y] = —[Y, X|, donde X, Y € X(M).
Identidad de Jacobi: [ X,[Y, Z]| + [Y,[Z.X]]+ [Z,[X,Y]] = 0.
4. Si f, g son funciones holomorfas, entonces [f X, gY] = fg[X, Y]+ fX(9)Y — gY (f)X.

N
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Observacion 2.1. Todo lo que se hizé hasta el momento puede es vdlido para en el caso cuando los
campos sean diferenciables. Para el caso de campos no suaves, la definicion generalizada del corchete de
lie puede ser encontrada en [7], [8]; asi como también la equivalencia de [ X, Y] = 0 con la conmutatividad
de sus flujos. Y la extension para campos vectoriales en el espacio de Sobolev fue analizado en [9].

Definicion 2.5. Dado una funcion f : C* — C, (aq,...,a,) € NI y k € N. Decimos que f es una
Sfuncion cuasi-homogenea de tipo (a1, ..., ) y de peso k si

FE¥ 2z, tM 2y) :tkf(zl,~~~ ,Zn), VteC.

Definicion 2.6. Dado un campo vectorial X = Z?:l fjaizj € X(C™). Decimos que X es cuasi-
homogeneo de tipo (a1, ..., o) y de peso k si f; es una funcion cuasi-homogenea de tipo (a1, .., ) yde
peso k + a;.

En todo lo que sigue consideraremos que G es un grupo de Lie complejo con una operacion - y M una
variedad compleja. Ademas G'y M tienen dimensines n y m, respectivamente.

Definicion 2.7. Decimos que ¢ : G x M — M es una accion holomorfa del grupo G sobre la
variedad M cuando ¢ es un mapa holomorfo y satisface las siguientes condiciones:

1. ¢(e,p) = pparatodop € M, donde e es la identidad de G.

2. (g1 - 92,p) = (g1, (g2, p)), para todo g1, g» € G y para todo p € M.
Para cada punto p € M el grupo de isotropia y la 6rbita de ¢ en el punto p son conjuntos definidos por:

Gplp) = {9€G:9(g,p)=0n}
{vlg,p) : g € G}.

Q
=
S

I

El grupo de isotropia G,(¢) es un subgrupo de Lie cerrado de G y la érbita O, () es una subvariedad
inmersa en M. El conjunto de érbitas es denotado por M/G.
Otro conjunto importante es el conjunto de puntos fijos de ¢ y estd definido por:

> () ={pe M:p(g,p) =p, paratodo g € G}.

En este conjunto las érbitas son siempre de un solo elemento, es decir para cadap € Y (¢), Op(¢) = {p}.
Definicion 2.8. Un dlgebra de Lie sobre C es un espacio vectorial g sobre C con una aplicacion

C—bilineal [,] : g X g — g tal que:

1. Antisimétrica: [x,y] = —[y, z].

2. Identidad de Jacobi: [x,y, z]] + [y, [z, z]] + 2, [z,y]] = 0.
Dado un grupo de Lie G, podemos definir las acciones L, R, Ad : G X G — G'en G, donde L(g,h) = g-h,
R(g,h) =h-gy Ad(g,h) = g-h-g~'. Estas se llaman accién a la izquierda, accién a la derecha y accién
adjunta, respectivamente.
Un campo vectorial X € X'(G) se llama invariante a la izquierda si (Ly).X = X, es decir, si satisface:

X(g-h)=dL4(h)X(h), paratodo, g,h € G.
Denotemos por £(G) al conjunto de campos invariantes a la izquierda. Equipado con el corchete de Lie

de campos vectoriales en G, £(G) se convierte en un édlgebra de Lie, llamada dlgebra de Lie de G. Los
espacios L(G) y T.G son isomorfos. El isomorfismo estd dada por la aplicacién lineal

LG) = TG
X = X(e

cuyo inverso es,
T.G — L(G)

v = XY

donde X"(g) = dLy(e)v para todo g € G. Gracias a este isomorfismo podemos dotar a T.G de una
estructura de dlgebra de Lie. Dados dos vectores cualesquiera v, w € T.G, entonces definimos [v, w] =
(X7, X™](e).

De ahora y en adelante el dlgebra de Lie de un grupo de Lie G sera denotado por g.
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Consideremos 7, : C — G la curva integral de X" tal que v, (0) = e. La aplicacién exponencial es un
morfismo de grupos de Lee definido por:

exp: T.G — G
v Y1),

La curva integral v, satisface las siguientes propiedades:
1. v, (ts) = Y (s), paratodo t € C.
2. v(t+s) =7 (t)yw(s), paratodo t,s € C.

Asi,

Yo (t) = 710 (1) = exp(tv);

y en general, se puede probar que XV tiene como flujo X7 (g) = g exp(tv) para todo (¢,g) € C x G.
Dado un campo X € £(G) denotaremos expy : C — G ala curva integral de X tal que exp y (0) = e.
Asi el flujo de X es X;(g) = gexpy (¢) paratodo (¢,g9) € C x G.
Sea ¢ : G x M — M una accién holomorfa y consideremos { X7, X, ..., X, } una base del dlgebra
de Lie g = L(G). Entonces para cada i, j € {1,2,...,n}, tenemos

(X0 X5) =D e X,
k=1

donde los cﬁ ; son nimeros complejos que satisfacen:
ko _ ok
Loc;=—cj;
n
2. Zr:l[cf,jCZTr + C;,kczlr + Cz,icgr}r} =0.
Sea p, : g — X (M) morfismos de algebras de Lie definido por

p+(X)(p) = dpp(e)(X(e)), V X € g,Vp € M,

cuyo flujo es p.(X):(p) = p(expx(t),p) para todo (t,p) € C x M. El conjunto de campos vectoriales
en M, determinado por la accién ¢, estd dado por el conjunto {p.(X1),...., p«(Xn)} v estan realcionados
por:

[04(Xi), (X)) = > e jpe(Xi).
k=1

El conjunto Sing(¢) = {p € M; p.(X1) A pu(X2) A+ A pi(X,,) = 0} es llamado conjunto singular
de la accién . Ademds observamos que si p € > (), entonces p.(X)(p) = 0. Asi Y _(¢) C Sing(y).
Mids adn, Sing(p) es un conjunto analitico, es decir para cada punto p € M existe un conjunto abierto
U C M con p € U tal que Sing(y) N U esta formado por los ceros de una cantidad finita de funciones
holomorfas.

En general, si X, ..., X,,, son campos vectoriales en M, entonces

XiA o AXm: M = U, A™(T,M)
p = (XiA--ANXp)(p)

estal que (X1 A -+ A Xp)(p) = Xi(p) A+ A Xpn(p) € A™(T, M), donde A™ (T, M) es el espacio de
las m-formas exteriores en T, M.

Definicion 2.9.

Una accion ¢ : G x M — M es llamada foliada si para cada p el espacio tangente de O, () tiene
dimension k fija. Cuando k es la dimension de G decimos que @ es localmente libre.

En general, para cada p € M la 6rbita Op(y) tiene espacio tangente 7,0, (¢) = T.G/T.Gp(p) =
9/9,, donde g, es el dlgebra de Lie de G(y). Cuando ¢ es foliada, para cada p € M, los grupos de
isotropia G),(¢) son de dimensién n — k. Cuando ¢ es localmente libre los subgrupos de isotropia son
todos discretos y su algebra de isotropia correspondientes es cero.

Definicion 2.10.

Una accion ¢ : G x M — M es llamada libre si para cada x el subgrupo de isotropia G, = {e}.

En este caso el morfismo de algebra p.. : g — X (M) es inyectiva.
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El espacio vectorial de las matrices de orden n y con entradas en K, denotado por M,,(K), se convierte
en un dlgebra de Lee cuando se le equipa con el conmutador de matrices definido por:

[A,B] = AB — BA, ¥ A, B € M,(K).

Este dlgebra de Lee se denota por gl(n,K). Cuando K = R, M, (R) puede ser identificado con R"
y para K = C, M,,(C) puede ser identificado con c2’ El grupo de Lie general GL(n,K) de matrices
invertibles (grupo con la multiplicacién de matrices) es un conjunto abierto de M, (K) y su espacio tangente
T;GL(n,K) se identifica con M,,(K), en donde I es la matriz identidad.

Si A € M,,(K) entonces para cada g € GL(n,K):

X4g) = dy(A=dLy(n) 0+ el
d

= Lt o = L (gL 1 1A)) o

dt dt
= gA.

Dado 4 : K — GL(n,K) la curva integral de X4 tal que 4 (), entonces v (t) = exp(tA). Se
puede probar que exp(tA) coincide con la exponencial de matrices de tA. Por lo tanto, X tiene por flujo
XA(B) = Be!4 paratodo B € GL(n,K) y para todo t € K.

Algunos subgrupos de Lie del grupo GL(n,C) son: el grupo especial lineal, el grupo unitario y el
grupo unitario especial

SL(2,C) = {Ae M,(C);det(A4) =1}
U(n) = {A€GL(n,C)A =4}
SU(n) = U(n)nSL(n,C)
con algebras de Lie:
sl(2,C) = {Aesl(n,C);Tr(4) =0}
uln) = {Aesi(n,C)A+A =0}
su(n) = {Aesl(nChA+A =0,Tr(A) =0},

respectivamente.
El conjunto SL(2,C) es un grupo no abeliano con la multiplicacion de matrices, mds atin, es un grupo
de Lie de dimension tres cuyo algebra de Lie s[(2, C) es isomorfo a:

a b
A= ;a+d=0,a,b,c,deC
d

con base:

=
=
Il
Q
Il

A:

o
|

A estds matrices les corresponden campos vectoriales X,Y' y Z en SL(2,C) que son invariantes por
traslaciones a la izquierda. Explicitamente estos campos son:

1
zZ1 72 Z1 22 5 0
X = 2
zZ3 24 zZ3 24 0 —%
Z21 22 z21 22 0 1
Y =
zZ3 24 zZ3 24 0 0
zZ1 72 Z1 %2 0 0
Z =
zZ3 24 zZ3 Z4 1 0

y estan relacionadas por el corchete de Lie mediante:

(X,Y]=Y, [X,Z]=-Z2, [YV,Z] = X.
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3. Acciéon holomorfa. Dada una accién holomorfa SL(2, C) sobre una variedad compleja, estudiare-
mos como estdn relacionadas sus campos relacionados a élI.
Teorema 3.1. Sea ¢ : SL(2,C) x M — M una accién del grupo de Lie SL(2,C) sobre M, entonces
existen campos holomorfos completos X , 37', 7 tales que
1. Elflujo de X es periddico de periodo 4mi.
2. [X,Y)=Y, X, Z]=-Z,[Y,Z]=X.

a b ~ o~ o~
3. Dado A = € SL(2,C). Sid#0, p4 =Ys0X;0Z,,donde s =b/d, uw =c/dy
c d
1
-1 0

t=—2Ind. Sid=0, gaA:¢J0)?t02u,dondet:—21nb,u:a/byJ:

Demostracién: Sean X,Y , Z campos vectoriales definidos por X (p) = p.(X)(p), Y (p) = p«(Y)(p),
Z(p) = p«(Z)(p) paratodo p € M. Es decir,

X(p) = (dep(D)(X(1), Y(p) = (dep(1)(Y(I), Z(p) = (dep(I))(Z(I)),
donde I es la matriz identidad de orden dos. Verifican las relaciones

(X,Y]=Y, [X,Z]=-Z,[Y,Z]=X.

Ademés los flujos de X, Y y Z son:

%(p) = (ppoexpx)(t) = p(expx(t),p)
3}(19) = (ppoexpy)(t) = p(expy (), p)
Zi(p) = (ppoexpy)(t) = plexpy(t),p),
donde
et’2 0 1t 1 0
expy(t) = B , expy(t) = , expy(t) =
0 et/2 0 1 t 1

De esto es claro que X esun campo cuyo flujo es periodico de periodo 47, y haciendo C' = expy-(s) o
expy (t) o exp,(u), tenemos

C = expy(s)oexpx(t)oexpy(u)
1 s et/? 0 1 0 et/? 4 use /2 se~t/2
a 0 1 0 e t/2 w 1 a ue~t/2 e~t/2

entonces oo = 175 o )N(t o Zu

a
Esto motiva a descomponer cualquier matriz A = € SL(2,C) de la siguiente manera:
c d

Primer caso. Si d # 0, entonces

a4 a b\ _ + ke 1 b/d 1/d 0 1 0

b
c d c d 0 1 0 d c¢/d 1

ISU L

Luego, existen s, ,u € C tales que b = sd, c = ud 'y d = e~*/%. Asf,

s et’2 0 10
A =
0 1 0 e t/? u 1
ypa= i‘}so)’zt OZ?r
Segundo caso. Si d = 0, entonces bc = —1; y la matriz A se puede exprezar como:
a b 0 1 1/b 0 10

A = -
¢ 0 -1 0 0 b a/b 1
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Tomando escalares u y ¢ tales que a = ub, b = e~*/2, se tiene

0 1 et/2 0 1 0
-1 0 0 e t/2 u 1

A—

-~ - 0 1
y @A =@joX;0Z,,donde J = ]
-1 0
Observacion 3.1. Los campos XY y Z que aparecen en el teorema (3.1) satisfacen

X,Y]=Y, [X,Z]=—-Z2, [Y,Z] = X.

De las dos primeras, [)~(, )7] = )7, [)N(, Z] = 72, sus flujos se relacionan

}Zﬁo)fzs :)szoi;est; Zesyo Xy = Xg0Zy. 3.1
Dadas las matrices
a b a v aa’ +bc  ab + bd’
A= € SL(2,C),B = € SL(2,C)= AB = € SL(2,C).
c d d d ca' +dc b +dd

Consideremos los siguientes casos:

Casol. d #0,d #0ycb +dd #0. Caso5. d#0,d =0ycb +dd #0
Caso2. d#0,d #0ycb +dd =0. Caso6. d#£0,d =0ycb +dd =0.
Caso3. d=0,d #0ycb +dd #0. Caso7. d=0,d =0ycl +dd #0.
Casod. d=0,d #0ych +dd =0. Caso8. d=0,d =0ycb +dd =0.

Teorema 3.2. Dadas las matrices

a b a b
A= € SL(2,C),B = € SL(2,C)
c d d d

condd # 0. Sict! + dd' # 0, entonces existen niimeros complejos uy, t1,ta, o tales que los flujos de los
campos dados en el teorema (3.1) satisfacen:

Y etlsy = Ze‘l uy © Xln(ulngrl)
PYRTES!

Z etQul = Xln(u152+1) © }/€t282'
wiso 1

Demostracion: Como A, B € SL(2,C) entonces AB € SL(2,C).

aa’ +bc  ab + bd’
AB = € SL(2,0),
ca' +dc b +dd
donde d # 0,d # 0y cb’ + dd' # 0. Dados los niimeros complejos s1, so, 5, U1, U2, t1, to, t € C tales que
b=ds; c = duq d=et/2
b =d'sy d =dus d = e t2/2
ab! +bd = s(ch' +dd') ca’ +dc =u(ch +dd') b 4 dd = e t/?
Por el teorema (3.1),

9014:}781 sztl OZUI Y ¢B :?SZOXtQ OZUT
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Asi usando las ecuaciones en (3.1)

PACYB = ?81 © ()?h o Zul) o (1782 o th) o ZUQ

= }/81 o Zetlul o ‘)?tl o )?tz o 5}675252 o Zuz
= (Yo 0 Zonw) 0 Xttt © (Yerzsy © Zu) (3.2)
También,
abt/ +bd = (VY 4 dd's; =Y +sich +dd's) =Y + 51 (b + dd')
cd' +de = (L) L dduy = § + Wuz + dd'uy = § + ua(cd + dd)

—t]—to

& +dd = dduisy+dd =dd (uiso+1)=e 7 (upsy + 1)

Entonces,

- v _eTt2/25,  _ eflgy
§ = qp+dd) TS T mazoim = uisaql TSI
et2uy

_ c _ e"l/2u1 _
U = Ftdd) TU2 = Tz T U2 = g5,41 T U2

t = tl +t2 —21H(U1$2+1).

Sustituyendo ¢1 + to =t + 21n(uys2 + 1) en (3.2) y distribuyendo en forma conveniente, obtenemos

YAaAoCPYB = (YS‘1 © Zetlul © Xln(u152+1)) oX;o (Xln(u132+1) © Y:et232 © Zuz) (3.3)

También tenemos

vap = Ys0Xy027,
= Y91 o Y etlsy o Xt o Z ef2uy o ZU2 (34)
ui1sa+1 u1so 1

Como wap = 4 o pp, entones por (3.3) y (3.4):

Y o s = Zet up © Xln(ulngrl)
uisg+1
Z et2uy = Xln(ulngrl) © Yet232-
U1saF1
o O
Teorema 3.3. Si X, Y y Z son los campos inducidos por o, entonces
YA (2)p) = —5Y(p)+sX(p)+Z(p)

Demostracion: Las dos primeras relaciones permiten obtener la relacion entre los flujos:

~<

to)?S:)?soi/v'estyZestof(s:)zsoZg, Vs,te(c

Veamos para [Y, Z] = X:

V(D)) = VY20 =Y @)
Entonces derivando otra vez:
LH@0) = @0 =T X0) - 7 (7))
= =Y (Y)(p)
Derivando una vez mas:
B~ ~ d~, ~ o~ -
SO0 = -2V = VY. Ve) =0

Integrando

~ ~ 2
Vi (Z)p) = Ci5 +Cas+Cs, WseC,
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dondde C;, Cs, C's son constantes.

d? ~ ~ o~ ~
pYS*(Z)(p) =C;=-Y(Y)(p) = tomandos=0,C; =-Y(p).
d

£}~/S*(Z)(p) = C1s+Cy =Y (X)(p) = tomando s =0,Cy = X(p).

Por lo tanto,

Y (2)p) = -5 Y () +sX(p) + Z(p). (3.5

|
Observacion 3.2. En [10] se encuentra: Si X,Y son campos holomorfos con flujo X s, X;, entonces

(X0 ¥0) (0) = XX, 0 Yilp) + (XY (X 0 Vo).

Ahora si X, Y son campos conmutativos, entonces (X¢)*Y =Y. Por lo tanto:

d

5 (X0 Y) (p) = X (X, 0 Yi(p)) + Y (X1 0 Yi(p)) = (X +Y) (X, 0 ¥i(p).

Es decir, el flujode X +Y es (X +Y), = X; + Y;. Sin embargo, no es cierto este resultado para campos
no conmutativos L oo

Observacion 3.3. Para cada s € C, los flujos de Y (Z),—%Y ,5X,Z que aparecen en el teorema
(3.3) son:

t — )Z'S_lof@o}?s
t — i}—%t

t = Xy

t = Z.

En (3.5) el campo }N/*(Z ) aparece como la suma de los campos ——257 s)N( Z. No podemos juntar

los flujos de —=-Y (p), sX (p) y Z(p) para obtener el flujo de la suma ——Y( ) + sX(p) + Z(p) ya que
estos campos no son conmutativos; pero si podemos obtener soluciones aproximadas formales (es decir,
no se garantiza la convergencia) usando la expansion de la serie de Magnus para ecuaciones diferenciales
autonomas (véase [11]). Dicho método garantiza que no pierde informacion de la solucion exacta.

4. Formas normales de los campos X, Y, Z. El conjunto singular de @ es Smg( y={pe M:
X(p) ANY (p) A Z(p) = 0}. Se determina las formas normales de los campos X, Y, Z en una vecindad de
un punto singular. Para ello clasificaremos un punto p € Sing(y¢) como de tipo de singularidad LILIILIV,V
o VI, segtn corresponda a la descripcién dada a continuacién:

1. TipoI: Z(p) # 0;

2. TipoIl: Z(p) =0, X(p) =0,Y(p) =0;
3. TipoIIl: Z(p) =0, X(p) =0, Y(p) # 0;
4. Tipo IV: Z(p) =0, X(p) # 0, Y (p) ;é 0 1 d. (linealmente dependiente);
5. TipoV: Z(p) =0, X(p) #0,Y(p) =
Y(p

6. Tipo VI: Z(p) = 0, X (p) # 0, ) ;é 0 Li. (linealmente independientes).

Teorema 4.1. Sea ¢ : SL(2,C) x M — M una accion del grupo de Lie SL(2,C) sobre M con
dim(M) = 4. Si p € Sing(y), entonces existen una vecindades U de pen MyV deOen C% yun
biholomorfismo ¢ : U — V tal que ¢(p) = 0y transforma los campos XY y Z, segiin corresponda:

1. Sipesdetipol:

X0(z) = (a+k)gh + i Nizigs
I: )70(2:) = (—%—kzl—Fbl(Z))ale—F Z(—AjZ1Zj+gj(Z/))%
Jj=2
ZO(Z) = aizlv

donde k € C, ygj satisfacen las ecuaciones (4,1) y (4,2).
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2. Sipesdetipo II:

4

=S L T =S )L B =S ()2
(=S N PO =hg 26 =Yg

j=1 =1

donde N = (A1, A2, A3, \1) € (Z/2)*, y YO(2), Z°(2) son campos cuasi-homogeneos de tipo
(A1,., A1) y de grado 1y -1, respectivamente. Ademds, b;(0) = ¢;(0) = 0 para todo j =
1,2,3,4.

3. Sipesde tipo II:

XO(Z) = —Zlaizl + Z?:Q )\121%

Yo(z) = aizl’

-~ 2 4

%) = (-% —|—cl(z’))£1 + Z(/\izlzi—kci(z’))a%i,
i=2 ’

donde para cadai = 1,2,3,4, \; € Z/2 y ¢; con ¢;(0") = 0 satisface la ecuacion (4.3).
4. No existe singularidad tipo IV'y V.
5. Sipesde tipo VI:

X0(z) = (—ata(@)gE + éai(z’)%, Ji € {2,3,4}/a;(0) £ 0
Yoz) = &
2°(z) = (—§ +ay(z)z +bi(2) 52 + i)z(ai(Z’)zl +bi(2')) 52,

donde a;(2') y bi(z') satisfacen las ecuaciones (4.8) y (4.9). Ademds, b;(0) = 0 para todo i =
1,2,3,4.

Demostracion: Para la prueba dividiremos en varios casos ~ s _
Caso 1: Si Z(p) # 0. En [12] y [13] se estudio este caso pero cuando X es 27 periodo y [X, Z] = —Z.
Para el caso X es 47 periodo es muy similar: Como [)? , Z ] = —Z existe un cambio de holomorfo de
coordenadas en una vecindad de p tal que X y Z se transforman en:

- 0 < )
i=2 ¢
= 0
0 — -
Z (Z) - 8217

donde (A2, A3, \4) € (Z/2)3 y k € C.
Expresando en este sistema de coordenadas ¥ como Y0 = 3% | bi(2) 7% y usando [Y°, Z°] = X©,
se tiene:

8()1 8b2 853 ab4
Pk D2 am, S8 o gz, DA
97 z1 e 229, B2, 323, 97, 4724
Resolviendo
Z% i
bl(Z) = —3—/621-‘1-191(2)
bJ(Z) = —)\jzlzj +gj(z’), para j = 2,3,4.

Donde 2’ = (22, 23,24) y 2 = (21,2"). Usando [X°,Y?] = Y con las ecuaciones anteriores se tiene:
Para la primera componente:

4 ~
oby

Entonces

o

2[)1(2’) = —(2:1 + k)2 + Z AiZi 92 (Z/)

=2
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Asi,
1 ab
D (o) — 1.2 IO
2b1(2") = —k* + ;)\lzl 7%, (") 4.1
y para j = 2:
b b b
—(z1 + k) (Aaz2) + (A2z2) [ —Aaz1 + 5= (2) | = Aaba + (Aazs) 5 (2) + (Maza) 5 (2) = ba(2)
0za 0z 024
Entonces
Obs

7)\22’2(2’1 + k) A22122 + Z )\ Zi

1=2

Go() = (14 da)ba2)

En general para j = 2, 3, 4, tenemos:

4 ~
ob;
—>\ij(21 + k‘) - )\?lej + E )\izia—zj_(z’) = (1 + )\])bj(z)

(2

i=2
Luego,
~ ! b,
(1 + )\j)bj (Z/) = —)\ijk + ; )\122872,’?(2/) (42)
Por lo tanto
I:8 Yo%) = (-3- kzl +b1( ) B+ YNz +Ej(z'))a%
2°¢) =

donde Zj satisfacen (4,1) y (4,2).
A partir de aqui y en adelante Z(p) = 0.

Caso 2:X(p) =0y Y(p) = 0.
Por ser X° un campo cuyo flujo es periodico de periodo 4ri, [X Y] =Yy [)? , Z] = —Z, entonces
(usando las mismas referencias que el caso 1, salvo el cambio de periodo) existe un cambio holomorfo de
coordenadas en una vecindad de p tal que X, Y y Z se transforman en:

X0 = Z/\ Zig— , donde A = (A1, A2, A3, \y) € (Z/2)*
- L0 <
Yo — Z biﬁ—Zi, donde b;(z) = Z b.lIZJ
i=1 <IA>=14X;
. LI ;
70 = Zcia—Zi, donde ¢;(z) = Z chz’
i=1 <TA>=—14+X;

Es decir, Los campos }N’O, Z9 son campos quasi-homogeneos de tipo (A1,...,A\q) y de grado 1y -1,
respectivamente. _ _ _ _

Caso 3: Si p es de tipo III o de tipo IV, es decir, X (p) =0y Y (p) # 0 o cuando X (p) # 0, Y (p) #0
linealmente dependiente. Entonces usando [)? , 17] =Y hay un bajo cambio de coordenadas (Similar al
inicio del caso 1) tales que:

4

f(o(z) — (-Zl"’k)i"'ZA'Z*i
(921 i ! Lazi

9

62117

Y(z)
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donde (A2, A3, \4) € (Z/2)3. Hacemos notar que el tipo de singularidad I1I es cuando k£ = 0 y para tipo de
singularidad IV es cuando & # 0.

Expresando Z en esas nuevas coordenadas como Z° = Z? 1Cige a - y usando [X 0,79 = —Z° tene-
mos paratodo: = 1,2,3,4:

ci(z) = Z A

<TA>=—1+N\;

con A\ = —1.
Usando [V, Z°] = X© se tiene:
Jdc .
8721(2) = —z1+k §2(2) = Nz,
603 Hea
8—21(;2) =323, ¥ g (2) = Mz
Resolviendo
52
c1(z) = kz— ?1 +c1(2)
ci(z) = Nzzi+¢i(2), parai=2,3,4.

Donde ¢;(0’) = 0 paratodo i = 1,2, 3, 4. Obervamos que c}y,, = k. Si k # 0, entonces \; = —1+ )\
esto es una contradiccion. Asi el tipo singularidad IV no existe. Ademas,

a(z) = > 2 4.3)

<IN >=—14X

con N = (Ao, A3, \4), 2’ = (22, 23,24) € J' = (Ja, J3, Ja). Por lo tanto
XO(Z) = —216%1 + Z?:z )‘izia%i
Yo(z) = 8%1
. zf ~ ’ o 4 ~ o
2°0) = (—F+a(@)gr + XimeNinz +a(2) 52,

donde paracadai = 1,2,3,4, \; € Z/2y ¢;(z") con ¢;(0") = 0 satisface la ecuacién (4.3).
Caso 4: Si X (p) # 0y Y(p) = 0. Entonces:

4
S 0 = 0
X0:7 YO: Z1 i /7’ -z h
0z’ ¢ ;g (2 )azi —° Z 82’1
donde g;(0) = h;(0) = 0, para todo j = 1,2, 3, 4. Por otro lado,
[6721}70, g3t ZO} _ [}A}O’ ZO] 4e A }70(621)20 3l ZO( 721)}/0

[570, ZO] + 91621 ZO _ hle—myo7

es decir [Y0, Z%] es un campo que no depende de z;. Usando [Y°, Z%] = X© se tiene

4
oh B
> (gz-al - hi““) = 1+20M (“4)
i Z 82,’
L/ ok, dg;
J J — R .
; (gi 02 h; 821) = gih; — higj, 4.5)

para j = 2,3, 4. La ecuacién (4.4) es imposible porque el orden de los g;s y el de los h;s en cero es mayor
oigual auno. _

Caso 5: Si X (p) # 0, Y (p) # 0y linealmente independientes.

Como X (p) # 0, [X°, Y% = YOy [X?, Z° = —Z° existe un cambio holomorfo de coordenadas en
una vecindad de p tal que X y Y se transforman en:

0

621
4

YOz) = ezlz:gZ —, 3i€{2,3,4}/9:(0) #0

4

Z2%0) = e_zlzhi(z'
i=1

hi(0")=0Vie{1,2,3,4}.
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Usando [Y?, Z°] = X© se tiene

4
oh 0
Z( 1_ 91>:1+291h1
5‘zi

1=2

4
Oh; dg
Z (gi B2 — h; i3 Z) = g1h; + h1gj,

=2

para j = 2,3,4.

297

(4.6)

4.7

Otro cambio de coordenadas posible consiste en aplicar el Teorema de Flujo Tubular a }7, obteniendo

Yo = az . A partir de la relacién [X°, Y°] = Y, se deriva que
= 9 < )
XO — (_ ny_~ i /
( Z1+a1(z))821+i252a(z)aZi,

donde a;(0) # 0 para algln ¢ = 2, 3, 4.

Sea Z°(z) = 1, bi(2) 72 ¥, utilizando la relacion [YV0,Z9] = X0, se obtiene:

-z +ay(d) = 2—2, a;(2') = ng =234
Resolviendo se encuentra:
bi(z) = 7? +a1(2)z1 + by (2)
bi(z) = ai(2)z+bi(2), Vi=234.
Finalmente al aplicar [X©, Z°] = —Z, se obtiene:

9 —a? = Z (ai(z’)glz (') = bi(2) 262 (z’))
" 4
Z

b Oa;
( 52 )—b()azgz))

Sustituyendo z = (z1,0’) en las ecuaciones (4.8) y (4.9), se obtiene:

—bj — alaj =

—d(0) = T, a(0)gE0)
—a1(0)a;(0) = i, ai(0)52(0),

para todo j = 2,3, 4. Si a;(0') = 0, entonces

paratodo j = 1,2,3,4.

Como para j = 2, 3,4, existe a;(0’) # 0, supongamos que a2 (0") # 0, entonces

8753-( N — _“3(0/)6733‘( _ a4(0/)673j(0)
822 o as (0/) 823 as (0/) 824

Dado que a5 es continua, existe una vecindad de 0’ en la cual ay(2’) # 0, y se cumple que

;0 _asle
(92:2

Ab; as(2') Ob,

( 623 2(2’/) 624

Esto equivale a que

0= i J’ Vj=1,23,4.
Za 8222 j

Vji=1,2,3,4.

(z):— —L () - —L(Z) Vj=1,2,34.

4.8)

4.9)

(4.10)
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Luego, sustituyendo (4.10) en las ecuaciones (4.8) y (4.9), se obtiene:

4
~ 0
Wi() —ai(z) = S bl )a‘;( ) @.11)
i=2 v
~ . da;
bi(+) —ar()ay () = D _bilz)5 1), (4.12)
i=2 ¢
para todo j = 2, 3, 4. ]

Observacion 4.1. Las formas normales de los campos que aparecen en la singularidad de tipo 11
pueden ser extendidos en el espacio proyectivo ponderado siempre que los campo Y° y Z° sean cam-
pos polinomiales. El estudio de campos cuasi-homogeneo y su extension en un espacio ponderado puede
encontrarse en [14], [15] y [16].

5. Conjunto singular a partir de las formas normales. En esta seccion estudiaremos la codimension
del conjunto singular de una accién holomorfa SL(2, C) sobre M. Ademads, afiadiendo alguna condicién
sobre los \’s dados en el teorema (4.1) podemos mejorar las formas normales.

Teorema 5.1. Sea v : SL(2,C) x M — M como en el teorema 4.1. Si p es de tipo I, Il o VI, entonces
existe una curva analitica , : D — C*, donde D C C es un disco abierto que contiene al origen de
coordenadas tal que v,(D) C Sing(y). Siendo vy, la curva integral del campo Z que pasa por p en el tipo
Ly vy, es la curva integral del campo Y que pasa por p para el reto de los casos.

Demostracion: Caso 1: Si p es de tipo 1.

Dado z € C* cerca de cero tal que X°(z) A Y°(2) A Z°(z) = 0. Entonces

) 9 < ~ ) )
0 = ((21+k 87—’—2)\ Zig —f—k‘Zl—Fbl( ))8 —&-]z:;(—)\jzlzj—l-bj(z’))a—% /\8721
4 4 8 6
- <(zl+k z; ) ]Z X212 + bi(z ))azj oo
4 4
0 0
= <Z)\l21 Z) Z )\ZlZJ +b( ))872:]/\872:1
=2 =2
0 0 0
= ()\2228 + )\3236 + A2y 8z4> A
~ 0 0 T o 0 0 T o 9 9
<(/\22’12’2 + bQ(Z ))872:2 N 8721 + ( 32123 + bg(z ))872’3 A 8721 — Ag2124 + b4( ))824 A 021>
_ ~ 9 a9 0
= ()\22’21)3(2 ) - )\32’31)2(2 ))871 A 872’2 A (9723
~ ~ 0 0 0
N / v v
+ (/\222b4(2) /\4Z4b2(2 ))621 A (92:2 N 824
~ ~ 0 0 0
N ’ v 9
+ (/\323b4(2) /\4Z4b3(2 ))82’1 A\ 975 A 824.
Entonces z = (21, 22, 23, 24) = (21,2") € Sing(yp) si
AQZQEg(ZI) - A32352(ZI) = 0
)\22254(2:/) — )\424?)5(2’) = 0
/\32354(2’/) - /\42453(2’/) = 0

__ Observamos que una parte del eje 21 estd contenido en el conjunto singular de la accién generada por
X%, Y%y ZY Ademis, una de las ecuaciones anteriores se deducen de las otras. Asf el conjunto singular
que pasa por p tiene codimensiéon mayor o igual a dos.

Caso 2: Si p es de tipo II1.
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dado z € C* cerca de cero tal que X°(z) A Y°(2) A Z°(z) = 0. Entonces

0 2 . 0
0 = —zl——l—;)\zl ]/\821/\[( ?—Fcl Z)\lez+cz ))aZl
4 4
0 0
= l; )\1218—21 1 [Zz (Niz1zi +¢i(z ))8%]
- 0 0 0 0 0 0
= [)\32302 — )\22203] 92, N 872’2 N — 97 [)\42403 — )\32304] 921 672’3 N (9724

0 0

0
+ [)\42462 — )\22264} 971 (972’2 A 8724

Entonces z = (z1, 22, 23, 24) = (21,2") € Sing(yp) si

)\32352(2:/) — )\22253(2:/) = 0
/\42453(2’/) - /\32354(2’/) = 0
)\42’452(2/) - A22254(Z/) = 0

Observamos que este sistema de ecuaciones es la misma que en el caso 1, entonces tiene misma con-
clusién.

Caso 3: Si p es de tipo VL. _ _ _
Dado z € C* cerca de cero tal que X%(2) A Y?(2) A Z°(2) = 0. Entonces

4
0 2 ~ 0
0 = [( 21 +a1 —|—Za, 821‘| 82’1 A |:<—Z21 —|—Cl1(z’)2’1 +b1(z’)> 87214-

=2
4

4 4 P
Zal 821 821]/\ P il Z1+b ))8211

a
1=2 2
0 0 ~ ~ 0 0] 0
32’

Il
l—l

A =— A =— + (ag(2")ba(2") — az(2")bs(2)) =— A =— A —

= (ag(Z/)EQ(Z ) — az(z) Z/ 822 0z3

+ (a4(z’)fl;3(z')fa3( )b4( ))%A%/\%

Entonces z = (21, 22, 23, 24) = (21,2') € Sing(p) si

asz(2)ba(2') —az(2")bs(2') = 0
as(2)ba(2') — az(z)ba(2) = 0
aa(2)b3(2') — as(z)ba(z') = 0

Asi vemos parte del eje z; se encuentra contenido en el conjunto singular.

Teorema 5.2. Sea ¢ : SL(2,C) x M — M como en el teorema 4.1. Sea p una singularidad de tipo
Iy sean A1, X2, A3, s autovalores de DX (p). Si para cada j = 1,2,3,4, 1 + X\j # Xaja + Asjz + Aaja
para todo indice J = (ja, j3,ja) con |J| > 2, entonces

X02) = (a kg + i Nzig:
. Ve 4 7
I:8 Y9z) = (f7 - kzl + by (2 ))3—21 + 200 (=212 +bj(z'))a%
ZO(Z) = aizl»
donde: ,
bi(2') = =5 + clgoza + chiozs + chor 24 tal que

(2 - )‘2)02{00 =(2- )\S)C(lno =(2- /\4)0601 =0,
52(2’) = cdog — Aakza + 21923 + By 24 tal que

(14 X2)cgo0 = (14 A2 — A3)cgio = (14 A2 — Aa)cgor =0,
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53(2’) = oo + o022 — A3kzz + iy 24 tal que

(14 X3)cgo0 = (14 X3 — A9)efoo = (1 + Az — Aa)cgor =0,
54(2’) = choo + Clooz2 + Chi1923 — Aakzy tal que

(14 A)cgop = (14 Aa = A2)cigo = (1 + Aa = A3)chrp = 0

Demostracién: Los autovalores de DX (p) son lo mismo que los autovalores de DX(0) que son Ay = 1,
A2, A3, Ay € Z/2. Sea gj(z’) = i tistia>0 022,23 1,752 2% su desarollo de Taylor al rededor del origen
de coordenadas.

Caso 1:

Para 7 = 1. Usando la ecuacion (4.1)

2 Z ()t = —k? +Z>\lil Z 1 = —k?+ Z cr (Z )\m>

|1]>0 1=2 [I]>1 |1|>1

Entonces para I = (i9, i3,44) con |I| > 2, tenemos:

4
(2 - Z /\lil> C; =
=2

Por la no resonancia 2 # Agio + Agiz + Agiy4, entonces C’} =0.
Para j = 2, 3, 4, sustituimos en la ecuacion (4.2):

4 4
(1 -‘r)\j) Z C]Il(z/)l = —)\jzjk?‘i‘z)\lil Z C}(Z/)I = —)\jzjk:+ Z C} <Z)\lil> (z 1
=2

1120 =2 121 11>1

Entonces para I = (io, 3,44) con |I| > 2, tenemos:

4
(1+ Xo)c Z/\lZlCI <1+/\2 —Z)\lil> cr =
=2

Nuevamente por la no resonancia
1+ Ao # Aado + Asiz + Asia,

entonces cJI =0.

Caso 2:
Para j = 1:
2c500 = —k* = cooo = —k*/2
2500 = Clpor2 = (2= A2)cg =0
2510 = Co0As = (2— As)cgyo =0
2001 = o = (2— Aa)cgor =0
Por lo tanto, by (2') = fk—; + cloo22 + Chipz3 + cdo1 24 tal que
(2— )‘2)0%00 =(2- AB)C(lno =(2- )\4)0601 =0.
Para j = 2:
(]. + )\2)0300 =0
(1 + A2)C%OO = _>\2k + )\20?00 = C%OO - —AQk
(1+X2)cho1 = Machor = (1+ X2 — Aa)cgg, =0

Por lo tanto,

ba(2') = cfoo — Aekza + G923 + o124 5.1
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tal que
(14 A2)cgoo = (14 Az = Ag)cgio = (14 Az — Ada)cgoy = 0.
Para j = 3:
(1+X3)cton = Xacloo = (1+ A3 — Aa2)clyo
(1+X3)cpy = —Ask+A3chp = coip = —Ask
(T4 X3)chor = Machor = (14 X3 — Aa)cgo, =0

Por lo tanto,

/ 3 3 3
b3(2") = cpoo + Clooz2 — Askzs + o1 24,

tal que
(1+ As)choo = (14 Az — A2)ctop = (1+ Az — Aa)cgoy = 0.
Para j = 4:
(1 + )\4)0300 = O
(1+X)cloe = Aacloo = (14 As — A2)cing
(L4 Xa)coi0 = Aschuo = (1+ As — As)coig
(1+M)cgor = —Ak+chorha = cgop = — k.

Por lo tanto,

/ 4 4 4
ba(2") = cpoo + Cloo?2 + Co1023 — Aakza,

tal que,

(1 + )\4)0300 = (1 + )\4 — )\2)0%00 = (]. + )\4 — )\3)0310 =0.
O

Authorcontributions. Mi contribucién en este trabajo consiste en determinar, alrededor de cada pun-

to singular de una accién holomorfa del grupo lineal especial sobre una variedad compleja, las formas
normales de los tres campos vectoriales asociados a dicha accion.
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