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Abstract

Using the ordinary differential equation of motion it is possible to determine the position in
time of a mass that moves because it is disturbed by some deterministic action. For this work
it was proposed to model a mass supporting a random disturbance. To do this, it was required
to model Brownian motion since it efficiently represents the randomness of the phenomenon.
Using the fundamentals of Functional Analysis, Probability Theory and Stochastic Processes, a
stochastic differential equation of motion was obtained. In order to extract solutions from this
equation, the Euler-Maruyama method was used, which was implemented computationally.
The results obtained showed that the use of a non-deterministic version to model movement
generates satisfactory results and of interest to science.

Keywords . Stochastic Processes, probability, Brownian motion, stochastic differential equation,
Euler-Maruyama method.

Resumen

Mediante la ecuación diferencial ordinaria de movimiento es posible determinar la posición
en el tiempo de una masa que se desplaza debido a que es perturbada por alguna acción de-
terminı́stica. Para este trabajo se propuso modelar a una masa soportando una perturbación
aleatoria. Para ello, se requirió modelar al movimiento browniano ya que éste representa efi-
cientemente la aletoriedad del fenómeno. Utilizando los fundamentos del Análisis Funcional,
la Teorı́a de la Probabilidad y los Procesos Estocásticos, se obtuvo una ecuación diferencial
estocástica de movimiento. Con objeto de extraer soluciones de esta ecuación, se uso el méto-
do de Euler-Maruyama el cual se implementó computacionalmente. Los resultados obtenidos
mostraron que el uso de una versión no determinı́stica para modelar el movimiento genera
resultados satisfactorios y de interés para la ciencia.

Palabras clave. Procesos estocásticos, probabilidad, movimiento Browniano, ecuación diferencial
estocástica, método de Euler-Maruyama.
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1. Introducción. En dinámica, a una masa puntual conectada a una base (el apoyo) me-
diante una estructura de soporte de peso despreciable se le conoce como un sistema de un grado
de libertad (1 GDL).

El modelo que se usa para representar a los sistemas con un grado de libertad consiste
en una masa conectada a un resorte de rigidez k y a un dispositivo de amortiguamiento con
constante c (Fig.1.1).

Figura 1.1: Modelo de un sistema de un grado de libertad para una carga dinámica vertical q(t):
una masa m con rodillos sobre una superficie lisa vertical conectada a un resorte de rigidez k y
a un dispositivo de amortiguamiento con constante c.

Experimentalmente se observa que, si la masa m sufre un desplazamiento v, se producirá
una fuerza interna fS en el resorte, la cual, en el rango elástico, cumple la relación lineal:

fS = kv. (1.1)

De igual manera, existe una relación lineal entre la velocidad v̇ de la masa m y la fuerza
interna del dispositivo de amortiguamiento fD considerando la constante c:

fD = cv̇. (1.2)

1.1. Formación de la ecuación diferencial. La segunda ley de Newton del movimiento
indica que:

n∑
i

−→
F i = ma⃗. (1.3)

Para un modelo de un sistema de un grado de libertad con carga vertical, en la dirección
positiva del eje v se considera una fuerza externa q(t) y en la dirección negativa las fuerzas fS
y fD. Entonces, debido a la ecuación (1.3):

q(t)− fS − fD = mv̈,

la cual escribiremos como
mv̈ + fS + fD = q(t). (1.4)

Finalmente, por (1.1) y (1.2) en (1.4) se obtiene la siguiente ecuacion diferencial ordinaria
de movimiento:

mv̈ + cv̇ + kv = q(t), (1.5)
donde

v = v(t) = desplazamiento de m,

v̇ = v̇(t) =
dv

dt
= velocidad de m,

v̈ = v̈(t) =
d2v

dt2
= aceleración de m.
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A v(t) suele llamársele “la respuesta del sistema” debido a una carga dinámica de entrada
q(t). Para algunas cargas q(t) que toman la forma de funciones constantes, lineales, sinusoida-
les, etc. se pueden encontrar soluciones exactas de la ecuación (1.5). Para cargas más complejas,
existen diversos métodos numéricos (ver [1]).

1.2. EDO de movimiento producido por un desplazamiento vertical del apoyo. Supónga-
se ahora que en lugar de una carga dinámica q(t) aplicada directamente a la masa m, se presenta
un desplazamiento vertical (determinı́stico) z = z(t) en la base del soporte (el apoyo). El des-
plazamiento total de la masa será v = y + z (Fig. 1.2), entonces, por la segunda ley de Newton
del movimiento:

−fS − fD = m(ÿ + z̈) ⇒ mÿ + fS + fD = −mz̈.

Como fS y fD dependen de y y ẏ, respectivamente, se tiene que

mÿ + cẏ + ky = −mz̈. (1.6)

Esta ecuación muestra que un sistema con desplazamiento z = z(t) en la base es equiva-
lente a uno con la base fija pero con una masa perturbada por una carga q(t) = −mz̈(t) (Fig.
1.3). Por lo tanto, la ecuación diferencial ordinaria de movimiento (1.5) también aplica para el
caso de sistemas con desplazamiento en la base.

Figura 1.2: Sistema de un grado de libertad pertubado por un desplazamiento vertical z = z(t)
en su base.

Dividiendo la ecuación (1.6) entre m la ecuación adquiere la forma:

ÿ +
c

m
ẏ + ω2

ny = −z̈(t), (1.7)

donde ωn =

√
k

m
.

La ecuación (1.7) puede ser llamada ecuación diferencial ordinaria de movimiento debido
al desplazamiento vertical z = z(t) de la base.
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Figura 1.3: El sistema con la base desplazada z(t) es equivalente a otro con la base fija pero
con una masa m perturbada por una carga q(t) = −mz̈(t).

Este modelo es absolutamente determinı́stico. Es decir, la carga sobre la masa está controla-
da y se la puede conocer plenamente a lo largo del tiempo. Y la respuesta del sistema también.
La ecuación diferencial nos permite predecir cuál será la posición de la masa a lo largo del
tiempo.

Siendo más realistas, tanto la carga como la respuesta están envueltas en procesos aleato-
rios. Por ello, algunos investigadores (véase por ejemplo, [2]) propusieron refinar el modelo del
movimiento incorporando un comportamiento aleatorio.

En este trabajo, se presenta los resultados de este tipo de investigaciones sobre modelos fı́si-
cos que no solo pueden ser usados para estudiar al movimiento, sino también a otros fenómenos
de interés para la ciencia ([3]).

2. Modelo matemático. En la ecuación (1.7):

ÿ +
c

m
ẏ + ω2

ny = −z̈(t),

si la aceleración en la base z̈(t) es vertical y es producida por un evento aleatorio, Bolotin [2]
propone representarla de manera no determinı́stica como:

z̈(t) = I(t)ξt,

donde I(t) es una función determinı́stica y ξt es un proceso aleatorio (ruido).
Para el componente determinı́stico I(t), se puede usar la siguiente función (propuesta por

Shinozuka y Sato [4]):

I(t) =
1

γ
(e−αt − e−βt),

donde γ puede elegirse usando

γ =

[(
α

β

) α
β−α

−
(
α

β

) β
β−α

]
.

De esta manera, el modelo del movimiento con componente estocástica será la siguiente
ecuación diferencial estocástica:

ÿ +
c

m
ẏ + ω2

ny = −I(t)ξt, (2.1)

donde
I(t) =

1

γ
(e−αt − e−βt).

La ecuación (2.1) modela el desplazamiento vertical de un sistema de un grado de libertad
debido a desplazamientos verticales de la base de soporte generados por un evento aleatorio.
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Figura 2.1: Modelo fı́sico para el movimiento en un grado de libertad vertical amortiguado. La
ecuación (2.1) es el modelo matemático para la determinación en el tiempo de su desplaza-
miento vertical ante cargas aleatorias en la base.

3. Movimiento browniano. Antes de dar una definición matemática del movimiento brow-
ninano, se presentarán algunas definiciones importantes.

Definición 3.1 (Proceso estocástico). Un proceso estocástico es una colección de variables
aleatorias Xt definidas en un espacio de probabilidad (Ω,F , P ) y parametrizadas por t ∈ T
donde T ⊂ Rn para n ≥ 1.

• Si T = {1, 2, · · · } se dice que Xt es un proceso estocástico en tiempo discreto (sucesión
de variables aleatorias).

• Si T = [0,∞) se dice que Xt es un proceso estocástico en tiempo continuo.
En un proceso estocástico Xt, para cada t ∈ T fijo se tiene a una variable aleatoria:

ω −→ Xt(ω); ω ∈ Ω,

y si se fija ω ∈ Ω se tiene a la función
t −→ Xt(ω); t ∈ T,

llamada una “ruta”, “trayectoria”, “camino muestral” o “realización” de Xt.
La notación alternativa X(t, ω) para un proceso estocástico sugiere que éste puede ser

considerado como una función X : T × Ω −→ Rn. Si se fijase algún t ∈ T la función X(t, ·)
dada por ω 7→ X(t, ω) es una variable aleatoria conocida como el valor del proceso X en el
instante t. Si se fijase algún ω ∈ Ω la función X(·, ω) dada por t 7→ X(t, ω) es medible y
representa a la realización de X correspondiente a ω.

Definición 3.2 (Filtración). Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad. Una filtración se
define como una colección de sub σ-álgebras {Ft}t≥0 de F tal que Fs ⊂ Ft para 0 ≤ s ≤
t. Al espacio de probabilidad (Ω,F , {Ft}t≥0, P ) se le conoce como espacio de probabilidad
filtrado.

Definición 3.3 (Proceso adaptado). Sea Xt un proceso estocástico. Se dice que Xt es
adaptado a la filtración {Ft}t≥0 o simplemente es Ft-adaptado si Xt es {Ft}-medible para
cada t ≥ 0 o, dicho de otra forma, si Xt es una variable aleatoria con respecto a la sub
σ-álgebra Ft para cada t ≥ 0.

Definición 3.4 (Movimiento Browniano). Un proceso estocástico Bt : [0,∞) × Ω → R
en (Ω,F , P ) es llamado proceso de Wienner o movimiento Browniano estándar en R con
respecto a la filtración {Ft}t≥0 si posee las siguientes propiedades

(1) B0 = 0 c.s.

(2) Si t > s ≥ 0, entonces Bt −Bs es independiente de Fs.

(3) Si t > s ≥ 0, entonces Bt −Bs ∼ N(0, t− s).

(4) Las realizaciones B(·, ω) son continuas c.s., es decir,
P ({ω ∈ Ω;B(·, ω) es continua }) = 1.
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4. Ecuaciones diferenciales estocásticas. Con objeto de presentar a las ecuaciones dife-
renciales estocásticas, Øksendal [5] se refiere al modelo de crecimiento poblacional simple el
cual es modelado por la siguiente ecuación diferencial ordinaria:

dN

dt
= a(t)N(t), N(0) = N0 (constante),

donde N(t) es el tamaño de la población al tiempo t, y a(t) es la tasa relativa de crecimiento al
tiempo t.

Considérese ahora modificar a a(t) incorporándole un término que refleje efectos aleatorios
que se pueden producir en el fenómeno. De esta forma, se tiene que

a(t) = r(t) + ruido,

donde r(t) es determinı́stica. Luego, la ecuación diferencial del crecimiento poblacional adopta
la siguiente forma no determinı́stica:

dN

dt
= (r(t) + ruido)N(t),

dN

dt
= r(t)N(t) +N(t) · ruido. (4.1)

Generalizando la ecuación (4.1) al hacer N = X , r(t)N(t) = b(t,Xt) y N(t) · “ruido” =
σ(t,Xt) · “ruido” se obtiene la siguiente ecuación diferencial no determinı́stica:

dX

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt) · ruido.

El modelo matemático que se usará para el ruido será un proceso estocástico Wt que cumpla
con las siguientes caracterı́sticas:

(i) t1 ̸= t2 ⇒ Wt1 y Wt2 son independientes.

(ii) Wt es estacionario, es decir, la distribución de {Wt1+t, · · · ,Wtk+t} no depende de t.

(iii) E[Wt] = 0 para todo t.

Luego:
dX

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt) ·Wt. (4.2)

Si se hace 0 = t0 < t1 < · · · < tm = t se podrá considerar una versión discreta de (4.2):

Xk+1 −Xk = b(tk, Xk)∆tk + σ(tk, Xk)Wk∆tk, (4.3)

donde
Xj = X(tj), Wk = Wtk , ∆tk = tk+1 − tk.

Se hará Wk∆tk = ∆Vk = Vtk+1
− Vtk donde {Vt}t≥0 es algún proceso estocástico ade-

cuado. Por (i), (ii) y (iii) para Wt se colige que Vt deberı́a tener incrementos independientes
estacionarios de media cero. En [5], y citando a Knight (1981) y Kallenberg (2002), se indica
que el único proceso estocástico con rutas continuas y que cumple con esta condición es el
movimiento browniano Bt por lo que Vt = Bt. Entonces la ecuación (4.3) adopta la siguiente
forma discreta:

Xk = X0 +

k−1∑
j=0

b(tj , Xj)∆tj +

k−1∑
j=0

σ(tj , Xj)∆Bj . (4.4)

Considerando que los lı́mites del lado derecho de (4.4) existen se puede, aplicando la nota-
ción usual de integración, obtener la siguiente ecuación:

Xt = X0 +

∫ t

0

b(s,Xs)ds+

∫ t

0

σ(s,Xs)dBs, (4.5)

o en notación diferencial
dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt, (4.6)

a la cual podemos denominar como ecuación diferencial estocástica (EDE).
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Se debe definir la existencia del lı́mite que conlleva a la integral
∫ t

0

σ(s,Xs)dBs. Para

ello, pueden plantearse diversas propuestas [6], pero las más usadas son las de Itô y la de
Stratonovich. En esta investigación se usará la interpretación de Itô.

Definición 4.1 (Funciones Itô-integrables). Sea ν = ν(S, T ) la clase de funciones f(t, ω) :
[0,∞)× Ω −→ R tal que

(i) (t, ω) −→ f(t, ω) es B(R)×F-medible donde B(R) es la σ-álgebra de Borel.

(ii) f(t, ω) es Ft-adaptado.

(iii) E

[∫ S

T

f(t, ω)2dt

]
< ∞.

Definición 4.2 (Funciones elementales). Una función ϕ ∈ ν es llamada elemental si tiene
la forma

ϕ(t, ω) =
∑
j

ej(ω)1[tj ,tj+1)(t),

donde ej es una función Ftj -medible. De esta forma, es razonable definir:∫ T

S

ϕ(t, ω)dBt(ω) =
∑
j≥0

ej(ω)[Btj+1 −Btj ](ω).

Definición 4.3 (La integral de Itô). Sea f ∈ ν. Entonces, la integral de Itô I[f ](ω) =∫ T

S

f(t, ω)dBt(ω) es definida por

∫ T

S

f(t, ω)dBt(ω) = ĺım
n→∞

∫ T

S

ϕn(t, ω)dBt(ω),

donde {ϕn} es una sucesión de funciones elementales tal que

E

[∫ T

S

(f(t, ω)− ϕn(t, ω))
2dt

]
−→ 0

cuando n −→ ∞.

4.1. Propiedades de la integral de Itô. Sean f, g ∈ ν(0, T ), 0 ≤ S < U < T y α una
constante. Entonces

a)
∫ T

S

f dBt =

∫ U

S

f dBt +

∫ T

U

f dBt, c.s.

b) La integral de Itô es lineal i.e.∫ T

S

(αf + g) dBt = α

∫ T

S

f dBt +

∫ T

S

g dBt, c.s.

c) La integral de Itô tiene media cero, i.e.

E

[∫ T

S

f dBt

]
= 0.

d)
∫ T

S

f dBt es FT -medible.

Teorema 4.1 (La isometrı́a de Itô). Para todo f ∈ ν(S, T )

E

[(∫ T

S

f(t, ω)dBt

)2
]
= E

[∫ T

S

f2(t, ω)dt

]
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Para la prueba ver Øksendal [5].
Definición 4.4 (Proceso de Itô en una dimensión). Sea Bt un movimiento Browniano

unidimensional en (Ω,F , P ). Un proceso de Itô o integral estocástica es un proceso estocástico
Xt en (Ω,F , P ) de la forma

Xt = X0 +

∫ t

0

u(s, ω)ds+

∫ t

0

v(s, ω)dBs,

o en su notación diferencial
dXt = udt+ vdBt,

donde u (llamado la “tendencia”, “deriva” o “drift”) es Ht-adaptada y es tal que

P

[∫ t

0

|u(s, ω)|ds < ∞ para todo t ≥ 0

]
= 1,

y v (llamado la “volatilidad” o “coeficiente de difusión”) es tal que

P

[∫ t

0

v(s, ω)2ds < ∞ para todo t ≥ 0

]
= 1,

Nótese que un proceso de Itô incluye a una integral de Itô.
El siguiente teorema establece que, cuando a un proceso de Itô se le aplica una función lo

suficientemente suave, el proceso resultante sigue siendo un proceso de Itô.
Teorema 4.2 (La fórmula de Itô en una dimensión). Sea Xt un proceso de Itô dado por

dXt = udt+ vdBt,

Sea g(t, x) ∈ C2([0,∞)× R) (i.e. g es dos veces continuamente diferenciable en [0,∞)× R).
Entonces

Yt = g(t,Xt),

es nuevamente un proceso de Itô y

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
(t,Xt)dXt +

1

2

∂2g

∂x2
(t,Xt) · (dXt)

2,

donde (dXt)
2 = (dXt) · (dXt) es calculado de acuerdo a las reglas

dt · dt = dt · dBt = dBt · dt = 0, dBt · dBt = dt.

Demostración: Un bosquejo de la prueba se encuentra en [5]. □
Teorema 4.3 (Existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales estocásticas). Sea

T > 0 y sean b(·, ·) : [0, T ] × Rn → Rn, σ(·, ·) : [0, T ] × Rn → Rn×m funciones medibles
satisfaciendo las siguientes dos condiciones:

1. Condición de acotamiento o crecimiento lineal (para la existencia):

|b(t, x)|+ |σ(t, x)| ≤ C(1 + |x|); x ∈ Rn, t ∈ [0, T ]

para alguna constante C y

2. Condición de Lipschitz (para la unicidad):

|b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ D|x− y|; x, y ∈ Rn, t ∈ [0, T ]

para alguna constante D.

Sea también Z una variable aleatoria independiente de la σ-álgebra F (m)
∞ generada por Bs(·),

s ≥ 0 y tal que
E[|Z|2] < ∞.

Entonces la EDE

dXt = b(t,Xt) dt+ σ(t,Xt) dBt, 0 ≤ t ≤ T,X0 = Z

o su versión integral

Xt = X0 +

∫ t

0

b(s,Xs) ds+

∫ t

0

σ(s,Xs) dBs

tiene una única solución Xt(ω) la cual cumple con las siguientes dos propiedades:
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1. Xt es adaptada a la filtación FZ
t generada por Z y Bs(·); s ≤ t y

2. E

[∫ T

0

|Xt|2 dt
]
< ∞.

Demostración: Ver [5] y [7]. □

5. Solución analı́tica de una EDE de movimiento. La solución de una ecuación diferen-
cial estocástica (EDE) como la presentada en (2.1) es un proceso estocástico. Por ello, para el
desarrollo de esta sección se requirió de un estudio riguroso del Análsis Funcional y la Teorı́a
de la Probabilidad (ver [8], [9], [10], [3], [6],[11], [5] y [12]).

Para resolver analı́ticamente la EDE (2.1) se empezará usando la misma estrategia que se
usa en la solución de EDOs de segundo orden. Sean

y = Y1 = Y1(t, ω),

ẏ = Y2 = Y2(t, ω).

Con estos procesos se conformará el siguiente vector:

Y = Y (t, ω) =

(
Y1

Y2

)
=

(
Y1(t, ω)

Y2(t, ω)

)
=

(
y

ẏ

)
.

Se aprecia que, como Y1 = y, entonces dY1 = ẏ = Y2 dt. Análogamente, ya que Y2 = ẏ,
entonces dY2 = ÿ = −I(t)ξt dt −

c

m
Y2 dt − ω2

nY1 dt. Luego, se puede plantear el siguiente
sistema de ecuaciones: {

dY1 = Y2 dt,

dY2 = −I(t)ξt dt−
c

m
Y2 dt− ω2

nY1 dt.

Según la interpretación de Itô presentada en la sección anterior, se tiene que ξt dt = dBt.
Entonces: {

dY1 = Y2 dt,

dY2 = −I(t) dBt −
c

m
Y2 dt− ω2

nY1 dt.

Ordenando matricialmente:

d

(
Y1

Y2

)
=

(
0 1

−ω2
n − c

m

)(
Y1

Y2

)
dt+

(
0

−I(t)

)
dBt

es decir,
dY = AY dt+ F (t) dBt (5.1)

donde

A =

(
0 1

−ω2
n − c

m

)
y F (t) =

(
0

−I(t)

)
=

 0

−1

γ
(e−αt − e−βt)

 .

Se observa que la ecuación (5.1) es bidimensional con coeficientes continuos.
Para una matriz A de n×n elementos, se define a la matriz de n×n elementos exponencial

de A como

eA =

∞∑
k=0

1

k!
Ak.

Esta serie converge para toda matriz A.
Multiplicando (5.1) por e−At:

e−AtdY = e−AtAY dt+ e−AtF (t) dBt,

e−AtdY − e−AtAY dt = e−AtF (t) dBt. (∗)
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Por la fórmula de Itô multidimensional aplicada a las funciones de dos coordenadas g1, g2

g : [0,∞)×R2 → R2 dado por g(t, x1, x2) = e(−At)

(
x1

x2

)
,

se obtiene
d(e(−At)X(t)) = (−A)e(−At)X(t) dt+ e(−At) dX(t).

Usando este resultado en (∗):

d(e−AtY ) = e−AtF (t) dBt,

e−AtY − Y (0) =

∫ t

0

e−AsF (s) dBs,

e−AtY = Y (0) +

∫ t

0

e−AsF (s) dBs,

Y = eAt

[
Y (0) +

∫ t

0

e−AsF (s) dBs

]
, (5.2)

donde

A =

(
0 1

−ω2
n − c

m

)
y F (t) =

(
0

−I(t)

)
=

 0

−1

γ
(e−αt − e−βt)

 .

La ecuación (5.2) representa la solución analı́tica de la ecuación de movimiento (2.1) [y,
por lo tanto, también de (5.1)] con componente estocástico bajo la propuesta de Bolotin [2]. Es
de notar que se trata de una solución que está dependiendo de la integral estocástica multidi-

mensional
∫ t

0

e−AsF (s) dB la cual a su vez depende de la exponencial de una matriz. Por ello,

será conveniente buscar una solución numérica.

6. Solución numérica de una EDE de movimiento. La respuesta de la ecuación (5.1)
resuelve la EDE de movimiento (2.1).

Kloeden y Platen [3] indican que una de los métodos numéricos más simples para un proce-
so de Itô es la aproximación de Euler (llamada también de Euler-Maruyama). En este método,
una EDE puede ser usada discretizando el tiempo en intervalos ti partiendo de una valor inicial
de tal manera que para t0 el valor inicial de la respuesta serı́a Xt0 = X0.

Llámese Xi = X(ti). De esta forma, una EDE puede ser derivada para representar el
siguiente esquema iterativo:

Xi+1 = Xi + a(Xi) ∆t+ b(Xi) ∆Bi, (6.1)

el cual puede ser utilizado para buscar una solución numérica de una EDE.
Sea Xt el proceso de Itô el cual es la solución de la siguiente EDE:

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dBt,

en t0 ≤ t ≤ T con valor inicial Xt0 = X0.
Para la discretización t0 = τ0 < τ1 < · · · < τn < · · · < τN = T del intervalo de tiempo

[t0, T ] una aproximación de Euler-Maruyama es un proceso estocástico a tiempo discreto
Y = {Y (t), t0 ≤ t ≤ T} satisfaciendo el esquema iterativo

Yn+1 = Yn + a(τn, Yn)(τn+1 − τn) + b(τn, Yn)(Bτn+1 −Bτn),

o escrito de manera compacta

Yn+1 = Yn + a∆n + b∆Bn,

para n = 0, 1, 2, · · · , N − 1 con valor inicial Y0 = X0 (se ha usado la notación Yn = Y (τn) y
∆n = τn+1 − τn).
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Llámese δ = máx
n

∆n al máximo “tamaño de paso”. Si la discretización del intervalo de

tiempo [t0, T ] fuese equidistante se cumplirá que

τn = t0 + nδ,

donde

δ = ∆n = ∆ =
(T − t0)

N
,

para algún entero N tal que δ ∈ (0, 1).
La sucesión {Yn, n = 0, 1, · · · , N} de valores de la aproximación de Euler estocástica en

los instantes de la discretización de tiempo (τ)δ = {τn, n = 0, 1, · · · , N} puede ser calculada
de manera similar que el caso determinı́stico pero incluyendo ahora los incrementos aleatorios

∆Bn = Bτn+1 −Bτn ,

para n = 0, 1, · · · , N1 del movimiento Browniano B = {Bt, t ≥ 0}.
El movimiento browniano tiene incrementos independientes con distribución normal y va-

rianza igual al incremento del tiempo. Esto significa que

E(∆Bn) = 0,

y
Var((∆Bn)

2) = ∆n.

Luego, para simular los incrementos ∆Bn, es posible, iniciando en 0, dar un valor aleatorio
de distribución normal e ir incrementando y acumulando los resultados según la variación ∆n =
t − s. El tamaño de paso ∆t considerado en la implementación computacional representa una
conveniente variación del tiempo.

Sea Yi = Y (ti) y Yi+1 = Y (ti+1). Entonces, bajo el esquema de Euler-Maruyama (ver [3]),
la ecuación (5.1) adopta la siguiente forma (versión integral):

Yi+1 − Yi =

∫ ti+1

ti

AY dt+

∫ ti+1

t1

F (t) dBt,

Yi+1 − Yi ≈ AYi ∆t+ F (ti) ∆Bi. (6.2)

Ordenando:
Yi+1 = (I +A ∆t)Yi + F (t) ∆Bi, (6.3)

donde

Yi+1 =

(
Y i+1
1

Y i+1
2

)
, Yi =

(
Y i
1

Y i
2

)
.

I +A ∆t =

(
1 ∆t

−ω2
n∆t 1− (

c

m
)∆t

)
, F (t) =

(
0

−I(t)

)
y ∆Bi = Bi+1 −Bi.

Por lo tanto:(
Y i+1
1

Y i+1
2

)
=

(
1 ∆t

−ω2
n∆t 1− (

c

m
)∆t

)(
Y i
1

Y i
2

)
+

(
0

−I(t)

)
∆Bi.

Luego, el esquema iterativo para el método numérico será:{
Y i+1
1 = Y i

1 +∆t Y i
2 ,

Y i+1
2 = −ω2

n∆t Y i
1 + (1− (

c

m
)∆t)Y

i
2 − I(t) ∆Bi.

(6.4)

No es difı́cil implementar este esquema iterativo usando algún lenguaje de programación.
Considérese por ejemplo un sistema de un grado de libertad consistente por una masa m =
1019,37 kg. Supóngase también que dicha masa está sostenida por una elemento de soporte
vertical de módulo de elasticidad E = 2 × 104 MPa, 3 m de altura y sección transversal
cuadrada de lado 0,40 m.
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Se define a la rigidez axial k del elemento de soporte vertical de la siguiente manera:

k =
EA

L
=

(2× 1010)× (0,402)

3
= 1 066 666 666,67 N/m

donde A es el área de la sección transversal de la columna y L es su altura.
La frecuencia circular natural de vibración ωn es:

ωn =

√
k

m
=

√
1 066 666 666,67

1019,37
= 1022,94 rad/s

El coeficiente de amortiguamiento crı́tico cc es (ver [1]):

cc = 2mωn = 2
√
km =

2k

ωn
= 2 085 498,37 N·s/m.

Se va a considerar que c = 104 274,92 N·s/m (i.e. 5 % del coeficiente del amortiguamiento
crı́tico).

Como se indicó, la función determinı́stica I(t) escogida para el modelo es la propuesta por
Shinozuka y Sato [4]:

I(t) =
1

γ
(e−αt − e−βt),

donde γ puede elegirse usando

γ =

[(
α

β

) α
β−α

−
(
α

β

) β
β−α

]
.

Se usarán los valores de α = 0,085, β = 0,17 y γ = 0,25 (ver Fig. 6.1).

Figura 6.1: Función determinı́stica I(t) propuesta por Shinozuka-Sato con α = 0,085 y β =
0,17.

La Fig. 6.2 muestra los resultados de desplazamiento y velocidad obtenidos para un tamaño
de paso ∆t = 2−10 s usando una implementación en Python.
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Figura 6.2: Solución numérica de una EDE de movimiento usando la aproximación de Euler-
Maruyama para un tamaño de paso de ∆t = 2−10 s.

Analizando los resultados obtenidos, se observa lo siguiente:

(a) Partiendo del cero, tanto el desplazamiento como la velocidad empiezan a crecer hasta
alcanzar un valor pico. Luego, la respuesta se va atenuando hasta regresar al estado de
equilibrio original.

(b) La presencia del componente estocástico distorsiona la suavidad que se observarı́a en
las trayectorias determinı́sticas haciendo que las realizaciones, con probabilidad 1, sean
funciones continuas pero no diferenciables en ningún punto. Esta es una de las propie-
dades que presenta el movimiento browniano.

(c) Al efectuar cambios en la semilla inicial y el tamaño de paso ∆, las realizaciones man-
tienen su simetrı́a con respecto al eje horizontal por lo que la media tiende al cero al
fijar cualquier tiempo.

7. Conclusiones. Es posible la migración de la ecuación determinı́stica del movimiento
a una versión estocástica utilizando de manera conveniente al movimiento browniano para la
representación de la aleatoridad del fenómeno a modelar. El modelamiento estocástico de otros
fenómenos de interés en la ciencia seguirı́a un proceso similar al presentado.
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