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Abstract

In the present work, the spectral differentiation method was studied to solve the scalar
Burgers’ partial differential equation. This equation has been of considerable physical interest
as it can be regarded as a simplified version of the Navier-Stokes equations. Through this
study, the spectral differentiation method and its convergence were described; additionally, the
mimetic method and the use of the MOLE library for numerically solving the scalar Burgers
equation were presented.
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Resumen

En el presente trabajo se estudio el método de diferenciacion espectral para resolver la ecua-
cion diferencial parcial de Burgers escalar, esta ecuacion ha sido de considerable interés fisico
debido a que puede considerarse como una version simplificada de las ecuaciones de Navier-
Stokes. A través de este estudio se describio el método de diferenciacion espectral y su conver-
gencia; también se presento el método mimético y el uso de la libreria MOLE para resolver
numéricamente la ecuacion de Burgers escalar.

Palabras clave. Ecuacién de Burgers, diferenciacion espectral, método mimético.

1. Introduccion. Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) son fundamentales para el
modelado de fendmenos naturales que aparecen en las diferentes ramas de la ciencia. Algunas
veces se pueden encontrar matematicamente sus soluciones, o solo es un poco dificil lidiar con
estas. Es por ello que surge, la necesidad de utilizar métodos numéricos para resolverlas.

La ecuacién parabdlica no lineal

ou ou 0%u
E—Fuaﬁx_yw, (1.1)
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es conocida como ecuacién de Burgers, ha sido de considerable interés fisico debido debido a
que puede considerarse como una versién simplificada de la ecuacién de Navier - Stokes, pero
que interpreta la modelizacién de ondas de choque; a su papel en la jerarquia de aproximaciones
de las ecuaciones de Navier- Stokes. Apareci6 por primera vez en el trabajo de Bateman en
1915, luego fue nombrado por Jan Burgers en 1948, quien estudi6 la ecuacién como un modelo
matematico de turbulencia [1]. Es asi que, la ecuacidn de Burgers modela con éxito el transporte
de ciertos gases, la acustica y el fendmeno de turbulencia.

Entre 1950 y 1951, Cole y Hopf brindaron una solucién exacta y completa en términos
de sus condiciones iniciales, las soluciones analiticas son complicadas de calcular, motivando
asi el surgimiento de métodos numéricos que permiten encontrar una solucién aproximada.
Los métodos numéricos mas conocidos son los métodos de diferencias finitas, que tuvieron un
gran impacto en la década de los cincuenta; los métodos de elementos finitos, cuyo desarrollo y
aplicacion llegé en la década de los sesenta; y por tltimo, los métodos espectrales, que lograron
difundirse y utilizarse en la década de los setenta. [2]

A finales de 1980 durante el GAMM workshop realizado en Louvain-la -Neuve, algu-
nos investigadores propusieron resolver la ecuacion no lineal de Burgers con viscosidad igual
a 1/1007, aplicando Métodos espectrales y de diferencias finitas; donde, los reportes compu-
tacionales arrojan que los esquemas espectrales tienen mejor precision [3, 4]. Por otro lado, en
el afio 2011 en el trabajo de Mohamad Reza [5] se demuestra un algoritmo para la simulacién
de problemas periddicos. Este algoritmo el cual es llamado Método espectral de Fourier utiliza
una representacion de Fourier en el espacio y se utiliza la transformada discreta de Fourier.
En contraste a la técnica convencional de Fourier en el cual se resuelven las ecuaciones en el
espacio de frecuencias, el nuevo algoritmo realiza todos los célculos en el dominio fisico. El
método espectral de Fourier ha sido propuesto por su precision y eficiencia computacional de

fluidos periédicos. Asi mismo, en el afio 2020 en el trabajo de Alvaro Cia Mina [6] se descri-
ben los algoritmos de diferenciacion espectral que son empleados en la transformada de Fourier
discreta, donde también se detalla la base de la teoria de la aproximacion que permitié estudiar
la convergencia de la diferenciacion espectral; implementando el método espectral centrando-
se en los métodos de colocacién de Fourier para resolver la ecuacion Korteweg-de Vries, y
comprobando numéricamente su eficiencia.

Nétese que los métodos de diferencias finitas dan soluciones aproximadas en los pun-
tos de la malla computacional elegida; por otro lado, los métodos de elementos finitos dan
aproximaciones polinomiales continuas o continuas por partes en regiones poligonales (por lo
general triangulares en dos dimensiones), mientras que los métodos espectrales brindan solu-
ciones aproximadas en forma de polinomio sobre todo su dominio [7].

Los métodos espectrales son técnicas para la discretizacion espacial de ecuaciones di-
ferenciales parciales. Estas se basan en la aproximacién de la solucién exacta por polinomios.
Como consecuencia y en contraste con otros métodos como diferencia finita o elementos fini-
tos, ellas son capaces de lograr un grado infinito de precision. Desde el punto de vista tedrico,
esta relacionado con el hecho de que cualquier funcién analitica puede aproximarse por poli-
nomios de forma exponencial. Desde el punto de vista numérico, esto significa que el orden de
convergencia de la solucién discreta a la solucidn exacta esta limitado inicamente por la regu-
laridad de la solucién exacta. Desde el punto de vista practico, menos grados de libertad son
necesarios en muchas simulaciones numéricas para obtener una precision dada. Este alto orden
de precision, justifica el uso cada vez mayor de métodos espectrales, al menos para problemas
elipticos o parabdlicos, en un gran niimero de laboratorios universitarios de investigacion, asi
como en departamentos de investigacion industrial.[8, 9]

Por otro lado, los métodos de diferencias miméticas han emergido como una técnica
poderosa para resolver ecuaciones diferenciales parciales (EDPs), especialmente en problemas
donde la preservacion de ciertas propiedades geométricas y fisicas es crucial. A diferencia de
los métodos de diferencias finitas tradicionales, que pueden introducir errores y violar propie-
dades fundamentales de las ecuaciones originales, los métodos miméticos estan disefiados para
conservar integralmente las propiedades del problema original, como la conservacion de masa,
momento y energia. [10]

En este articulo, planteamos el problema, luego definimos los métodos de diferencia-
cibén espectral, después hacemos la aproximacion espectral de la ecuacién, estudiamos su con-
vergencia, presentamos los resultados computacionales y los contrastamos con los resultados
mediante métodos miméticos.

2. Diferenciacion espectral. Para estudiar este método, necesitamos conocer la expacion
discreta de Fourier y algunas desigualdades para demostrar la convergencia del método de
Fourier- Galerkin utilizando diferenciacion espectral.
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2.1. Expansion discreta de Fourier. Para cualquier entero N > 0, consideramos el con-
junto de puntos
21y
BEN
que se refieren a los nodos o puntos de la malla. Los coeficientes discretos de Fourier de funcién
compleja u en [0, 27| con respecto a estos puntos son

j=0,...,N—1, @2.1)

= u(xj)e ** —N/2 <k < N/2-1. (2.2)

Debido a la relacién de ortogonalidad

N—-1 .
1 ipe,  J1 sip=Nm,m=0+1,+2, ..
N Z; e = {0 en otro caso, (2.3)
J:
Se tiene la férmula inversa
N/2—1
u(y) = Y e, j=0,...,N-1. (2.4)
k=—N/2
Ast, el polinomio
N/2—1
Iyu(z) = Y ige™ (2.5)
k=—N/2
es el polinomio interpolante trigonométrico de grado /N/2 en los nodos (2.1), es decir, Iyu(x;) =
u(z;),j =0,...,N — 1. Este polinomio también es conocido como serie de discreta de Fourier
de u.
Los coeficientes u;, dependen solo de los NV valores de u en los nodos (2.1). La transforma-
da discreta de Fourier es la aplicacién entre los N valores complejos u(z;),7 = 0,...,N — 1
y los N valores complejos g,k = —N/2,...,N/2 — 1. Las dos formas convencionales de

transformadas discretas de Fourier son dadas en la expresion (2.2) y (2.4), donde esta tltima
expresion es denominada la inversa de la transformada discreta de Fourier. Esta transformada
de Fourier discreta puede ser ejecutada por el algoritmo de la transformada rapida de Fourier
desarrollado por Cooley y Tukey en el afio 1965. Note que los coeficientes continuos de Fou-
rier del polinomio interpolantes son precisamente los valores calculados via la transformada
discreta de Fourier (2.2).

2.2. Aproximacion espectral. Generalmente al realizar el andlisis numérico de las ecua-
ciones diferenciales parciales, se trabaja con las normas de Sobolev; por ello, los resultados
de aproximacién que se presentan en esta seccién hardn uso de estas normas. Como referencia
general puede tomarse el libro de Adams y Fournier ([11]).

Una propiedad que se utilizard para el andlisis del método sera la desigualdad inversa en
las normas de Sobolev para los polinomios trigonométricos:

[olls < A)N*"llgllr,  0<r<s,¢eSn (2.6)

donde A(s) es una constante que depende solo de s.
Una desigualdad que es notoria y surge de la identidad de Parseval, que también utilizare-
mos mas adelantes es:

N/2
du
2 — 1+ EDak)? < la(0)]? +2|==|2 . 2.7
[Jull1 k_z;m( + k*)|a(k)[* < [a(0)]" + dell, Vu € Sy 2.7)

En el espacio L?(0,27) se sabe que la familia

{m(x) = \/12?6’” ke Z} 2.8)
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es un sistema ortonormal y completo. Se define para N € 27Z, el espacio de polinomios trigo-
nométricos de grado menor o igual que N/2, como

-N N
SN = Span{¢k7 5 <k< 2} (2.9)

y se denotard por Py : L%(0,27) — Sy al operador de proyeccién sobre Sy con respecto al
producto interno de L?(0, 27).
Proposicion 2.1.

(Pyu)' = Pyu/,  Yu e HY(0,27). (2.10)
Demostracion: Utilizando los coeficientes de Fourier y al integrar por partes, se obtiene
(W)(k) = (', 8n) = — (u, &) = ik (u, oy = ikin(k) 2.11)

Asi, cada término de la suma Py’ coincide con la derivada de cada término de la suma Pyu.
]

Abhora, se incluirdn las estimativas para el error de truncamiento y de interpolacion, toman-
do como referencia las obras de Canuto, Hussaini, Quarteroni y Zang [12, 13].

Proposicion 2.2. Estimativa para el error de truncamiento. Para 1, m enteros tales que
m>0y0 <[ <m,secumple

|u— Pyull; < eNT™ W™, Yu e H™(0,2n), (2.12)

donde c denotard una constante positiva que no depende de N.

Se considera oportuno introducir un resultado para el orden de convergencia de la interpo-
lacidn, para poder estudiar el orden de convergencia de la diferenciacién espectral . Dendte-
se por Inu el interpolante trigonométrico de una funcién w en los nodos z; = 27j/N,j =
0,...,N—1.

Proposicion 2.3. Estimativa para el error de interpolacion. Para I, m enteros tales que
m>1y0 <1< m,secumple

lu— Inull; < eN™ W™, Yu € H™(0,27). (2.13)

Estos dos resultados muestran que asintéticamente cuando N — oo, tanto el error de trun-
camiento como el de interpolacién se pueden acotar de la misma forma. Ademads, se observa
que solo de la regularidad de la funcién v« depende el orden de convergencia. Se puede afirmar
que si u es suficientemente regular, entonces el error de truncamiento como el de interpolacién
decrecen mas rapido que cualquier potencia de h. Estas proposiciones permitirin demostrar
que la diferenciacién espectral también satisafce esta propiedad.

2.3. Convergencia. El interpolante trigonométrico de la funcién sobre los puntos de la
malla homogénea, es la base fundamental para la diferenciacidn espectral puesto que, esto hace
posible calcular la derivada del polinomio interpolador. Lo que permitira aplicar el resultado de
error de interpolacion para obtener la convergencia de la diferenciacion espectral. En esta sec-
cion se denotara el operador de diferenciacion espectral como Dy para mostrar explicitamente
el nimero de puntos de la malla como subindice, puesto que tenemos como propésito estudiar
el comportamiento del error de diferenciaciéon cuando N — oo.

Proposicion 2.4. Para el error de diferenciacion espectral se cumple la siguiente cota:

|u' — Dyul| < eNYT™[[u™|,  Vu e H™(0,21),m > 1.

Demostracion: Sabiendo que, Dyu = (Inu)'. Inclusive, por como esta definida la norma
en H'(0,27) se tiene

lu" = Dyull = [[(w = Inu)'l| < [lu = Ivul).

y utilizando el resultado (2.13) para a [ = 1 obtenemos la desiguladad deseada. 0
Ahora, demostraremos el resultado fundamental de esta subseccién que es la convergencia
de la aproximacion de Fourier-Galerkin a la solucion de la ecuacién de Burgers utilizando
diferenciacion espectral.
Teorema 2.1. Suponga que u° € H™ (0, 27) para algiin entero m > 2. Entonces existe una
constante ¢ > 0 independiente de N tal que para todo t, con 0 <t < T se tiene:

lu(t) — un (-, t)]| < eN'™ (2.14)
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Demostracion: Paratodo t,0 <t < T, definimos e(t) = Pyu(t) — un(t), donde
N/2
Pty = S alt)or,
k=—N/2
N/2

un()= 3 elt)or.

k=—N/2

Para Burgers, tenemos la solucién aproximada

8UN ] auN . aQUN
at N Ter T Va2

y la solucién exacta
ou ou 0?
Fn +u- o un.
Aplicando Py a la solucién exacta y utilizando el resultado en (2.10), se tiene

0 10 0?

Reemplanzando e(t) en la diferencia de (2.15) con la solucién aproximada, se tiene:

0 0? n
—e—V—Fe=—U"U UN *u .
ot ox? v NN
Observe que [Pyu,u] = Pyu - (Pyu)y — uuy, ademds (Pyu — u, ®) = 0,V® € Sy.
Ademads, considere la notacion E[f, g] = f f» — gg.. Entonces, para todo ¢ € Sy, se tiene
<_uux + UpUN g, ¢> = <_uuw + PNU(PNU)I — PyuPnug, + UnUN g ¢>
= (E[Pnu, u] — E[Pnu, un], ¢) .

Tomando ¢ = e, se obtiene lo siguiente

0 0
<8t€ — 1/8:[;2676> = <E[PNU,U],€> — <E[PNU7UNL€> )

d H?
%HeH2 —v <8$2€,6> = (E[Pyu,ul,e) — (E[Pyu,un],€) .

Observar que integrando por partes y aplicando periodicidad, se obtiene lo siguiente:
1% ﬁe € = V@e 7
0z27 ") ox

—v ey, ey)
0

Para el primer sumando del segundo miembro de (2.16) se tiene

(Bl al,e)l = | 5 5- ((Pyw)? —?) |

10
:‘ 5%(PNU+U) (Pyu — u)

)

luego,

(ElPyu,ul,e) | < o { [ (PNw)z + uz)(Pyu—wu),e) | +

(s 2iv- )|}

DO |

(2.16)
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Por desigualdad de Schwarz se tiene:

(ElPyu,ul,e) | < S All(PNu)e +ug || [|Pxu—u |- [lef+

DN |

[Pyt ullia - gellPu =l el .

Por desigualdad de Poincaré se tiene:

(Bl al,e) | < Se{(1Pruly + Jull) - | Pye— uly+
(1Pl -+ lfll) - 1 Pxes = i} el
| (BlPyu,ul,e) | < ge{(1Pwuls +ull) - [Py~ ul) -]
< 5012 — ull + 20 Pyuly) | Pyu = wls} - el
< gel(er+20) 1Py = wl)} - el

< C[|Pyu—ully - le]

1 1
< o{gipvu = + 5 -ef?}

< C(|[Pvu—ullf + [ef?) -

Para el segundo sumando tenemos,

(E [Pnu,un],e) = (Pyu-(Pyu)y —un - (UN)z,€)
= <;£(PNU)2 2a(uN)2,e>

Integrando por partes y aplicando la periodicidad de u se obtiene,

1 [ 9
(E [Pyu,un],e) = —3 / [(Pyu+ un)(Pyu — up)) afedl"
0 x
1 [ Ode
- _ P, Lo 22
5 /0 (Pou+upn)-e o dx

Nuevamente, integrando por partes y aplicando periodicidad de u, obtenemos,

1 271'
(E [PNyu,upn],e) =— = / Q(PNU +uy) - edx,
0

4 Ox
entonces;
1 27{' a 2
| ([Pnu,up],e) | = i ; a—x(PNu—i—uN) e“dx
9 2
= —x(PNu—l—uN),e

IN

0
o (P +un)lle le]l?

lell®.

O = ]

IN
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Por lo tanto, se obtiene:
d
%Ilell2 <1 (Jlu— Pyullf + [lel?) + colle]?
d
allell2 < C (Jlu— Pyull; + [le]) -

Como ha sido definido e, se tiene que e(0) = 0. Luego utilizando el resultado del lema de
Gronwall se obtiene la desigualdad

le(e)] < ce ( / ) PNu<s>12ds) "

Por la estimativa para el error de truncamiento, se tiene que

lu — Pyull < ¢ N*7™ul],

¢ 1/2
e(t) < cet </0 [c-lem . Hu|]m]2ds> .

El resultado obtenido del teorema 2.1 nos muestra que el método de Galerkin es convergen-
te, inclusive que el orden de convergencia solamente depende de la regularidad de la condicién
inicial «°. Esto significa que si u” es lo suficientemente regular, implica que el error en norma
L?(0,27) tiende a cero mas rapido que cualquier potencia de 1/N. Esta forma de comportarse
la funcidn respecto al limite hace referencia a la convergencia exponencial que es una de las
principales ventajas que presentan los métodos espectrales respecto a los otros métodos.

entonces

2.4. Métodos miméticos. Los métodos de diferencias miméticas que describiremos son
los proporcionados por Castillo y Grone en el articulo [14], en el cual los autores construyen
aproximaciones discretas de alto orden para derivadas, en mallas de volimenes finitos unifor-
mes unidimensionales, que satisfacen la ley de conservacién global.

Las aproximaciones son de segundo orden para la derivada, sus técnicas permiten la cons-
truccion de versiones discretas del operador gradiente y divergencia, que tienen alto orden de
precision en la frontera. Este esquema mimético con gran precision en la frontera, garantiza
el alto orden de precision. El esquema mimético usa discretizaciones que poseen propiedades
andlogas al teorema de la divergencia, ley de conservacién local y ley de conservacion global.
Los autores encuentran aproximaciones de alto orden para la divergencia (div) y el gradiente
(V) que satisfacen un analogo discreto del teorema de la divergencia:

/div(?)de—k/?Vde:/ fU. 7 dS. (2.17)
Q Q 0N

Esta ecuacion, en una dimension, 2 = [0, 1], es simplemente el teorema de integracién por
partes:

) Logf
/0 a! +/0 v do=v(1)f(1) = v(0)£(0). (2.18)

Como el método es conservativo, la ecuacion anterior se cumple con f = 1, entonces:

U dv
/0 o dx = v(1) —v(0), (2.19)

Los autores en [14] obtienen resultados para una malla unidimensional uniforme, abordan
el problema de desarrollar aproximaciones de alto orden para las derivadas, mediante el uso
del andlisis matricial, que ademdas cumplan con la ley de conservacién global. En su trabajo,
disenan métodos de aproximacién de alto orden, especificamente de cuarto orden, tanto para
el operador divergencia como para el gradiente, que mantienen este nivel de precisién tanto
en el interior del dominio como en sus fronteras. Su enfoque se extiende de manera natural
a aproximaciones de orden superior; de hecho, logran reproducir las aproximaciones de sexto
orden descritas en investigaciones previas.

Los métodos de diferencias miméticas desarrollados por Corbino y Castillo en [15] utilizan
staggered grids y operadores diferenciales con alto orden de precisién. Estos operadores han
sido implementados en MatLab por los autores [15], poniendo a disponibilidad una libreria con
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los operadores en forma matricial, llamada MOLE (Mimetic Operators Library Enhanced). En
su trabajo demuestran que el esquema de diferencias finitas miméticas usando estos operadores
produce excelentes resultados. Luego de verificar algunos ejemplos de la libreria, realizamos
el programa en MatLab, que permita usar los operadores miméticos, tales como Divergencia y
Laplaciano.

3. Resultados computacionales. En esta seccidn se presenta el algoritmo para el método
de Fourier - Galerkin que resuelve la ecuacion de Burgers.
Considerar el producto
w; =w(z;), j=1,...,N,

para dos funciones en puntos de la malla (espacio fisico)
uj = u(z;)

wj = ’LLj . ’Uj

podemos transformar al espacio espectral con ayuda de la transformada discreta de Fourier:

N/2
Z ,akezkasj
k=N/2 (3.2)
R,
Up = — uje*’ Zj
N =
y la forma discreta de la relacién de ortogonalidad.
L&
~ > R = 5 i (3.3)
j=1

La expresion (3.3), n € Z corresponde a un multiplo arbitrario de N, el cual estra estrecha-
mente relacionado a errores de aliasing, finalmente obtenemos:

MRS S

|k|<N/2 Im|<N/2

1
W= Z Z U Om * O (1—m) (3.4)

k| <N/2 [m|<N/2

Una eficiente evaluacion del producto no lineal de dos funciones dadas en el espacio espec-

tral
N/2

d

[dt (1) + vl uz()]+ > imin(t) - dm(t), =0, (3.5)
k=—N/2
l=k+m
|m|<k

donde los 4y, y los 0, = im,, se obtienen por los siguientes pasos:
1. Transformar g, 0., al espacio fisico utilizando Transformada Rapida de Fourier.
— 1/~
uj = F (),
— 1/~
v =F (Om),
2. Multiplicando en el espacio fisico w; = u; - v;.

3. Transformando de vuelta al espacio espectral w; = F(wj).



Rodriguez-Chavez B., Zarate-Pedrera Y.- Selecciones Matematicas.2024; Vol.11(1):259-270 267

Este resultado final se lee:

w; = E Ug * O
k=—N/2

l=k+m+n-N
Im|<k

La implementacién ha sido dividida en varios subprogramas y los resultados de las simula-
ciones se presentan en la seccién Simulaciones.

3.1. Libreria MOLE. Usaremos métodos miméticos para dar solucion a la ecuacion de
Burgers. La libreria MOLE en el programa en MATLAB permite utilizar operadores miméticos,
como divergencia y laplaciano, los cuales han sido usados por autores como en [16]. Para
implementar diferencias miméticas realizamos la discretizacion de la variable espacial en la

., . . . 2 2 ey . s
ecuacion diferencial parcial u; + %% = u%, utilizando operadores miméticos.

Sea U la variable discreta que aproxima u(x,t) en los centros de las celdas de la malla
mimética, siendo D y L los operadores en diferencias miméticas divergencia y laplaciano, res-
pectivamente, entonces el esquema en diferencias miméticas para la ecuacion es:

1
U, =vLU — 5DU2. (3.6)

Usando la discretizacién de un solo paso para la derivada en el tiempo, el esquema numérico
discreto queda de la siguiente forma:

1
Ut = Um 4 dt(vLU — 51)U2). (3.7)

Finalmente, codificamos en MatLab usando la libreria MOLE.

3.2. Simulaciones. Para poder entender mejor como se comporta graficamente la ecuacién
e _@=3)? .
de Burgers, se utiliz6 la condicién inicial ug = e~ 2 ;2000 nodos espaciales, Ty,q, = 20s 'y

800 nodos temporales.

Ejecucion. Al generar los graficos de la funcién con el coeficiente de viscosidad v =0.01,
observamos que la Figura 3.1 nos muestra la superficie generada por el viaje de la onda a través
del tiempo.

1Cl

52
4
6° t\{’\

6
X[m]4 2 0 8
Figura 3.1: Superficie solucién v con método espectral

Ademais, podemos observar en la Figura 3.2 como ha cambiado la posicién de la onda
inicial viajando en el tiempo.
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L Wave form u(x, t) after t = 3.70 seconds

1.0 1

0.8

u[m]

0.4 1

0.2

0.0

Figura 3.2: Viaje de la onda inicial uy = =5 enel tiempo t=3.70s con método espectral

Con el método mimético, la misma condidién inicial muestra los siguientes resultados: En
la Figura 3.3 se presenta la superficie generada por el viaje de la onda a través del tiempo.

Figura 3.3: Superficie solucién u con método mimético

En la Figura 3.4 podemos observar el viaje de la onda respecto a la posicién inicial en el
tiempo t=3.70 segundos.

(z—3 2

. .. C e ) . . C .
Figura 3.4: Viaje de la onda inicial up = e~ 2 en el tiempo t=3.70s con método mimético
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t=1.00 £=2.00 t=3.00

) 2 4 6 8 10 0 2 4 6 ] 10 0 2 4 6 [ 1
x x X

(a) Posicioén de la onda (b) Posicién de la onda (c) Posicion de la onda
en el tiempo 7" =1s. en el tiempo 1" =2s. en el tiempo T =3s.

0 t=3.70 5 t=6.00 q t=10.00

0.9 0.9 0.9

0.4 304 0.4
(d) Posicién de la onda (e) Posicion de la onda (f) Posicion de la onda
en el tiempo 7" =3.7s. en el tiempo 1" =6s. en el tiempo 1" =10s.

Figura 3.5: Posicién de la onda al variar el tiempo con viscosidad v =0.01.

Observamos en la Figura 3.5¢ que en el tiempo ¢ =3s, la onda se va deformando, y por la
presencia de la difusividad va bajando su energia; ademads, por la presencia de la no linealidad
la parte posterior de la onda avanza mas rdpido hasta que se superpone a la parte frontal de la
onda generando multiples soluciones, esto ocurre en la Figura 3.5d a partir del tiempo ¢ = 3,7s,
donde aparece una onda de choque, lo cual indica que se elige una solucién con discontinuidad,
y en las Figuras posteriores 3.5¢ y 3.5f se presentan soluciones discontinuas que viajan en el
tiempo.

4. Conclusiones.

1. Se ha revisado las bases para determinar el interpolante trigonométrico de una funcién
sobre los nodos de una malla homogénea, haciendo posible calcular la derivada del
polinomio interpolador que permitird encontrar la solucidon v mediante diferenciacion
espectral.

2. Se describe mediante el teorema de convergencia del método de Fourier- Galerkin,
donde se observa que orden de convergencia depende de la regularidad de la condicién
inicial ug.

3. Se realizaron simulaciones numéricas con métodos de diferenciacion espectral y tam-
bién con los métodos miméticos donde se observd que a medida que avanza el tiempo
la onda viajera se va deformando, y por la presencia de la difusividad va bajando su
energia; ademas, por la presencia de la no linealidad va avanzando sobre los otros da-
tos, generando multiples soluciones, definiendo una onda de choque, lo cual que indica
discontinuidad. Estas simulaciones presentan soluciones discontinuas que viajan en el
tiempo.
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