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Abstract

In the present article, the necessary conditions are presented for a multivalued function in order
to define a Peano selection. To achieve this, a bibliographic review was carried out on general
results of compact topological spaces, open and closed sets and continuity. To then address
the same topics, but on metric spaces. Next, the theory of multivalued functions was studied,
specifically semicontinuity, both superiorly and inferiorly. Finally, using the General Theorem
of multivalued functions, the necessary conditions are determined for the multivalued function,
F :[0,1] — [0,1] x [0, 1] to admit the construction of the selection of Peano.
Keywords . Peano selection, multivalued function.

Resumen

En el presente articulo se presentan las condiciones necesarias para que una funcion multiva-
luada permita definir una seleccion de Peano. Para lograrlo se hizo una revision bibliogrdfica
sobre resultados generales de espacios topologicos compactos, conjuntos abiertos, cerrados y
continuidad. Para luego abordar los mismos temas, pero sobre espacios métricos. Enseguida
se estudio lo concerniente a la teoria de funciones multivaluadas, especificamente la semicon-
tinuidad, tanto superior como inferiormente. Finalmente haciendo uso del Teorema General de
funciones multivaluadas, se determinan las condiciones necesarias para que la funcion multi-
valuada, F : [0,1] — [0, 1] x [0, 1] admita la construccion de la seleccion de Peano.
Palabras clave. Seleccion de Peano, Funcién multivaluada

1. Introduccion. Este trabajo estd enmarcado dentro del drea de Matemadtica y linea de
investigacidn del Anélisis Multivoco[1]. Las funciones multivaluadas, son el objeto principal
de estudio del Anélisis Multivoco y estas tienen muchas aplicaciones en la Teoria de Control,
Babiarz [2], Célculo Intervalar, Pérez [3], Biologia, Doe [4], Economia, Pérez [5], Estadistica

[6].

En ese sentido si consideramos a X # ¢y Y # ¢, definimos a una funcion multivaluada
F : X — Y como una aplicacién que a cada = de X se le asigna un subconjunto F'(z) C Y,
Aubin [7]. Esta idea de aplicaciones punto a conjunto, fueron reconocidas a inicios del siglo
XX por los creadores del Célculo Multivaluado: Painlevé [8], Hausdorff [6], Bouligand [9], y
Kuratowski [10].
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Fue Kuratowski en su importante libro Topologia, quien dio un especial estudio a las fun-
ciones multivaluadas. Planteando que, para una funcién multivaluada, F' : X — Y, una selec-
cion de F, es una aplicacién univoca f : X — Y tal que la imagen f(z) de cada uno de los
elementos x de X es un elemento del conjunto F'(z). Ahora si se considera a X y Y espacios
topoldgicos, diremos que si f es continua, entonces f es una seleccion continua de la funcién
multivaluada F'.

Es asi que la teoria de selecciones continuas ha experimentado un notable desarrollo en los
ultimos afios, gracias a sus miltiples aplicaciones en los campos del analisis, la topologia y
la geometria. Este tema ha sido abordado en diversas investigaciones, tales como las obras de
Castaing y Valadier [11], donde se exploran aspectos fundamentales de la teoria de selecciones,
y en estudios mds recientes que analizan su aplicabilidad en la geometria no euclidiana Vallée
[12] y el andlisis funcional, Martinez [13]. En este contexto ha generado la necesidad de iden-
tificar las condiciones necesarias que aseguren la existencia de funciones univocas en el marco
de las funciones multivaluadas.

Por las razones expuestas, este trabajo tiene por finalidad, determinar las condiciones nece-
sarias para que una funcién multivaluada admita una seleccién continua. Un resultado impor-
tante para este fin, y que nos ayuda significativamente, estd dado por el Teorema de Michael,
Aubin [7], que, bajo condiciones impuestas sobre las funciones multivaluadas, permiten la exis-
tencia de una seleccion continua.

En esta ocasién consideraremos, a X = [0,1] e Y = (J;_, D; , donde D; es un espacio
métrico compactoy D; N D;41 # ¢ parai = 1,2, --- ;n—1. Definimos la funcién multivaluada

F:X —2Y,

de una forma adecuada, de tal manera que garantice la existencia de una seleccidn continua, la
cual llamaremos selecciones de Peano, que constituye una de las funciones denominadas como
los monstros de Weierstrass, que son aquellas funciones univalentes que no son derivables en
ningin punto de su dominio. Las curvas de Peano pueden generalizarse y entenderse: o bien
como aplicaciones continuas y sobreyectivas entre dos espacios X e Y, o bien como curvas
cuya imagen tiene drea. Cada una de estas dos interpretaciones define una clase de conjuntos
diferente.

En 1890, Giuseppe Peano llevé a cabo la construccién de una curva que marcaria el inicio
de un nuevo tipo de curvas: las “curvas que rellenan el espacio”. La curva ideada por Peano
es densa en el intervalo [0, 1] x [0, 1] y constituye un ejemplo de funcién continua de la forma
f:0,1] — [0, 1] x [0, 1]. La motivacién de Peano para desarrollar esta curva se origind en el
trabajo que George Cantor publicé en 1878 [14].

Una variante de las curvas de Peano son las curvas de Hilbert [15], que llenan el plano en
dos dimensiones y, en su version tridimensional, el espacio entero. Esta dltima fue descrita por
primera vez por el matemédtico alemén David Hilbert en 1891.

También existen articulos que abordan las selecciones de Peano, como, por ejemplo, la
curva de Sierpinski [16], que es un fractal y se considera un caso particular de seleccién de
Peano. También recomendamos revisar [17, 18].

1.1. Justificacion. Ante la diversidad de problemas existentes en la Teoria de control,
Célculo Intervalar, Biologia, Inteligencia Artificial, Economia y Estadistica, los cuales son mo-
delados mediante las inclusiones diferenciales como, por ejemplo,

dzx
F 1.1

donde = : [0,7) — R es una funcién escalar que describe el estado del sistema y F' :
[0,7) x R — R una funcién multivaluada; y considerando que las funciones comtinmente
usadas (funciones univaloradas) no son adecuadas para representar una solucion de la inclusién
diferencial (1.1), es que se requieren de herramientas mas generales, que son las llamadas fun-
ciones multivaluadas, que con sus respectivas selecciones continuas, serdn tomadas en cuenta
para determinar su solucién y luego tomar una decision correcta.

2. Preliminares. Se debe precisar que en la presente investigacion trabajaremos con es-
pacios métricos compactos y conexos.

Definicion 2.1. [/9] Sea (X, d) un espacio métrico compacto y conexo, definimos como
hiperespacio, al conjunto:

2% —{F : talque F C X cerrado y diferente del vacio}.
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Una métrica en este hiperespacio se define de la siguiente manera: Para § > 0y F € 2%,
definimos,

V(6,F)={x € X : Jy € F, donde d(y,x) < d}.
La métrica sobre 2% se define, como:
D(Fy, Fy) =inf{d >0: Fy CV (5, Fp)y Fo CV(6,F1)}. (2.1)
Definicion 2.2. La correspondencia:
F: X —2Y
x+— F(z) CY.

Se llama funcion multivaluada, donde X, Y son espacios métricos compactos, es asi como
serdn considerados mds adelante.

Por ejemplo, si consideramos a los espacios métricos compactos, X = [0,1], Y = [0,1] x
[0, 1], se define la funcién multivaluada:

F: X —»2Y
t—s F(t) =t x[0,1] (2.2)
; |
0 ° 1= Fe ‘

Figura 2.1: Representacion grafica de la funcién F' en
(2.2).

Definicion 2.3. La funcién multivaluada, F : X — 2Y, es semicontinua superiormente en
a € X si para cada conjunto abierto G de Y donde F(a) C G, existe un conjunto abierto U
de X talque a € Uy F(x) C G, Vx € U.

Proposicion 2.1.

i. La funcion multivaluada F : X — 2 es semicontinua superiormente <= {x € X :
F(x)N B # ¢} es cerrado en X, para cada conjunto cerrado B en'Y .

ii. Sea la funcion multivaluada F : X — 2Y es semicontinua superiormente tales que
para todo v € X, F(z) = {z3}. Entonces la funcion univoca f : X — Y definida
por f(x) = z, es continua.

Definicion 2.4. Dadas las funciones multivaluadas, F; : X — 2. Diremos que {Fi}ti=1,2,-
es sucesion decreciente si para cada v € X, {F;(x)}i=12,... es una sucesion decreciente de
conjuntos.

Definicién 2.5. Sea {F;},—1 2,... una sucesion decreciente de funciones multivaluadas. De-
finimos la funcion multivaluada,

Frol) = () Fi(a)
=1

La cual es semicontinua superiormente.
Definicion 2.6. La funcion multivaluada F : X — 2Y cubre Y si,

U Fl@) =Y
zeX

Proposicion 2.2. Sean X, Y espacios métricos compactos y {Fj}i—1 2 ... una sucesion de-
creciente de funciones multivaluadas semicontinuas superiormente. Si F; cubre a’Y para cada
1, entonces F, cubre a Y.
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Demostracion: Ver [10] U

Teorema 2.1. (Teorema General de Funciones) [19]. Sea {F;}i— 2 ... una sucesion de-
creciente de funciones multivaluadas semicontinuas superiormente, donde F; cubren' Y, Vi =
1,2,3,---,yVx € X,

lim diam(F;(x)) = 0. (2.3)

1—00

Entonces existe una seleccion continua sobreyectiva, f : X — Y.
Demostracion: Empezamos definiendo una seleccion continua de la funcién multivaluada
Fw.
f(x) = dnico punto yi, de Fi.

Veremos que esta funcion estd bien definida, luego analizamos su continuidad y finalmente
se estudia la sobreyectividad.

- Sobre si f(z) estd bien definida: como Fi, () # ¢, supongamos que existen dos puntos
distintos y; y y2 en F;(z) para todo i. Pero,

0 < d(y1,y2) < diam(Fi(z)).
Entonces se llega a una contradiccién de la hipétesis de que

lim diam(F;(z)) = 0.
11— 00

Por lo tanto f(x) estd bien definida.

- Analizamos la continuidad de f(x): por la Definicién 2.5, F5, es semicontinua supe-
riormente y por la Proposicion 2.1-(ii) se obtiene que f(z) es continua.

- Para culminar demostraremos que f(z) es sobreyectiva: sea y € Y, entonces y €
F(z) para algiin x € X. Como F(z) = {f(z)}, entonces y = f(z).

Por lo tanto, el teorema general de funciones queda demostrado. d

3. Seleccion de Peano. La construccion de la seleccion de Peano se basa en el principio
de seleccion de conjuntos, donde establece que, dado un conjunto de conjuntos disjuntos no
vacios, se puede seleccionar un elemento de cada conjunto a la vez. En el contexto de fun-
ciones multivaluadas, esto significa que se seleccionard un valor tnico para cada elemento del
dominio.

Proposicién 3.1. Sea Y = |J! | D; , donde (D;,d) son espacios métricos compactos,
Vi =1,2,---,n, ademds D; N Dj11 # ¢, parai = 1,2,--- ,n — 1. Entonces existe funcion
multivaluada F : [0,1] — 2 talque F cubre aY y para cada t € [0,1] se tiene que:

F(t)y=D; o D;UD;;1 para algiin i. 3.1
Demostracion: Definimos,
Dy, site [0,t1>,
DiUDs, sitet=ty,

Dy, site <t1,t2>,
DoUDs, sitet=ts,

Dk, site <tk,1,tk>,
DkUDk+17 si t =1k,

anlUDna si t=1tn—1,
D,, sité€ (th_1,tn],

\

Demostraremos que F es semicontinua superiormente.
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e Parat =0, y G € 7y (un abierto en Y'), consideramos:

D, = F(0) C G, sedefine F(t) = Dq,Vt € [0,t1).

Parat =t;,y G € 7y (un abierto en Y'), consideramos:

Dy UDy = F(t1) C G, sedefine F(t) = Dy U Dy, parat = t;.

Parat =t,_1,y G € 7y (un abierto en Y"), consideramos:

D, 1UD, = F(th,—1) C G, sedefine F(t) = D,_1 U D, parat =t, 1.

e Parat =t, =1,y G € 7y (un abierto en Y), consideramos:

D,, = F(t,) C G, se define F(t)

Obteniéndose la semicontuindad superior de la funcién multivaluada F : [0, 1] — 2.

Para finalizar, demostraremos que F([0, 1]) cubre Y.
[0,1] = [0,t1) U{ta} U (ta, t2) U{ta} U U{tn—1} U (tp-1,1]

A seeguir veremos que Ute[o e (t) =Y. Para lo cual se usara la doble inclusion.

e Sea

= Dy, parat € (t,_1,tn].

ve |J F).

t€[0,1]

Resulta que para algtin i:

yeD; o ye DiUD;i.

Entonces y € Y.

413

e Ahoraseay € Y, entonces y € D; para algin i. Asi y € F(t) para algin t € (t;_1,t;)

yve |J Ft).

ot = t;. Entonces

t€[0,1]

Por lo tanto, (e 4y F(¢) =Y.

Por intermedio de la Proposicién 3.1, demostraremos la hipdtesis de investigacion.

Teorema 3.1. Para la funcion multivaluada

Dy,
Dy U Do,
Do,
Ds U Ds,

Dy,
Dy U Djyq,

Dn—l U Dn7
Dy,

\

Existe una funcion sobreyectiva de Peano

si
Si

Si

|t € [0,t1>,

tet=t,
t e <t1,t2>,
tEt=ty,

[ € (th—1,tk),
] t = tg,

[t =1p-1,
|t € <tn717tn]a

f:[0,1] — [0,1] x [0, 1].
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Demostracion: Iniciamos dividiendo el cuadrado [0, 1] x [0, 1] en cuatro cuadrados cerra-
dos,

17 1]
.DJ_ D: Dl— 0,5- X -5,1-
1] [1 ]
Dy = 5, 1] x 5, 1
Dy D3 >0a
1 1
D3y =|-,1 0, =
3 9’ ] X ) 2_
1] 1]
Figura 3.1: Division del cuadrado en cuatro partes igua- Dy =10, 9 x 10, 9
les. - =T
Definimos F} : [0,1] — 2[010%0.1 como
RO= [03] %[5,
A= 0.3 x[0.3]. .
Fi ()= DiUDjy1,i=1,2,3,
Fi(t)= Dy site (4, i=1,2,3.4
Dy Ds Dy 2
Dy D D4 3
Figura 3.2: inicio de evaluacién de ;.  Figura 3.3: Imagenes de [ (2).

F es semicontinua superiormente.
Abhora dividimos cada D; en cuatro cuadrado congruentes D;1, D;s, D;3, D;4, tales que cada
Djj;, Diji1,1=1,2,3,4, j = 1,2, 3, tengan una arista en comun.

Figura 3.4: Division del cuadrado en dieciséis partes
iguales.
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Se define F sobre [0, ﬂ de la siguiente manera:

= zlai:172737

( > D14 U Doy,

( > D1 U Dyji, j=1,2,3,

L
Fy(t) = Dyj, sit e <‘716,1]6>,j:1,2,3,4.

Dyy (Dyz | Dyg Dy
duofiod.
Dogllar Dby,
DD :‘wl

Figura 3.5: Imagenes de Fy(t).

=3

De forma similar se define F» para los intervalos [i %] [Z, i] [2, 1]. Nuevamente F5 es
una funcién multivoca semicontinua superiormente en [0, 1]. También

0,1 x[0,1]= | F)

te[0,1]
Ademds, Vt € [0,1], F1(t) D Fa(t) y dim(F1(t)) < 1y dim(Fy(t)) < 3
Del mismo modo se definen las funciones multivaluadas F, : [0,1] — 20101 que satisface:
- F,, es semicontinua superiormente para cada n € N.

- Fo(t) D Fn+1(t), paracadat € [0,1] y paracadan € N.

- Ute 0,1] [O 1] [07 1]'
- 731—>I20 dmm(Fn(t)) =0.

Entonces por el teorema general de funciones multivaluadas, existe una funcién sobre-
yectiva:

f:[0,1] — [0,1] x [0, 1].

4. Conclusiones.
e Sean X y Y dos espacios métricos compactos y
F: X —2¥, i=1,2,3,---,
funciones multivaluadas, donde
Fi(x) =Y, Ve e X, y-{Fi}2
una sucesion decreciente, con

lim diam(F;(x)) = 0.

1—00

Entonces existe una funcién sobreyectiva f : X — Y, f(x) € F(x), Vo € X.
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e Basada en la conclusién anterior, SiY = (J!' ; D;, donde (D;, d) son espacios métricos
compactos, paratodoi =1,2,--- ,n,ademds D; N D; 1 # ¢, parai =1,2,--- ;n— 1.
Entonces existe funcién multivaluada F : [0,1] — 2Y talque F cubre a Y y para cada
t € [0, 1] se tiene que:

F(t)y=D; o D;U D1 para algiin i.
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