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Abstract

The purpose of the present paper is to improve the global convergence results established so
far concerning the Augmented Lagrangian Algorithm with exponential penalty function for
solving nonlinear programming problems with equality and inequality constraints. We prove
global convergence for KKT points under the PAKKT-regular constraint qualifications, which
results as a consequence that accumulation points generated by the algorithm are PAKKT
points. This convergence result is new for the augmented Lagrangian Method based on the
exponential penalty function. An interesting consequence is that the estimates of the Lagrange
multipliers computed by the method remain bounded in the presence of the quasi-normality
condition. Finally we give optimality and feasibility results for the convex case.

Keywords . Nonlinear programming, Augmented Lagrangian methods, exponential penalty func-
tion, global convergence, constraint qualifications, sequential optimality conditions.

Resumen

El proposito del presente articulo es el de mejorar los resultados de convergencia global es-
tablecidos hasta ahora, referentes al Algoritmo de Lagrangiano aumentado con funcion de
penalidad exponencial para resolver problemas de programacion no lineal con restricciones
de igualdad y de desigualdad. Demostramos la convergencia global para puntos KKT bajo la
condicion de calificacion PAKKT-regular, que resulta como una consecuencia de que puntos
de acumulacion generados por el algoritmo son puntos PAKKT. Este resultado de convergen-
cia es nuevo para el Método Lagrangiano aumentado basado en la funcion de penalizacion
exponencial. Una consecuencia interesante es que las estimaciones de los multiplicadores de
Lagrange calculadas por el método permanecen acotados en presencia de la condicion de
cuasi-normalidad. Finalmente damos resultados de optimalidad y viabilidad para el caso con-
vexo.

Palabras clave. Programacién no lineal, métodos Lagrangiano aumentado, funcion de penalizacién
exponencial, convergencia global, condiciones de calificacién, condiciones de optimalidad secuencial.
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1. Introduccion. Los métodos Lagrangianos Aumentados son uno de los métodos mas
populares y usados en optimizacién numérica. Las ideas principales fueron introducidas por
Powell [1], Hestenes [2] y Rockafellar [3]. La idea principal del método es que en cada
iteracién para un pardmetro de penalizacion fijo y una estimacién de los multiplicadores de
Lagrange, se minimiza aproximadamente la funcién objetivo més un término que penaliza el
incumplimiento de las restricciones con respecto a tolerancias desplazadas adecuadamente; en
la practica estos subproblemas son considerablamente mas ficiles a resolver que el proble-
ma original. Una vez encontrada la solucién aproximada, se definen nuevas estimativas a los
multiplicadores, se actualiza el pardmetro de penalidad y se inicia una nueva iteracion.

A diferencia de los métodos clasicos de penalizacién externa [4, 5] que necesita emplear
pardmetros de penalizacion que tienden al infinito, la técnica de desplazamiento usada por el
método de Lagrangano aumentado tiene como objetivo producir convergencia mediante des-
plazamientos de las restricciones que generan aproximaciones a una solucién con pardmetros
de penalizacion moderados [6]. Algunas variantes del método, han sido estudiadas amplia-
mente, por ejemplo la version salvaguardada del método [7] descarta las aproximaciones de
los multiplicadores de Lagrange cuando se hacen muy grandes. La teoria de convergencia de
los métodos lagrangianos aumentados Lagrangianos Salvaguardados fue dada en [7, 6].

En [8] se han dado ejemplos que ilustran la ventajas del método de lagrangiano aumentado

salvaguardado en relacién al lagrangiano aumentado estandar.
Para problemas de programacion no lineal, se ha demostrado que esta variante posee fuertes
propiedades de convergencia incluso bajo hipétesis muy débiles [9, 10]. Desde entonces se ha
aplicado para resolver otros problemas, incluyendo programas matematicos con restricciones
de complementariedad (MPCC) [11, 12], desigualdades cuasi variacionales [13], problemas
de equilibrio de Nash generalizados [14, 15], programacién semidefinida [16, 17] problemas
de optimizacion con restricciones de cardinalidad [18], programacién cénica no lineal [16],
problemas de optimizacién multiobjetivo [19] y problemas de cuasi equilibrio [20].

La funcién lagrangiana aumentada més ampliamente utilizada, es debido a Powell-Hestenes-
Rockafellar [1, 2, 3] , que se basa en la funcidén de penalizacién cuadritica (llamada PHR
funcidén). La penalidad cuadrética goza de interesantes propiedades tedricas y es la mas utili-
zada en implementaciones practicas (ver [21] para una comparacion numérica entre diferentes
funciones de penalidad).

En [21] los autores concluyeron la superioridad del uso de la funcién de penalizacién
cuadrética sobre otras no cuadraticas; creemos que esta conclusion depende en gran medida del
algoritmo interno utilizado para resolver los subproblemas en cada iteracion. La discontinuidad
de las segundas derivadas de la penalidad cuadratica puede volver lenta la tasa de convergencia
y provocar fallos, ademas limita el uso de métodos rapidos que usan en general informacion de
segundo orden, asi, como se menciona en [22], los métodos de tipo Newton se pueden utilizar
de forma maés eficaz para minimizar los subproblemas correspondientes para penalidades dos
veces diferenciables.

Segun nuestra opinidn, esto es suficiente para estudiar el enfoque Lagrangiano Aumentado
considerando una opcidn diferente a la funcién de penalizacién cuadritica.

Otra motivacidon importante para considerar funciones de penalizacién no cuadraticas en
el método lagrangiano aumentado, es el de establecer resultados de convergencia a puntos que
verifiquen condiciones de optimmalidad de segundo orden. En este caso, es deseable tener una
funcién Lagrangiana Aumentada dos veces diferenciable.

En la presente investigacion, consideramos el métododo de lagrangiano aumentado salva-
guardado con funcién de penalizacion exponencial. Esta funcidn fue introducida en el contexto
de la programacion convexa [23, 24]. Las funciones de penalizacion no cuadraticas han sido
ampliamente estudiadas durante las dltimas décadas; véase, por ejemplo, [22, 25, 26, 27, 28,
29, 30, 31] y sus referencias.

El método lagrangiano aumentado definido aqui sigue la idea introducida en [6], pero la
diferencia principal radica en la funcién de penalizacion utilizada. Un estudio un poco mas
detallado del métododo de lagrangiano aumentado salvaguardado con el uso de la funcién de
penalizacion exponencial fue dado en [29] donde se demostro que un punto limite viable de la
sucesion generada por el método que satisface la condicién de calificacién: generador positivo
constante (CPG) [32], cumple las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT); también se es-
tablecieron condiciones suficientes para garantizar la acotacién de los pardmetros de penalidad
que facilitan la resolucién de los subproblemas generados por el método en cada iteracion.

Posteriormente en [31] se estudia un modelo del lagrangiano aumentado, con una funcién
de penalidad general que tiene como casos particulares a la penalidad cuadrética y la exponen-
cial, en este contexto se establecid la convergencia global para un punto KKT bajo la condicién
de calificacién de cono continuo (CCP) que es mas débil que CPG [33], este resultado se ob-
tuvo como consecuencia de demostrar que puntos limites factibles de sucesiones generadas por
el método son puntos AKKT [34].
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En [10] se define una nueva condicién de optimalidad secuencial para optimizacién di-
ferenciable con restricciones , llamada PAKKT. Se demuestra que todo punto que satisface la
condicién de optimalidad secuencial PAKKT satisface la condicién de optimalidad secuencial
AKKT. Esto prueba la eficiencia de métodos que generan sucesiones cuyos puntos limites son
puntos que cumplen PAKKT por sobre los que cunplen AKKT, por ejemplo el algoritmo La-
grangiano aumentado con penalidad cuadrética [10]. También en [10] se establece la condicién
de calificacion estricta asociada con la condicién de optimalidad secuencial PAKKT, llamada
PAKKT-regular, y se demostré que es estrictamente mas débil que tanto la cuasi-normalidad
[35] como de la propiedad de cono continuo (CCP). PAKKT-regular conecta ambas ramas de
estas condiciones de calificacién independientes.

Recientemente nuevos resultados de convergencia para el método de lagrangiano aumenta-
do cuadratico fueron presentados en [36, 37, 38, 39], estos resultados establecen consecuencias
algoritmicas provenientes de nuevas condiciones de optimalidad halladas, con sus respectivas
condiciones de calificacion estrictas.

En particular, las siguientes son las principales contribuciones de este articulo:

e Bajo la condicidn de calificacién de cuasi-normalidad demostramos la acotacion de las
sucesiones duales generadas por el método. Esta propiedad es particularmente relevante
para el andlisis de complejidad y para aplicaciones donde tambien se busca la solucién
dual.

e Mejoramos la teoria de convergencia proporcionada en [29] y [31] utilizando con-
diciones de calificacién mds débiles, en particular bajo la condicién de calificacion
PAKKT-regular [34], que se obtiene como consecuencia de que puntos limites viables
generados por el método son puntos PAKKT.

e Para el caso convexo aseguramos la viabilidad del punto limite, y establecemos opti-
malidad sin el uso de alguna condicion de calificacion.

Este articulo est4 organizado de la siguiente manera: la Seccién 2 presenta los resultados
preliminares y las definiciones relevantes que usaremos. En la Seccién 3 presentamos el algo-
ritmo de Lagrangiano aumentado salvaguardado con penalidad exponencial y establecemos los
resultados de convergencia global. En la Seccién 4 presentamos resultados de optimalidad y
viabilidad para el caso convexo y en la Seccidn 5 se presentan algunas observaciones finales.

Notacion.
e Ry ={teR|t>0},| | denota una norma vectorial arbitraria, || - || la norma del
maximo, y || - |2 la norma euclidiana.

v; es el i—ésimo componente del vector v.

Para todo y € R™, y; = (méx{0,y1},...,max{0,y,}).

Si K = {]ﬁo, ki, ks, .. } C N (kj-i-l > kj), escribimos HmkeK yk = h'mj_wo ykﬂ'. En
particular, lfimy, 4% = limyey y*.

Si{v} C R,y >0y~ — 0, escribimos 7y | 0.

Para una funcién vectorial F' : R = R™ F := (f1,..., fm), la matriz jacobiana se
denota por VF(x) y se define por VF(x) := (V fi(x),...,Vfn(z)) € R"™™.

2. Notacion y prelimares. Consideraremos el problema general de programacion no li-
neal con restricciones:

(P) minimizar f(x)
sujetoa x € X

donde f : R™ — Ry X es el conjunto viable formado por restricciones de igualdad y desigual-
dad de la forma
X ={z eR" | h(z) = 0,9(z) <0},

conh: R" - R™yg:R" — RP. Donde las funciones f, h y g son continuamente diferencia-
bles en R". Dado z* € X, denotamos el conjunto de restricciones de desigualdad activa en z*
por I, (z*) = {j € {1,...,p} | gj (z*) = 0}. o

El método Lagrangiano aumentado utiliza una sucesion iterativa de subproblemas que en
la practica deben de ser considerablemente mds féciles de resolver que el problema original. En
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cada subproblema, con un parametro de penalizacién fijo p > 0 y estimaciones de los multipli-
cadores de Lagrange A € R™ y u € RP, ;i > 0, se calcula un punto estacionario aproximado de
una funcién lagrangiana aumentada . Una vez que se encuentra el punto estacionario aproxi-
mado, el pardmetro de penalizacién p y las estimaciones de los multiplicadores se actualizan y
comienza una nueva iteracién. Como ya mencionamos, la funcién Lagrangiana Aumentada mas
usada se basa en la funcion de penalizacion cuadritica, llamada funcién lagrangiana aumentada
de Powell-Hestenes-Rockafellar (PHR) que, para el problema (P), toma la forma

m

Lo(w A ) = (@) + 2 Z(hi(aj)—i-/\i>2+jiméx{0,gj(x)+upj}2 ,

=1 P

dondex e R, p >0, e R™y e RP 1 >0.

En este trabajo, asociado a (P) consideramos la funcién Lagrangiana Aumentada basada en
la funcién de penalizacion exponencial:

p m /\z 2 p 1L "
Lo(@, A, 1) = f($)+2; (hi($)+p> +;pj (epgf( ) —1),

dondex e R",p >0, e Ry p e RP, u>0.

En los dltimos afios, se ha dedicado especial atencién a las llamadas condiciones secuen-
ciales de optimalidad para optimizacién no lineal con restricciones (ver, por ejemplo, [36, 34,
40, 41]). Estas condiciones ademas estan relacionadas con los criterios de parada de algoritmos
en optimizacién y tienen como objetivo unificar los resultados tedricos de convergencia. En
particular, se han utilizado para estudiar ampliamente la convergencia del método lagrangiano
aumentado con penalidad cuadratica (ver [6, 36, 37, 38] y las referencias alli).

Una caracteristica importante de las condiciones de optimalidad secuencial es que son ne-
cesarias para optimalidad: un minimizador local de (P) verifica dicha condicién independien-
temente del cumplimiento de cualquier condicién de calificaciéon. Una de las primeras condi-
ciones de optimalidad secuencial mas estudiadas y populares es la condicién aproximada de
Karush-Kuhn-Tucker (AKKT), definida en [34].

Definicion 2.1. Decimos que =* € X satisface la condicion AKKT si existen sucesiones
{a*} c R {NF} C R™, y {pF} C RP, uF >0, 1al que

lim z* = z*, 2.1)

k—o00

lim ||V L(z* XE u®)|| = 0, (2.2)

k—00

Jim [min {—g(a"), p*}H[| =0, (2.3)
—00

donde L(-) es la funcion lagrangiana asociada con (P). Este tipo de puntos x* son llamados
puntos AKKT y {xk} una sucesion AKKT.

Cuando decimos que una condicién de optimalidad secuencial unifica los resultados de

convergencia, nos referimos a que cuando se demuestra que un punto AKKT que cumple una
determinada condicién de calificacién (CQ) es un punto KKT, todos los algoritmos que al-
canzan puntos AKKT, como el método Lagrangiano aumentado con penalidad cuadratica [6],
tienen su convergencia tedrica establecida automdticamente con el mismo CQ.
En los ultimos afios, se ha demostrado que puntos AKKT son puntos estacionarios bajo dife-
rentes CQs, como la dependencia lineal positiva constante (CPLD) [42], la dependencia li-
neal positiva constante relajada (RCPLD) [43] y el generador positivo constante (CPG). [44].
Finalmente, se demostré que la propiedad de continuidad del cono (CCP) (también llamada
AKKT-regular [9]) es la condicién de calificacién mas débil para esta propiedad. Todas estas
CQ tratan con hipdtesis de rango y/o dependencia lineal positiva. Las CQ de pseudonormalidad
y cuasinormalidad [35], por el contrario, tienen una naturaleza diferente. Imponen un control
sobre los multiplicadores alrededor del punto de interés.

En [10] se introduce una nueva condicién de optimalidad secuencial la: Positiva Aproxi-
mada Karush-Kuhn-Tucker(PAKKT).

Definicion 2.2. Decimos que z* € X es un punto KKT aproximado positivo (PAKKT) si
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existen sucesiones {xk} C R™, {)\k} CR™y { ,uk} C R% ral que

11}211 F = z¥, (2.4)
lim|| VL™, A", )| = 0, (2.5)
lim||min {—g ("), u" }| = 0, (2.6)
o o
A hi (™) > 0 si , (2.7)
O,
Mk
,ufgj(:nk) > 0Osi hm 5— > 0, (2.8)
k

donde 6, = H (1, \F uk) HOO En este caso, {mk} se llama sucesion PAKKT.

Las expresiones (2.4)-(2.6) estan relacionadas con las condiciones KKT y se utilizan en la
condicién de optimizacion aproximada de KKT (AKKT). Las expresiones (2.7) y (2.8) preten-
den controlar el signo de los multiplicadores de Lagrange, justificando el nombre de la nueva
condicién. Como siempre ‘)\ﬂ / 0k, ué‘? /0, € [0,1], y podemos suponer, tomando una subse-

cuencia si es necesario, que estos limites existen.

Teorema 2.1. PAKKT es una condicion necesaria de optimalidad.

Demostracion: Ver [10] O

Teorema 2.2. Cada sucesion PAKKT es también una sucesion AKKT. En particular, cada
punto PAKKT es un punto AKKT.

Demostracion: Ver [10] O

Decimos que una condicion de calificacidon es estricta (SCQ) para la condicidon de optimali-
dad secuencial A si A + SCQ implica KKT (ver [17]). Dado que toda condicién de optimalidad
secuencial se satisface en cualquier minimizador local independientemente del cumplimiento
de una CQ, un SCQ es de hecho una condicion de calificacion.

Por otro lado, la condicién de calificaciéon SCQ proporciona una medida de la calidad de
la condicién de optimimalidad secuencial A. Especificamente, A es mejor, cuando el SCQ
asociado sea mds débil. En [9], los autores presentaron la condicidn de calificacion estricta mas
débil asociada con AKKT, llamada propiedad de continuidad del cono (CCP), denominada en
[41] como .*KKT-regular”, ademds en [45], [44]y [46] se establecieron los SCQ mads débiles
relacionados con otras condiciones secuenciales de optimalidad.

En [10] se establecié que la SCQ mdés débil asociada a la condicién PAKKT, es la llamada
PAKKT-regular. Para definir esta CQ primero definimos paracadaz* € X yx € R", o, 8 > 0,
el conjunto

K+(13,0é,,8)
Aihi(z) = asi || > BI[(L A, 1) loo,

SOANVhi@) + > V(@) | pigi(x) > asipg > Bl )|,
' Jelg(z*) AeR™ p; e Ry, jely(z")

Tenga en cuenta que las condiciones KKT para (P) se pueden escribir como —V f (z*) €
Ky (2*,0,0).
Dada una multifuncién I' : R® == RY, el limite exterior/superior secuencial de Painlevé-
Kuratowski de I'(z) cuando z — z* se denota por

limsupT(2) = {y* € R? | 3(zF,y*) — (z*,y") cony* e T(zF)}. (2.9

z2—z*

(ver [47]). Decimos que I' es semicontinuo exterior en z* si limsup,_, . I'(z) C ' (2*).

Definimos la condicién regular PAKKT, que impone una condicién externa similar a la
semicontinuidad de la multifuncion (z,«, 5) € R” x Ry x Ry = K, (z,«, ). De manera
andloga a (2.9), consideramos el siguiente conjunto:

limsup K, (z,a,p)
z—x*,al0,5]0 (210)

= {y* eR" | E(xkayk) - (x*a y*) yag 40,8 4 0 con yk € KJr(mkv Ok, ﬁk)} .
Definicion 2.3. Decimos que ©* € X satisface la condicion regular PAKKT si

limsup Ki(z,a,8) C Ki(2%,0,0).
rz—x*,al0,5]0
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el resultado que garantiza que PAKKT-regular es la SCQ mds débil para la condicién de op-
timalidad secuencial PAKKT fue demostrado en [10]; y que todo punto KKT es un punto
PAKKT.

Ademas en [10] se demuestra que PAKKT-regular es estrictamente mas débil que la cua-
sinormalidad y que CCP.

Como consecuencia algoritmica de estos resultados, fueron generalizados todos los resulta-
dos tedricos de convergencia anteriores a [10] para el método lagrangiano aumentado PHR. De
hecho, demostraron que este método alcanza puntos PAKKT. Estos puntos son mas fuertes que
los puntos KKT aproximados (AKKT) , que se habian utilizado para analizar la convergencia
de esta popular técnica.

También en [10], se demuestra que la sucesion dual generada por el método de lagrangiano
aumentado cuadratico, permanece acotada bajo la condicién de cuasi-normalidad, esta CQ esta
asociada con los puntos mejorados de Fritz Jhon (EF)J).

Definicion 2.4. Un punto viable T para (P) satisface la condicion de cuasinormalidad
(QN) si no existe (A, ) € R™ x RE tal que:

1. Vh(Z)A 4+ Vg(z)p = 0;
2. (A ) #0;

3. Existe una sucesion {:Ek} que converge a  tal que, para todo k,
(a) \ihi(x%) > 0,¥i € Lz, y g;(2¥) > 0,Vj € Jy;
donde Iy = {i | X\; #0}, J. ={j | pnj >0}.

Tambien en [10] se demuestra que AKKT-regular es mas débil que cuasi-normalidad.

Teorema 2.3. La condicion de calificacion de cuasi-normalidad implica PAKKT-regular.

Finalmente de [10], obtenemos que suceciones PAKKT que convergen a un punto satisfa-
ciendo la condicion de cuasi-normalidad tiene sucesiones duales acotadas.

Teorema 2.4.

Sea {xk} una sucesion PAKKT asociada al problema (P), con {()\k, uk)} como sucesion

dual asociada. Si ©* = limy, 2* satisface la CQ de cuasi-normalidad entonces la sucesion dual
es acotada.

En el siguiente capitulo demostramos que estos resultados algoritmicos hallados en [10]
para método lagrangiano aumentado PHR, tambien se dan para el método lagrangiano aumen-
tado con penalidad exponencial.

3. El método lagrangiano aumentado exponencial y su convergencia global. Con res-
peto al problema (P), la funcién lagrangiana .# es definida por:

Lw, A p) = f@) + > Nhi(x) + Y pg(x),
i=1 j=1

para todo z € R", A\ € R™, y u € RE, mientras que la funcién Lagrangiana Aumentada
exponencial, que usaremos en lo sucesivo es dada por:

= N ; MLy Hi ()
LP(‘T’)"M)_f(x)'i_Q;[hz(SU)‘f'p:| +]Z:;pj<6pg —1>,

paratodo p > 0,z e R", A e R™, y u € RE.

En la literatura sobre métodos numéricos para optimizacion global, los algoritmos estan
disefados generalmente para converger a puntos estacionarios y no necesariamente a minimi-
zadores globales; estos algoritmos son conocidos como algoritmos locales. La convergencia de
este tipo de algoritmos generalmente es obtenida con un punto incial arbitrario y suelen ser
globalmente convergentes en el sentido de que puntos de acumulacidn de la sucesion generada
son puntos estacionarios.

En esta seccion, presentamos un algoritmo local basado en el Lagrangiano Aumentado
exponencial. El algoritmo halla un punto estacionario aproximado de la funcién lagrangiana
aumentada exponencial, actualiza los multiplicadores de Lagrange y los pardmetros de penali-
zacion en cada iteracion.

Algoritmo 1 (Método Lagrangiano Aumentado Exponencial).

Sea x' € R™ un punto inicial arbitrario. Los pardmetros dados para la ejecucion del algo-
ritmo son los siguientes: 7 € [0,1),7 > 1, A < Amaxs Bmax > min > 0y p1 > 0. Ademds,
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sean \' € A, Mmax)™ Y 11 € [fmim, fimax]’ las estimaciones iniciales de los multiplicado-
res de Lagrange. Finalmente, {ci.} C R es una sucesion de pardmetros de tolerancia tal que
h'mk Ek = 0.

Inicialice k < 1.

Paso 1. (Resolver el subproblema).
Calcular (si es posible) ¥ € R™ tal que

Hszpk (xka j\k’ ,ak)” < &k

Si no es posible, detener la ejecucion del algoritmo, declarando fallo y declarar la finaliza-
cion del algoritmo.

Paso 2. (Estime los nuevos multiplicadores).
Calcule \F € R™ y iF € RP tal que :

N . k .
A= X peh(ah) y k= ke =1, p.

Paso 3. (Actualizacion del pardmetro de penalizacion).
Definir

Sik=1o
max {||h ("), IV¥|} < 7mdx {||n (") ||, [VE}

elija px11 = pi. De lo contrario, defina py11 = Ypk.

Paso 4. (Actualice las estimaciones de los multiplicadores).
Calcule )\k+1 € [)\ml'na Améx]m y ﬂk+1 S [Mmfﬂa //Jma',x]p-

Paso 5. (Comience una nueva iteracion).
Hacer k < k+ 1 eiral paso 1.

Tenga en cuenta que, a pesar de la acotacion de (a’f ) y (5\'“), las sucesiones correspondien-
tes (uk) y ()\k‘ ) generadas por el algoritmo podrian ser no acotadas. Ademads, enfatizamos que
el algoritmo permite cierta libertad en la eleccion de las sucesiones (ak) y (5\’“) En el caso
extremo, podemos tomar @* := 0y \¥ = 0 para todos los k, en cuyo caso el algoritmo se redu-
ce escencialmente al método de penalizacion cldsico. Una forma mas natural y numéricamente
més usada en implementaciones es tomar %* y A\¥ como la proyeccién de u* y ¥ sobre las cajas
[,umfn, umé"]p y [/\mfn, )\mé"}m respectivamente.

Otra diferencia a comentar entre el algoritmo lagrangiano con penalidad cuadratica, como
tambien el del lagrangiano exponencial dado en [29], con Algoritmo 1 es que en ellos se con-
sideran ™™ = ( en nuestro caso y tambien en [31] tomamos p™™ > 0; en implementaciones
computacionales elegimos p™™ suficientemente pequefio.

Un primer resultado referente al algoritmo es que los multiplicadores asociados a las res-
tricciones de desigualdad que son inactivas en el punto limite son asintéticamente nulos, inde-
pendientemente de la viabilidad del punto limite.

Este resultado es una adaptacion directa del Teorema 4.1 de [6] y que también fue demos-
trado en [29]. Nétese que en el enunciado del Teorema siguiente, se supone la existencia de un
punto limite z*.

Teorema 3.1. Sea {xk } una sucesion generada por el Algoritmo 1. Supongamos que x* es
un punto limite de {xk} y que K C N es tal que limyecx 2% = z*, entonces Vj : g;(z*) < 0
tenemos que limyc i ,u? =0,

Demostracion: Consideremos los dos casos siguientes:

a) Si{px} estd acotado, por el Paso 3 del Algoritmo tenemos que limye g V]k = ( para to-

pra;(=®) _ . .
e’”pikl # 0y esto implica que

limge i ﬂ? = 0. Por lo tanto, segtin la definicién de ué? se tiene que que limyc i Mf = 0.

doj=1,..,p.Sigj(z*) <0, obtenemos que limyc
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b) Si {p;} no es acotado, ya que g;(z*) < 0, tenemos que limyecx ePr9i(=") = (. Co-
mo {ji¥}rex estd acotado, obtenemos que limye pf = 0. Que es lo que queriamos
demostrar.

g

Es conocido que cuando el algoritmo no se detiene por falla (Paso 1), genera una sucesion
AKKT para el problema (P) siempre que tenga un punto limite viable (ver [31] ). En particular,
cada punto de acumulacién viable de este algoritmo es un punto AKKT. Este resultado tambien
fue demostrado en un contexto mas general en [48] donde se considera una familia de funciones
de penalidad, del cual la penalidad cuadratica y exponencial son casos particulares.

A continuaciéon demostramos que el Algoritmo 1 alcanza los puntos mas fuertes PAKKT.
En lo sucesivo, supondremos que el método genera una sucesion primal infinita.

Teorema 3.2. Todo punto de acumulacion viable x* generado por el Algoritmo 1 es un
punto PAKKT.

Demostracion: Sean {x*}, {\*}, {i*}, y {pi} sucesiones generadas por el Algoritmo 1y
sea z* un punto de acumulacién viable de {z*}. Podemos suponer, tomando una subsucesién
si es necesario, que limy, ¥ = z*. Tenemos

VL (28, N 1%) = V f(a%) + Vh(aP)NE + Vg(aF)p* — 0 (3.1)

dénde - i
A= NE o pph(a®) y ,uf = pFerr9i@) =1 . m

Puesto que —|g;(z¥)| < min{—gj(xk),,u?} < |g;(«*)| y usando el Teorema 3.1, vemos
que (2.6) se cumple.

Defina 6, = ||(1,AF,*)||  como en la definicién de PAKKT. Si {6} no es acotado,
entonces podemos suponer, tomando una subsucesion si es necesario, que, ademas de {J } ser
no acotado, limy /\f /05, existe para todo i y limy, ,u"f /95, existe para todo j.

Entonces, de la acotacidn de {5\’“} tenemos que, para cada ¢ tal que limy, )\f /0 # 0,

Af MY prhi(a) prhi(z¥)
0% lim =& = Ifm |26 + 2207 2 = im B0 = Ay (2F) > 0V > K
7 kO k [&c Ok k Ok ! Z( ) =
por algunos k; > 1. Entonces (2.7) se satisface con una subsucesién de { (¥, \*, %)} que se

inicializa desde el indice max; k;.
ik ePk9i (=*)
J
B,
—k ., . . .
como limy, ’g—k = 0 entonces (tomando una subsucesion si es necesario) (e’ (zk)) no es acota-

Sea j tales que g;j (z*) = 0, si limy, N?/ék > 0 entonces 0 < limy, ,uf/ék = limy,

da, luego gj(xk) > 0 por algunos k; > 1, por otro lado tambien tenemos que, u;? > 0, luego
M;?gj(xk) > 0 Vk > kj;. Ahora si gj(z*) < 0, entonces limy, ug?/ék < limyg ,u;? = 0, y estos

indices j no violan (2.8). Por lo tanto, hemos demostrado que {CL‘k } es una secuencia PAKKT

y, en consecuencia, que z* es un punto PAKKT cuando {J;} es acotada.

Si {dx} esta acotada, entonces, tomando el limite en (3.1) en una sucesion apropiada, con-
cluimos que z* es un punto KKT, y entonces un punto PAKKT segtn el Lema 2.6 en [10] ( no
necesariamente con la misma sucesién dual-primal generada por el método).

Es importante senalar que el Algoritmo 1 genera puntos PAKKT, pero no necesariamente
sucesiones PAKKT. Es decir, afirmamos que para cada punto de acumulacidon viable z* hay una
sucesion PAKKT correspondiente, pero la sucesién generada {*} no necesariamente tiene una
subsucesion con esta propiedad. Especificamente, cuando la sucesion dual {d} no es acotada,

{z*} tiene una subsucesién PAKKT asociada con z*. Pero en la prueba del teorema anterior
no tenemos ninguna garantia de que la sucesién generada por el método tenga una subsucesion
PAKKT si {dj } estd acotada. Por supuesto, esto no es un incoveniente porque en el tltimo caso
el punto limite ya es un punto KKT.

El siguiente resultado es una consecuencia directa del teorema anterior y del teorema 2.4
en [10]

Corolario 3.1. Sea x* un punto de acumulacion viable de (P) generado por el Algoritmo
1. Si x* satisface la condicion de calificacion PAKKT-regular, entonces x* es un punto KKT.

Una consecuencia importante de la discusion anterior y del teorema 2.4 permite obtener el
siguiente resultado de forma directa .

Corolario 3.2.
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Sea {x*} la sucesion generada por el Algoritmo 1 aplicado a (P). Supongase que x* € X
es un punto de acumulacion viable de {x*} con un conjunto de indices infinito asociado K, es
decir, limye i 2% = x*. Ademds, supdngase que x* satisface la condicion de cuasi-normalidad.

Entonces, las sucesiones duales asociadas {\*}rcx v {1 }rex calculadas en el paso 2 estdn
acotadas.

Ejemplo 3.1.

Proporcionamos un ejemplo que tambien fue usado en [8] y que adaptamos para el caso
de la penalidad exponencial. Veremos que el Algoritmo 1 genera una sucesion cuyos termi-
nos son puntos estacionarios (de hecho, minimizadores locales) de los subproblemas, y que
la sucesion tiene dos puntos estacionarios, uno de los cuales es inviable y viola bdsicamente
cualquier condicion de calificacion y, por lo tanto, no se puede esperar que sea un punto KKT
del problema de optimizacion , mientras que el otro punto de acumulacion es viable satisface
esencialmente todas las condiciones de calificacion y, por lo tanto, es necesariamente un punto
KKT del problema de optimizacion por el Corolario 3.1. Sea n = m = 1y consideremos el
problema de optimizacion dado por:

minimizar T

sujeto a 1—23<0

tenemos que f(xr) = xy g(x) = 1 — 23. Es fdcil ver que T := 1 es la tinica solucion de
este problema de optimizacion; ademds, un cdlculo sencillo muestra que (z,\) := (1,1/3) es
el tinico punto KKT.

Consideremos el algoritmo 1 aplicado a este problema. El andlisis siguiente es bastante
. 1 .
general y supongamos por conveniencia que py > In(27), g™ = 30 donde g™ = 1y

n’ < 1/3.

Ademaés, definimos @*t1

como la proyeccién de p* sobre el intervalo [ﬂmm, ﬂméx}. Se ve

facilmente que, para todo yx > 0y p > 0, la funcién L,(-, u) = x + B(ep(l_xS) — 1) es coerciva
p

sobre R, L/,(x, ) = 1 — 322 peP1=7) lim,_,_ o Li(w,p) = —00 y limyy00 Ly, (2, 1) = 1 se
obtiene ademas que L7, (0, ) = 1y Lj,(1, ) = 1 — 3u. De ello se deduce usando el criterio de
la segunda derivada que L, siempre alcanza un minimo local en (—o0,0) y si 4 > 1/3, alcanza

otro minimo local en (1, +00). Sea (xk) > 1a sucesion de minimizadores locales tales que:

k

e para k impar, 2" es el minimizador local mas grande en (—o0, 0),

k

e para k par, 2" es el minimizador local mds pequefio en (1, +o0).

Si k es impar, tenemos ¥ < 0y g(z*) > 1. De ello se deduce que:

k= ﬂkepkg(l’k) > gFerk > %’

luego @**! > 1, concluimos que z

(z*) es la acotacién.

Lema 3.1. 2% € [-1,2] para todo k > 1.

Demostracion: Si k es impar, entonces 2% < 0. Ademds usando las condiciones iniciales
tenemos que, L;k (—1,5F) = 1 — 3pkFe?* < 0, lo que implica que ¥ > —1, ya que se supone
que z* es el minimo local mas grande en (—oo0, 0).

Ahora demostraremos que z* < 2 para k par. Observe que

k+1 ests bien definido. Otra propiedad de la sucesién

_k _k —
L, (2,5%) =1 —12p"e P,
sea k > 1 par, entonces

L, (2,0%) =1— 12" =1 - 12¢7 "% > 0,
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La acotacién de (z*) implica que la sucesion tiene al menos un punto limite en [—1, 0]
y uno en [1,2]. En particular, tenemos py — oo, ya que de lo contrario cada punto limite
de (:nk) tendria que ser viable, por el paso 3 del algoritmo. Utilizando el teorema 3.2 (de
convergencia), sabemos que cada punto limite viable de (a:"“' ) donde ¢ satisface PAKKT-regular
es un punto KKT. Claramente, el intervalo [—1, 0] consta solo de puntos inviables. Por otra
parte, el intervalo [1, 2] consiste enteramente de puntos viables, y la condicion PAKKT-regular
se cumple en cada uno de estos puntos. Por lo tanto, la subsucesion de (xk) que consiste en
k pares converge a * = 1 que es la solucién (y dnico punto estacionario) del problema de
optimizacion .

Notese tambien que la condicién de cuasi-normalidad es tambien verificada en = = 1, lue-
go por el corolario 3.2, 1a sucesién {*}rcx es acotada, con K siendo el conjunto de niimeros
pares; este hecho puede ser tambien verificado directamente; en efecto si k € K, de la defi-
nicién de 2* como el minimo local més pequefio en (1, 4-00) implica que 0 = L, (zF, k) =

1-3 (:Jck)2 ﬂkepkg(xk) =1-3 (az’“)2 ©*, 1o que implica p*F = 1/ (3 (xk)Q) <1/3.

4. El caso convexo. En el ejemplo dado en la seccion anterior, observamos que la sucesion
generada por el algoritmo puede llevarnos a puntos limite que no son viables para (P).

En el caso cuadratico se demuestra en [6] que todo punto limite z* de la sucesion generada
por el método de Lagrangiano aumentado es un punto KKT de la medida de inviabilidad

()13 + llg(x)-+ 13-

Segin nuestro conocimiento, no existe un resultado similar para el caso de la penalidad
exponencial. En la demostracién de este resultado puede verse que esta medida de inviabilidad
se adapta mejor a la forma que tiene la penalidad cuadratica en comparacion con otras funciones
de penalidad. Creemos que ese resultado es una ventaja de la penalidad cuadratica sobre otro
tipo de penalidades.

En [8], considerando (P) con X = {x € R" : g(z) < 0} y usando el resutado anterior de-
muestra que cuando z* satisface la extendida condicién de Mangazarian Fromovitz (EMFCQ)
entonces x* es viable. Por otro lado no es dificil ver que cuando g es convexay X # 0, el

resultado anterior asegura también que z* es viable, ya que ||g(x) |3 es convexa.

En esta seccidn veremos que cuando g tiene componentes convexas y
X = {z € R": g(z) <0} todo punto limite de la sucesion generada por el Algoritmo 1 es
viable.

Consideraremos el problema de optimizacién definido por:

(PC) Minimizar f(z)
sujeto a glz) <0

donde g : R™ — RP, f : R™ — R son continuamente diferenciable en R" y g es convexa.
Cuando el Algoritmo 1 es aplicado al problema (PC), podemos probar un resultado de
viabilidad del punto limite de la sucesion generada por el método.

Teorema 4.1. Sea {xk} una sucesion generada por el Algoritmo 1, que tiene un punto
limite x*. Entonces, x* es un punto viable del problema (PC), es decir, g; (z*) < 0 para todo
Demostracién: Sea K C N un subconjunto infinito tal que limyc x #* = 2*. Consideremos
dos casos:
1. la sucesién {py } es acotada.
2. la sucesién {py } no estd acotada, es decir, limy_, o pr, = 0.

Caso 1. Como {py} estd acotada, por el paso 3 del algoritmo, debe existir k tal que, para todo
k > k, tenemos ||V¥|| < 7||V*~1|.. Esto significa que

lim ||V*¥|| =0,
k— 00
entonces para todo j = 1, ..., p tenemos que:

k —k

, . /j/ L — M .

lim ij = lim —L—21
k—ro0 k—ro0 Pk

=0.
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como ﬁ? > y™" > () para todo k y paratodo j € {1,--- ,p} tenemos:
prgi(@®) _
i ——— |}
k—o0 Pk

de donde obtenemos limy,_,. e?#% (%) = 1 que implica que
(z*) = lim g;(2*) = 0.
g;(z") = lim g;(z")
entonces z* es viable.

Caso 2. Por el paso 1 del Algoritmo y tomando un punto z € X tenemos

p

|1z — 2| |V (= Z 9@V g ()| < |1Z — 2¥)ep.

y usando la desigualdad de Cauchy—shwarz tenemos que:
T
ViR (@ - 2%) > —e4|7 - 2¥|| - Zu e 9@Ivgi(aF) | (@ -ah). @
7=1

Usando la convexidad de los g;, tenemos que g;(Z) > g;(z%) + Vg;(2*)T (Z — 2*), y como
—g(7) es no negativo, podemos acotar el ultimo termino de (4.1):

T

Z o0 MG k) | (@ - o) >

'M%

ifer i) (g (") — g;(3)))
1

J

ikerrsi (wk)gj (2%).

M=

<.
Il
-

Ahora, supongamos por contradiccion que {j € {1,---, ¢} : g;(z*) > 0} # 0.
Sea a = max{g;j(z*) : j = 1,...,p} > 0. Usando (4.1) y dividiendo entre e2P%, obtenemos:

Vf(:(:k)T (5 — a:k)

e%pk

p
_ Gk sk ok pr(gj(@F)=2) (o k
= vl ||+;uje RO g5 (2), 4.2)
min

dado que, pi, — oo, ,ak >

lfm ) jker9i@=3) g (2F) = 0,

k—o0
J:gj(x*)<0

, y las g; son continuas, tenemos:

Ademads .
. ~k _pr(gj(z")—% k
klggo Z lujepk(gg( ) 2)9].($ ) =0,
j:gj(x*)=0
tenemos que 0 = limy_o (Vf(2")T(Z — 2*)/ e2”+ ). Luego, usando la desigualdad (4.2), se
tiene:

0> lim Z pier o150 g, (ab),

k—o0
Jig;(x*)>0

lo cual es absurdo. Luego, el conjunto{j € {1,--- ,¢} : gj (z*) > 0} =0, i.e., z* es viable. [J
Finalmente, demostramos que un punto limite de la sucesién generada por el algoritmo es
un punto estacionario en el sentido que:

Vi) (z—a*)>0 VzeX;
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con una suposicién adicional sobre los parametros de penalizacidn y precision. Notese que este
contexto no pedimos el cumplimiento de aguna condicién de calificacidon.

Proposicion 4.1. Sea {xk} una sucesion generada por el Algoritmo 1. Supongamos que
la sucesion {ak pk} es acotada. Entonces, cada punto de acumulacion x* de {xk } es un punto

estacionario del problema.
Demostracion: Sea K C {0, 1, -} un subconjunto infinito tal que:

lim z* = 2*.

keK

Segun el teorema anterior, tenemos z* € X. Supongamos por contradiccion que x* no es
un punto estacionario entonces, existe z € X tal que:

V(@) (z—a%) >0,

de forma andloga como en la demostracién del teorema anterior tenemos

VI (2 = ab) > —epllz — 2F) + ) pherer @ g (o). (4.3)
j=1

Considere los términos ,afepkgﬂ' C g;(x*). Si g;(x¥) > 0, entonces
ﬂ;?epkgj(xk)gj (xk) > 0.

De lo contrario, si gj(xk) < 0, tenemos

luego tenemos que
_ (F , _
ik ers9i@) g (%) > min{0, ihg; («%)}.

Por lo tanto, de (4.3) tenemos:

VA —at) > el Y a1 Y minfo, i),
j:gj(xz*)<0 J:gj(x*)=0
“4.4)

tomando limite en (4.4) tenemos :
V@) (z = a*) >0,

lo cual es una contradiccion. 0
El siguiente resultado es consecuencia del teorema anterior y de resultados conocidos de
optimizacién convexa.
Corolario 4.1. En las condiciones del teorema anterior si ademas f es convexa, entonces
x* es solucion global del problema (PC).

5. Conclusiones. Estudiamos un algoritmo lagrangiano aumentado basado en la funcién
de penalidad exponencial para optimizacion con restricciones. Mejoramos la convergencia glo-
bal del algoritmo a puntos estacionarios de primer orden bajo la condicién de calificacion :
positiva aproximada KKT regular (PAKKT-regular). Probamos que bajo la condicién de cuasi-
normalidad en el punto limite viable de la sucesién generada por el Algoritmo 1 la sucesion
dual es acotada. Finalmente damos condicidnes suficientes para la viabilidad y optimalidad del
punto limite, para el caso en que las restricciones son convexas.
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