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Abstract

This paper describes certain types of prime submodules and maximal submodules that
are found within the idealization of a module. As a consequence of this, it is concluded
that every module over a commutative ring with identity element has an extension whose
prime spectrum is nonempty.
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Resumen

En este articulo se describe ciertos tipos de submodulos primos y submodulos maximales
que se encuentran dentro de la idealizacion de un modulo. Como consecuencia de esto,
se concluye que todo médulo sobre un anillo conmutativo con elemento identidad posee
una extension cuyo espectro primo es no vacio.

Palabras clave. Anillos, espectro primo de un médulo, idealizacién de un médulo, médulos,
producto directo, submédulo maximal, submédulo primo.

1. Introduccion. En [1], se introduce el concepto de submddulo primo de un médu-
lo sobre un anillo arbitrdrio, como una generalizacion del concepto de ideal primo de un
anillo. Posteriormente, en [2], [3] y [4], son estudiados en mddulos sobre un anillo con-
mutativo con elemento identidad. Esta clase de submddulos primos hacen parte de una
linea de investigacion activa.

El espectro primo de un médulo es el conjunto de todos sus submdédulos primos. Co-
mo sucede en los anillos, el comportamiento topolégico del espectro primo de un médu-
lo determina el comportamiento algebraico del médulo en cuestion y viceversa, ver por
ejemplo [5] y [6].
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A lo largo de este articulo, A denotard un anillo conmutativo con elemento identidad
14 diferente del elemento neutro aditivo 0 4, y todos los A-mdédulos son unitarios.

La idealizacion de un A-médulo es una técnica introducida por Nagata en [7], el cual
permite pasar problemas relacionados a submdédulos de un A-mdédulo M a problemas de
ideales de un anillo, més precisamente a la idealizacion de M, y de manera reciproca
permite generalizar resultados de anillos a médulos. En [8], se caracterizan los ideales
primos e ideales maximales de la idealizacion, los cuales serdn utilizados en este trabajo.

El propésito de este articulo, es caracterizar ciertos submddulos primos y submodu-
los maximales de la idealizacion de un mddulo. Utilizando esta técnica, se obtendrd un
modulo con espectro primo no vacio, el cual es una extension de moédulo dado.

Después de la introduccidn, el resto de este articulo consta de cinco secciones, organi-
zadas de la siguiente manera: En la Seccidn 2, se presenta algunos conceptos y resultados
que serdn utilizados en este articulo. Esta seccion abarca tres subsecciones distribuidos
del siguiente modo: En la Subseccién 2.1, se presenta las definiciones de submddulos
maximales y submddulos primos. En la Subseccion 2.2, se describe ciertos submddulos
en el producto directo de un anillo por un médulo sobre el mismo anillo. En la Subseccion
2.3, se describe sobre la idealizacion de un médulo. En la Seccidn 3, se presenta algunos
resultados sobre el ideal cociente en el producto directo de dos modulos. En la Seccion 4,
se muestran familias de submdédulos primos en la idealizacién de un médulo formado por
ideales de la idealizacion. En la Seccion 5, se presentan ejemplos de submodulos primos
en la idealizacion de un mddulo, los cuales no son ideales de la idealizacién. Finalmente,
en la Seccion 6, se exibe un médulo con espectro primo no vacio que es una extension de
un modulo dado.

2. Notacion y preliminares. En esta seccion, se introduce notaciones y algunos re-
sultados preliminares sobre submddulos primos, el producto directo de un anillo por un
modulo sobre el mismo anillo y la idealizaciéon de un médulo.

2.1. Submédulos primos y submoédulos maximales. Sean A un anillo y M un A-
modulo. Se dice que el submédulo 2t de M es un submodulo maximal, si 9] es un ele-
mento maximal, con respecto a la inclusion, del conjunto de submdédulos propios de M.

Para cualquier submédulo NV de un A-médulo M y cualquier ideal I de A, el submddu-
lo extendido de I por N, denotado por I N, es definido como el submddulo de M generado
por{an: a € I, n € N}. En particular, si [ = (a) para algiin a € A, se denota I N por
aN. En este caso, aN = {an: n € N}.

Para cualesquiera submoédulos N y K de un A-médulo M, el ideal cociente de N por
K, denotado por (N :4 K), es definido como el conjunto de todos los elementos a en A
tales que a X' C N. De hecho, este es un ideal de A.

Lema 2.1. Sean M y N dos mddulos sobre un anillo Ay f : M — N un homo-
m(orj/;i;mo de médulos. Si Ky P son submddulos de M, entonces (K :y P) C (f(K) :a
f(P)).

Demostracion: Dador € (K :4 P), se tiene que 7P C K. De esta forma, si m € P
entonces rm € K. Luego, rf(m) = f(rm) € f(K). Por lo tanto, rf(P) C f(K),y asi
r € (f(K):a f(P)). Esto muestra que (K :4 P) C (f(K) :a f(P)). O

Proposicion 2.1. Sean M y N dos médulos sobre un anillo Ay f : M — N un
homomorfismo de modulos. Si K es un submédulo de M tal que ker f C K, entonces

(K :a P) = (f(K) :a f(P)),

para todo submodulo P de M.

Demostracion: Por el Lema 2.1, es suficiente mostrar que (f(K) :a f(P)) C (K :a
P). De hecho, dado r € (f(K) :4 f(P)), se tiene que rf(P) C f(K). De esta forma, si
m € P entonces f(rm) = rf(m) € f(K). Luego, f(rm) = f(n), para algin n € K.
De donde, f(rm —n) = Oy y, por lo tanto, rm — n € ker f. Como ker f C K'yn € K,
concluyese que rm € K. Por lo tanto, rP C K,y asir € (K :4 P). Esto muestra que
(F(K) a f(P)) C (K iy P).

Sean A un anillo y M un A-médulo. Se dice que el submédulo propio 3 de M es un
submaodulo primo si, para cualesquiera a € Ay m € M tales que am € 3, implique que
a€ (P:a M)om e P.

Se define el espectro primo de M, denotado por Spec, (M), como el conjunto de
todos los submoédulos primos de M.
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El siguiente resultado es el teorema fundamental de los submddulos primos, el cual
proporciona una caracterizacion de los submddulos primos.

Teorema 2.1 ([9, Lema 1]). Sean A un anillo y M un A-médulo. Si ‘g es un submodu-
lo de M, entonces B3 es un submddulo primo de M si, y solamente si, (B 14 M) es un
ideal primo de Ay el A/(*B :a M)-médulo M /B es sin torsion.

2.2. Ciertos submodulos en el producto directo A X M. En esta subseccion se
presentan dos tipos de submoddulos del producto directo A x M, donde A es un anillo y
M es un A-mddulo, los cuales serdn utilizados en las préximas secciones.

Sean M y N dos médulos sobre un anillo A, recuérdese que el producto directo de M
y N es el A-médulo M x N, cuyas operaciones de adicion y multiplicacién por escalar
son definidas de la siguiente manera:

(m,n)+ (m',n') = (m+m/,n+n),

a(m,n) = (am,an),
para todos (m, n), (m’,n") € M x Ny a € A. Las aplicaciones naturales

ty: M — M XN y in: N — MxN
m +— (m,0y) n +—— (Op,n)

son homomorfismos de A-mddulos inyectivos tales que ¢ps (M) = M x (On) y tn(N) =
(0p7) x N. Estas aplicaciones son llamadas inclusion en la primera componente e inclu-
sion en la segunda componente, respectivamente.

Asimismo, las proyecciones

Ty MxN — M y an: MxN — N
(m,n) +—— m (m,n) +— n

son homomorfismos de A-médulos sobreyectivos tales que ker my; = (0p) X Ny ker my =
M X <O N>.
Estas aplicaciones son llamadas proyeccion en la primera componente e proyeccion en
la segunda componente, respectivamente.

Tanto las imagenes de las inclusiones como los ndcleos de las proyecciones son
submédulos del A-médulo M x N.

Lema 2.2. Sean A un anillo y M un A-modulo. Si L es un submodulo de A x M
conteniendo (04) X M, entonces

ma(L) = 151(L).

Demostracion: Dado a € m4(L), existe m € M tal que (a,m) € £. Como L es un
submédulo de A x M conteniendo (04) x M, se tiene que (04, m) € Ly, por lo tanto,

(a,0p) = (a,m) — (04,m) € L.

Luego, a € ¢;'(L£). Esto muestra que m4(£) C ;' (L£). Para establecer la inclusién
contraria, sea a € ¢,*(L). Entonces, (a,0y) € Ly, por lo tanto, a € m4(L). Esto
muestra que ¢, (L) C 7w4(L). O

Proposicion 2.2. Sean A un anillo y M un A-mdédulo. Sea L un submddulo de A x M.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) (04) x M C £;
(2) £=13"(L) x M;
(3) LI?TA(£>XM.

Demostracion: Se probard que (1) implica (2), (2) implica (3) y (3) implica (1).
Inicialmente, se probara que (1) implica (2). Supéngase que L es un submoédulo de A x M
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conteniendo (04) x M. Entonces, dado (a,m) € L, se tiene que (04, m) € Ly, por lo

tanto,
(a,0n) = (a,m) — (04, m) €
)

Luego, a € 1,;*(L£). Porlo tanto, (a,m) € ¢, (L£)x M. Esto muestraque £ C ¢, (E)XM.
Para establecer la inclusién contraria, sea (a,m) € ¢;'(£) x M. Entonces, a € ;' (L) y,
por lo tanto, (a,05/) € L. Por otro lado, como (04, m) € L, concluyese que

(a,m) = (a,0n) + (04,m) € L.

Esto muestra que ¢ ;" (£) x M C L.

Ahora se probaré que (2) implica (3). Supéngase que £ = 1;*(£) x M. Como 1 ;;*(£)
es un submédulo de A, sigue que (04) C ¢;'(£) y, porlotanto, (04) x M C L. Entonces,
por el Lema 2.2, 74(L) = 1;'(£). De esta forma £ = 74(L) x M.

Finalmente, se probara que (3) implica (1). Supdngase que £ = m4(L) x M. Como
EA(E) es un submodulo de A, sigue que (04) C m4(L) y, por lo tanto, (04) x M C L.

Lema 2.3. Sean A un anillo y M un A-médulo. Si L es un submédulo de A x M
conteniendo A x (0y), entonces

(L) = 13/ (L).

Demostracion: Dado m € my (L), existe a € A tal que (a,m) € L. Como L es un
submédulo de A x M conteniendo A x (0,/), se tiene que (a,0y7) € Ly, por lo tanto,

(04,m) = (a,m) — (a,0p) € L.

Luego, m € 13/ (L). Esto muestra que 7y,(L£) C ¢;; (L). Para establecer la inclusién

contraria, sea m € ¢, (L). Entonces, (04,m) € Ly, por lo tanto, m € my(L). Esto
muestra que ¢y; (£) C m(L). O

Proposicion 2.3. Sean A un anillo y M un A-mdédulo. Sea L un submddulo de A x M.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Ax(0ar) C L;
(2) L= Ax 1 (L);
(3) £ = A x mu(L).

Demostracion: Se probard que (1) implica (2), (2) implica (3) y (3) implica (1).
Inicialmente, se probara que (1) implica (2). Supéngase que L es un submoédulo de A x M
conteniendo A x (0,s). Entonces, dado (a,m) € L, se tiene que (a,0y) € Ly, por lo
tanto,

(04,m) = (a,m) — (a,0p) € L.

Luego, m € t;; (£). Porlo tanto, (a,m) € Ax 1y} (L). Esto muestraque £ C Ax ¢y} (L£).
Para establecer la inclusién contraria, sea (a,m) € A x ¢;; (£). Entonces, m € ¢} (L) y,
por lo tanto, (04, m) € L. Por otro lado, como (a,0,,) € L, concluyese que

(a,m) = (04,m) + (a,0y) € L.

Esto muestra que A x ¢,; (£) C L.

Ahora se probara que (2) implica (3). Supéngase que £ = A x 13} (£). Como ¢;; (L)
es un submédulo de M, sigue que <OM> C 13/ (L) y, por lo tanto, A x (0p) C L.
Entonces, por el Lema 2.3, 7y, (£) = ¢;; (£). De esta forma £ = A x m(L).

Finalmente, se probara que (3) implica (1). Supongase que £ = A x mp(L). Como
(L) es un submoddulo de M, sigue que (057) C mp (L) y, por lo tanto, A X (0y) C L.
O
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2.3. La idealizacion de un modulo. Sean A un anillo y M un A-mdédulo. Al pro-
ducto directo A x M, se dota de una estructura multiplicativa, de la siguiente manera:

(a,m) - (b,n) = (ab,an + bm),

para todos (a,m) y (b,n) en A x M. De esta forma, el producto directo A x M se
convierte en una A-algebra conmutativa con elemento identidad (14, 0,/). Esta A-dlgebra
es llamada de idealizacion de M y se le denotard por A x M.

Observacion 2.1. Sean A un anillo y M un A-mddulo. Para cualesquierar € Ay
(a,m) € Ax M, r(a,m) = (r,0r) - (a,m). En efecto, dadosr € Ay (a,m) € Ax M,
se tiene que

T(aa m) = (7"61, rm) = (T‘v OM) ’ (aa m)

Observacion 2.2. Sean A un anillo y M un A-médulo. Si T es un ideal de A x M,
entonces I es un submodulo de Ax M. En efecto, es suficiente probar que I es absorbente
con respecto a la multiplicacion escalar. De hecho, dados v € Ay (a,m) € Z, se tiene
que (r,0y7) - (a,m) € Z, ya que T es un ideal de A x M. Entretanto, por la Observacion
2.1, r(a,m) = (r,05) - (a,m). Luego, r(a,m) € Ly, por lo tanto, T es un submddulo
de A x M.

La reciproca de la Observacion 2.2 no es necesariamente cierto. En efecto, considérese
A un anillo y @ un elemento que no sea una unidad en A. Se tiene que A X (a) es un
submédulo de A x A. Entretanto, A X (a) no es un ideal de A x A. De hecho, se tiene
que (14,14 —a) e Ax Ay (14,a) € A X (a), pero

(1A,1A—a) ~(1A,a) = <1A71A> %AX <CL>,

yaque (a) # A.

La inclusién en la primera componente 14 : A — A X M es un homomorfismo de
A-élgebras inyectivo, y la proyeccion en la primera componente 74 : A x M — Aes
un homomorfismo de A-algebras sobreyectivo.

Siendo ¢4 un homomorfismo de anillos, la imagen ¢ 4(B) es un subanillo de A x M,
para todo subanillo B de A. Asimismo, siendo ¢4 un homomorfismo de A-mddulos, la
imagen inversa . ;'(£) es un submédulo de Ay kertq C ¢, (L), para todo submédulo £

de A x M. En particular, la imagen inversa ¢ ;" (£) es un ideal de A, para todo submédulo
Lde Ax M.

También, siendo la inclusién en la segunda componente ¢y, : M — A x M un ho-
momorfismo de A-médulos, la imagen inversa ¢;; (£) es un submédulo de M y ker 1y, C

131 (L), para todo submédulo £ de A x M.
De la misma manera, siendo 74 un homomorfismo de anillos, la imagen inversa

7, (1) es un ideal de A x M y kerm, C m,*(I), para todo ideal I de A. En particu-

lar, por la Observacion 2.2, la imagen inversa WATl(I ) es un submédulo de A x M, para
todo ideal 7 de A.

Observacion 2.3. Sean A un anillo y M un A-mdédulo. Si N es un submddulo de M,
entonces 1y (N) es un ideal de A x M. En efecto, es suficiente probar que 1y;(N) es
absorbente con respecto a la multiplicacion. De hecho, dados (a,m) € Ax M yn € N,
se tiene que an € Ny

(a,m) - tpr(n) = (a,m) - (04,n) = (04,an) = tyr(an) € 1y (N).

Por lo tanto, 1p;(N) es un ideal de A x M.

Por la Observacion 2.3, ¢, (M) es un ideal de A x M. También, se tiene que 1 4(A) es
un subanillo de A x M. De esta forma, se consigue incrustar el anillo A como un subanillo
del anillo A x M y el médulo M como un ideal de este. Esta técnica fue utilizada por
Nagata en [7]. En particular, concluyese que el A-médulo A x M es una extension del
A-médulo M.

A continuacion, se presenta un resultado que proporciona una caracterizacion de los
ideales formados por un producto directo en la idealizacién de un moddulo, el cual se
encuentra en [8].

Teorema 2.2 ([8, Teorema 3.1]). Sean A un anillo y M un A-mddulo.

(1) Si I es un ideal de A'y N es un submédulo de M, entonces I x N es un ideal de
A x M si, y solamente si, IM C N.
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(2) Si Z es un subconjunto de A x M, entonces I es un ideal de A x M conteniendo
(04) X M si, y solamente si, T = I x M, para algin ideal I de A.

Sean A un anillo y M un A-médulo. Si NV es un submédulo propio de M, por el item
(1) del Teorema 2.2, se tiene que el submoédulo A x N de A x M no es un ideal de A x M,
yaque AM =M ¢ N.

SeaZ unidealde Ax M.SiZ = I x N, donde [ esunidealde Ay N esun submédulo
de M, el ideal Z se denotard por [ x N. Por ejemplo, por el item (1) del Teorema 2.2,
I x M esunidealde A x M, yaque IM C M, para todo ideal I de A.

Observacion 2.4. Sean A un anillo y M un A-mddulo. Si L es un submddulo de
A x M conteniendo (04) X M, entonces L es un ideal de A x M. En efecto, como
(04) x M C L, por la Proposicion 2.2, se tiene que L = 1 ;' (L) x M. Siendo 1,;* (L) un
ideal de A, concluyese que L es un ideal de A x M.

El siguiente resultado es un corolario del Teorema 2.2, el cual proporciona una carac-
terizacion de los ideales primos y maximales en la idealizacién de un médulo.

Teorema 2.3 ([8, Teorema 3.2]). Sean A un anillo y M un A-mddulo.

(1) Si M es un subconjunto de A x M, entonces MM es un ideal maximal si, y solamente
si, M = m x M, para algiin ideal maximal m de A.

(2) Si*P es un subconjunto de A x M, entonces B es un ideal primo si, y solamente si,
P =p x M, para algiin ideal primo p de A.

3. Ideal cociente en el producto directo.

Lema 3.1. Sean A un anillo y M un A-mdédulo. Si N y K son submddulos de M e I
y J son ideales de A, entonces (I x N :y J x K) C (N :4 K).

Demostracion: Supéngase que r € (I x N :4 J x K). Entonces, 7(J x K) C I x N.
Por lo tanto, dado m € K, se tiene que (04,7m) = r(04,m) € I x N. De donde,
rm € N,yasir € (N :4 K). Estomuestraque (I x N :4 J X K) C (N :4 K). O

Proposicion 3.1. Sean A un anillo y M un A-mddulo. Si [ y J son ideales de A tales
que J C I, entonces

(IXN:iyJxK)=(N:4 K),

para cualesquiera submodulos N y K de M.

Demostracion: Por el Lema 3.1, es suficiente mostrar que (N :4 K) C (I x N :4
J x K). En efecto, dado r € (N :4 K), se tiene que 7K C N. Luego, para cualquier
(a,m) € J x K, se tiene que r(a, m) = (ra,rm) € I x N (yaque J C I). Por lo tanto,
r(Jx[)() CIxN,yasir e (IxN:4 JxK).Estomuestraque (N :4 K) C (I XN :4
Jx K). U

Corolario 3.1. Sean A un anillo y M un A-mddulo. Si N y K son submodulos de M
e I es un ideal de A, entonces

(IxNiglxK)=(N:4 K).

Demostracion: Es inmediato de la Proposicién 3.1. U

Lema 3.2. Sean A un anillo y M un A-médulo. Si N y K son submédulos de M e |
es un ideal de A, entonces (I x N :y Ax K) C I.

Demostracion: Supéngase que r € (I x N :4 Ax K).Entonces, r(AxK) C IXNy,
por lo tanto, (7,0y7) = 7(14,04) € I x N.Dedonde,r € I,yasi (I xN :y AxK) C I.
O

Teorema 3.1. Sean A un anillo y M un A-mddulo. Si N y K son submddulos de M e
I es un ideal de A, entonces I C (I x N :4 A x K) si, y solamente si, K C N. En este
caso,

(IXxN:pAXxK)=1.

Demostracion: Supéngase inicialmente que [ C (I x N :y Ax K).Seana € [y
m € K. Se probara que am € N. En efecto, comoa € I C (I x N :4 A x K), se tiene
que a(A x K) C I x Ny, por lo tanto,

(()A,am) = a(OA,m) el xN.

De donde, am € N. Esto muestra que /K C N.
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Reciprocamente, supéngase que / X' C N. Luego, dador € I, para cualquier (a, m) €
A x K, se tiene que rm € N. Entonces,

r(a,m) = (ra,rm) € I x N.

Por lo tanto, 7(A x K) C I x N,yasir € (I x N ;4 A x K). Esto muestra que
IC(IxN:gAxK).

Finalmente, por el Lema 3.2, concluyese que (I x N :4 A x K) = 1. O

El siguiente teorema proporciona otra caracterizacion de los ideales formados por un
producto directo en la idealizacién de un médulo.

Teorema 3.2. Sean A un anillo y M un A-modulo. Sea I un ideal de Ay N un
submodulo de M. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) I x N es unideal de A x M,
(2) IM C N;
(3) I (IxN:yAx M),

En este caso,
(Ix N:g Ax M)=1.

Demostracion: Se probard que (1) es equivalente a (2) y (2) es equivalente a (3). Por
el Teorema 2.1, se tiene que (1) es equivalente a (2), y por el Teorema 3.1, se tiene que
(2) es equivalente a (3).

Finalmente, por el Teorema 3.1, concluyese que (I X N :y Ax M) = 1. U

Lema 3.3. Sean A un anillo y M un A-mdédulo. Si L es un submédulo de Ax M, enton-
ces
(L:a Ax M) C i} (L).

Demostracion: Supéngase que r € (L :4 A x M). Entonces, r(A x M) C Ly, por
lo tanto, (7,05) = 7(14,0x) € L. Dedonde, r € 1,;* (L), yasi (L4 Ax M) C 1;*(L).
O

Proposicion 3.2. Sean A un anillo y M un A-mddulo. Si L es un submédulo de Ax M,
entonces 1, (L) C (L :a Ax M) si,y solamente si, (04) x 1;*(L)M C L. En este caso,

(L:a Ax M) =1(L).
Demostracion: Supéngase inicialmente que ¢,*(£) C (£ 14 A x M). Seam €

1,1 (L)M. Se probard que (04,m) € L. En efecto, como m € 1'(£)M, existen k € IN,
a; € Lgl(ﬁ) ym; € M, paratodo? € INtalque 1 <7 < k, con

k
m = Z a;m;.
i=1
Como a; € 1;'(£) C (L :4 Ax M), se tiene que a;(Ax M) C L. Luego, a;(04,m;) € L
y, por lo tanto,
k
OA) Z 0A7 aiml

Esto muestra que (04) x ¢, (£)M C L.
Reciprocamente, supéngase que (04) x ¢;'(£)M C L. Entonces, dado r € ;' (L),
se tiene que (r,0,7) € L. Luego, para cualquier (a,m) € A x M, se tiene que

Q; OA, mz

M;r

i=1

r(a,m) = (ra,rm) = a(r,0y) + (04,7m) € L.

Por lo tanto, 7(A x M) C L,yasir € (L :4 A x M). Esto muestra que ¢;'(£) C (£ :4
A x M).

Finalmente, por el Lema 3.3, concluyese que (£ :4 A x M) = ;' (L). O
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Proposicion 3.3. Sean A un anillo y M un A-mddulo. Si L es un submédulo de A x M
conteniendo (04) x M, entonces

(L:ia Ax M) =ra(L),

donde w5 : A x M — A es la proyeccion en la primera componente.
Demostracion: Como kermy = (04) x M C L, por la Proposicién 2.1, se tiene que

(E IAAX M) = (7TA<£) ‘A 7TA(A>< M))

Finalmente, teniendo en vista que m4(A x M) = A, concluyese que (m4(L) 14 ma(A X
M)) = ma(L)y, porlo tanto, (£ 14 A x M) = ma(L).

Proposicion 3.4. Sean A un anillo y M un A-modulo. Si L es un submédulo de A x M
conteniendo A x (0y), entonces

(L:a Ax M) = (mp(L):4a M),

donde my; : A X M — M es la proyeccion en la segunda componente.
Demostracion: Como ker my = A x (0p7) C L, por la Proposicion 2.1, se tiene que

(L:ag AXx M) = (mp(L) 14 (A x M)).

Finalmente, teniendo en vista que my (A x M) = M, concluyese que (£ :4 A x M) =
(ma (L) :a M). O

4. Ideales de A x M que son submédulos primos y submoédulos maximales de
A x M.

Teorema 4.1. Sean A un anillo y M un A-maodulo. Si ‘3 es un ideal primo de A x M,
entonces *B es un submodulo primo de A x M.

Demostracion: Como ‘P es un ideal primo de A x M, B es un submdédulo propio de
A x My, por el item (2) del Teorema 2.3, 3 = p x M, para algin ideal primo p de A.
Sean ahorar € Ay (a,m) € A x M tales que r(a,m) € Pyr ¢ (P :4 Ax M). Se
probara que (a,m) € PB. De hecho, ya que (ra,rm) = r(a,m) € B, sigue que ra € p.
Por otro lado, por el Teorema 3.2, se tiene que p = (p x M :4 A x M). Teniendo en vista
que p es un ideal primoy r ¢ (P :4 A x M) = p, concluyese que a € p. Por lo tanto,
(a,m) € B. Esto muestra que P es un submddulo primo de A x M.

Teorema 4.2. Sean A un anillo y M un A-mddulo. Sea p un ideal de A. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) p x M es un submédulo primo de A x M,
(2) p x M es un ideal primo de A x M;
(3) p es un ideal primo de A.

Demostracion: Se probard que (1) implica (3), (3) implica (2) y (2) implica (1).
Inicialmente, se probara que (1) implica (3). Como p x M es un submoddulo primo de
A x M, por el Teorema 2.1, (p x M :4 A x M) es un ideal primo de A. Ahora, por el
Teorema 3.2, (p x M :4 A x M) = p, es decir, p es un ideal primo de A.

Ahora se probara que (3) implica (2). De hecho, si p es un ideal primo de A, por el
item (2) del Teorema 2.3, p X M es un ideal primo de A x M.

Finalmente, por el Teorema 4.1, se tiene que (2) implica (1). [

Teorema 4.3. Sean A un anillo y M un A-mddulo. Si I es un ideal de Ay N es un
submodulo propio de M tal que I x N es un submédulo primo de A x M, entonces N es
un submodulo primo de M.

Demostracion: Sear € Aym € M talesque rm € Nyr ¢ (N 4 M). Se
probara que m € N. De hecho, como r(04,m) = (04,rm) € I x N ysiendo I x N un
submodulo primo de A x M, se tiene que 7 € (I X N :4 A X M) o (0a,m) € I x N.
Como r ¢ (N :4 M), por el Lema 3.1, concluyese que r ¢ (I x N :4 A x M). Por lo
tanto, (04,m) € I x N,yasim € N. Esto muestra que N es un submoédulo primo de M.
U

Observacion 4.1. La reciproca del Teorema 4.3 no es necesariamente cierto. En efec-
to, considérese p un niimero primo positivo y sea n un niimero entero positivo diferente
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de 1y p. Se tiene que (p) es un submodulo primo del Z.-médulo Z.. Entretanto, por [10,
Teorema 2.7], (n) x (p) no es un submddulo primo del Z-médulo 7. x Z.

La siguiente proposicion proporciona una especie de reciproca del Teorema 4.3.

Proposicion 4.1. Sean A un anillo y M un A-médulo. Si B es un submddulo primo
de M, entonces (P :q4 M) x B es un submodulo primo de A x M.

Demostracion: Como B es un submddulo propio de M, (P 14 M) x P es un
submédulo propio de A x M. Sean ahorar € Ay (a,m) € A x M tales que r(a,m) €
(PB:aM)xPyre ((P:a M)xP:4 Ax M). Se probara que (a,m) € (P :4 M) xP.
De hecho, ya que (ra,rm) = r(a,m) € (P :4 M) x B, sigue que ra € (P :4 M)y
rm € B. Por otro lado, como (P :4 M)M C B, por el Teorema 3.1, (P :4 M) x P :4
Ax M) = (P :4 M). Ademas, siendo B3 un submédulo primo de M, por el Teorema 2.1,
(P :4 M) es un ideal primo de A. De esta forma, comora € (P :a M)yr ¢ (P :4 M),
concluyese que a € (P :4 M). También, como rm € P, se tiene que m € ‘B. Por lo
tanto, (a, m) € (P :4 M) x PB. Esto muestra que (P :4 M) x B es un submbdulo primo
de A x M. O

Teorema 4.4. Sean A un anillo y M un A-mddulo. Si M es un ideal maximal de
A x M, entonces I es un submodulo maximal de A x M.

Demostracion: Como ) es un ideal maximal de A x M, por la Observacion 2.2, 9
es un submaédulo propio de A x M vy, por el item (1) del Teorema 2.3, 9t = m x M,
para algun ideal maximal m de A. Sea ahora £ un submddulo propio de A x M tal que
9M C L. Se probard que £ = M. De hecho, como (04) x M C m x M C L, por la
Observacion 2.4, L es un ideal propio de A x M. Luego, como 91 es un ideal maximal de
A x M, sigue que £ = . Esto muestra que 2N es un submédulo maximal de A x M. [

Observacion 4.2. La reciproca del Teorema 4.4 no es necesariamente cierto. En efec-
to, considérese p un niimero primo positivo'y sea MM, = 7 x (p). Por [10, Lema 2.4], m,
es un submodulo maximal del Z,-modulo 7. X Z.. Entretanto, por el item (1) del Teorema
2.3, M, no es un ideal maximal de 7, x .

Proposicion 4.2. Sean A un anillo y M un A-mddulo. Si 9 es un ideal y un submdédu-
lo maximal de A x M, entonces I es un ideal maximal de A x M.

Demostracion: Procediendo por el absurdo, supdngase que )t no es un ideal maximal
de A x M. Luego, siendo 9 un ideal propio de A x M, existe un ideal maximal 9 de
A x M tal que 9t C 9. Por otro lado, por la Observacion 2.2, M’ es un submédulo
propio de A x M, lo que contradice el hecho de ser ) un submdédulo maximal. Por lo
tanto, 90T es un ideal maximal de A x M. OJ

Corolario 4.1. Sean A un anillo y M un A-mdédulo. Sea m un ideal de A. Las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

(1) m x M es un submédulo maximal de A x M;
(2) m x M es un ideal maximal de A x M,
(3) m es un ideal maximal de A.

Demostracion: Se probara que (1) es equivalente a (2) y (2) es equivalente a (3). Por
la Proposicion 4.2, se tiene que (1) implica (2), y por el Teorema 4.4, se tiene que (2)
implica (1). Finalmente, por el item (1) del Teorema 2.3, se tiene que (2) es equivalente a
(3).

Sea (A, m) un anillo local. Si M es un A-médulo finitamente generado, entonces
(Ax M, mx M) es un anillo local, cf. [8]. Sin embargo, A x M no necesariamente posee
un unico submddulo maximal, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1. Sea K un cuerpo. Si S es un subespacio vectorial del K-espacio vecto-
rial KX IK, entonces S es un submodulo maximal de KX K si, y solamente si, dimg S = 1.
En particular, (O ) X Ky K x (O ) son submédulos maximales de IX x K. En efecto, si S
es un submodulo maximal de K x I, entonces S # ((0k, Ok)), ya que dimy IK x K = 2.
Como S es un subespacio vectorial propio, sigue que dimg S = 1. Reciprocamente,
supongase que dimk S = 1. Sea ahora L un submodulo propio de K x K tal que S C L.
Entonces, L = S, ya que dimg L = 1. Por lo tanto, S es un submodulo maximal de
K x K.

Teorema 4.5. Sean A un anillo y M un A-médulo. Sea L un submodulo de A x M
conteniendo (04) X M. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) L es un submédulo primo de A x M;
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(2) ma(L) es un ideal primo de A, donde w4 : A x M — A es la proyeccion en la
primera componente;

(3) 13 (L) es un ideal primo de A, donde 14 : A —s A x M es la inclusion en la primera
componente.

Demostracion: Se probard que (1) es equivalente a (2) y (2) es equivalente a (3).
Inicialmente, se probara que (1) es equivalente a (2). Como £ es un submédulo de A x M
conteniendo (04) x M, por la Proposicion 2.2, se tiene que £ = m4(L) x M. Luego, £
es un submodulo propio de A x M si, y solamente si, 74 (L) es un ideal propio de A.

Ahora, supdngase que £ es un submédulo primo de A x M. Sean a y b en A tales
que ab € mo(L)y a ¢ m4(L). Se probara que b € m4(L). De hecho, ya que ab € m4(L),
existe m € M tal que (ab,m) € L. Entonces, (04, m) € Ly, por lo tanto,

a(b,0n7) = (ab,0pr) = (ab,m) — (04,m) € L.

Como L es un submdédulo primo de A x M, sigue que a € (L :4 Ax M) o (b,0y) € L.
Por otro lado, por la Proposicion 3.3, se tiene que m4 (L) = (£ :4 A x M). De esta forma,
a(b,0p) € Lya ¢ (L :4 AXx M). Teniendo en vista que £ es un submédulo primo,
concluyese que (b,057) € L. Porlo tanto, b € w4(L). Esto muestra que 74 (L) es un ideal
primo de A.

Reciprocamente, supongase que 74 (L) es un ideal primo de A. Seanr € Ay (a,m) €
A x M tales que r(a,m) € Lyr ¢ (L :4 A x M). Se probard que (a,m) € L. De
hecho, ya que (ra,rm) = r(a,m) € L, sigue que ra € m4(L). Por otro lado, utilizando
nuevamente la Proposicion 3.3, se tiene que (£ :4 A x M) = m4(L). De esta forma,
ra € ma(L)yr ¢ ma(L). Teniendo en vista que 74 (L) es un ideal primo, concluyese que
a € m4(L). Entonces, existe n € M tal que (a,n) € L. Como (04) x M C L, se tiene
que (04, m —n) € L. Por lo tanto,

(a,m) = (a,n) + (04,m —n) € L.

Esto muestra que £ es un submédulo primo de A x M.
Finalmente, por el Lema 2.2, se tiene que (2) es equivalente a (3). U

5. Submédulos primos de A x M que no son ideales de A x M.

En la Seccion 4, se mostré familias de submoddulos primos en la idealizacion de un
modulo formado por ideales de la idealizacion. En esta seccion, se muestran ejemplos
de submoddulos primos en la idealizacién de un moédulo, los cuales no son ideales de la
idealizacion.

El siguiente teorema proporciona otra caracterizacion de los submdédulos primos de
un modulo.

Teorema 5.1. Sean A un anillo y M un A-mddulo. Si P es un submédulo de M,
entonces B es un submodulo primo de M si, y solamente si, A x ‘B es un submodulo
primo de A x M.

Demostracion: Supodngase inicialmente que *J3 es un submoddulo primo de M. En-
tonces, P es un submodulo propio de M vy, por lo tanto, A x P es un submoddulo pro-
pio de A x M. Sean ahorar € Ay (a,m) € A x M tales que r(a,m) € A x P
yr ¢ (AxP 4 Ax M). Se probard que (a,m) € A x B. De hecho, ya que
(ra,rm) = r(a,m) € A x B, sigue que rm € B. Por otro lado, por el Corolario 3.1, se
tiene que (P 14 M) = (A X P :4 A x M). De esta forma, rm € Pyr ¢ (B :4 M).
Teniendo en vista que P es un submoddulo primo, concluyese que m € ‘3. Por lo tanto,
(a,m) € A x . Esto muestra que A x B es un submddulo primo de A x M.

La reciproca es un caso particular del Teorema 4.3, ya que 33 es un submdédulo propio
de M.

Ejemplo 5.1. Sea A un anillo. Si M es un A-modulo cuyo espectro primo es no vacio,
por el Teorema 5.1, se tiene que A X B es un submddulo primo de A x M, para todo
submodulo primo B de M. Ademds, A X P no es un ideal de A x M.

Teorema 5.2. Sean A un anillo y M un A-médulo. Sea L un submédulo de A x M
conteniendo A x (0y). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) L es un submédulo primo de A x M;

(2) mar(L) es un submédulo primo de M, donde wy; : A x M — M es la proyeccion
en la segunda componente;
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(3) 1y (L) es un submddulo primo de M, donde 1y : M — A x M es la inclusion en
la segunda componente.

Demostracion: Se probard que (1) es equivalente a (2) y (2) es equivalente a (3).
Inicialmente, se probara que (1) es equivalente a (2). Como L es un submédulo de A x M
conteniendo A x (0,,), por la Proposicién 2.3, se tiene que £ = A x my(L). Luego, £
es un submodulo propio de A x M si, y solamente si, m,(£) es un submédulo propio de
M.

Ahora, supéngase que £ es un submédulo primo de A x M. Seanr € Aym € M
tales que rm € mp (L) y r ¢ (ma(L) :a M). Se probard que m € m(L). De hecho,
yaque rm € (L), existe a € A tal que (a,rm) € L. Entonces, (a,0y;) € Ly, por lo
tanto,

r(04,m) = (04,7m) = (a,rm) — (a,0y) € L.
Como L es un submddulo primo de A x M, sigue que r € (L :4 AX M) o (04,m) € L.
Por otro lado, por la Proposicion 3.4, se tiene que (mp (L) 14 M) = (L :4 A x M). De
esta forma, (04, m) € Lyr ¢ (L :4 A x M). Teniendo en vista que L es un submodulo
primo, concluyese que (04, m) € L. Por lo tanto, m € m,(L). Esto muestra que 7, (L)
es un submoédulo primo de M.

Reciprocamente, supongase que 7y, (L) es un submddulo primo de M. Seanr € Ay
(a,m) € Ax M talesque r(a,m) € Lyr ¢ (L :4 Ax M). Se probard que (a,m) € L.
De hecho, ya que (ra,rm) = r(a,m) € L, sigue que rm € my(L). Por otro lado,
utilizando nuevamente la Proposicion 3.4, se tiene que (L :4 A x M) = (mp (L) :a M).
De esta forma, rm € my (L) y r ¢ (my(L) :4 M). Teniendo en vista que (L)
es un submédulo primo, concluyese que m € m,,(L). Entonces, existe b € A tal que
(b,m) € L.Como A x (05;) C L, se tiene que (a — b,0,,) € L. Por lo tanto,

(a,m) = (b,m)+ (a —b,0p) € L.

Esto muestra que £ es un submédulo primo de A x M.
Finalmente, por el Lema 2.3, se tiene que (2) es equivalente a (3). ]
Como una aplicacién del Teorema 5.2, se dard a continuacion otra demostracién que
Z x (p) es un submédulo primo del Z-médulo Z x Z (ver Observacién 4.2). Asimismo,
esto implicard otro ejemplo de un submodulo primo de la idealizacion que no es un ideal.
Ejemplo 5.2. Dado un niimero primo positivo p, sea L, = 7 x (p). Se tiene que
7z(L,) = (p) es un submddulo primo de Zy Z x (0) C L,. Luego, por el Teorema 5.2,
L, es un submodulo primo del Zi-modulo 7. x 7.. Ademds, L, no es un ideal de 7. x 7.

6. Una extension de un médulo con espectro primo no vacio. Sea A un anillo.
Para cualquier A-médulo cero M = {0y}, se tiene que Spec,(M) = (). Por otro lado,
para cualquier A-médulo M no cero finitamente generado, se tiene que Spec A(M) £ 0.
Sin embargo, existen modulos no finitamente generados cuyo espectro primo es vacio.
Por ejemplo, dado un nimero primo positivo p, el p-médulo de Priifer

Z(p*) = { m/p") € Q/Z: m € Zyn € NU{0}},

es un Z-modulo cuyo espectro primo es vacio, cf. [3, Ejemplo, pag. 3745].
Sea A un anillo. Como una aplicacion de la idealizacién de un A-mdédulo M, se mos-
trard la existencia de una extension de M cuyo espectro primo sea no vacio. Mds precisa-

mente, se probard que existe un A-médulo M y un homomorfismo de médulos inyectivo
@ : M — M tal que Spec 4 (M) # 0.
Teorema 6.1. Sea A un anillo. Para todo A-mdédulo M, Spec 4,(A x M) es no vacio.
En particular, existe una extension M de M tal que Spec A(M ) es no vacio.
Demostracion: Considérese M = A x M. Se tiene que M es una extensién de M por
medio de la inclusién en la segunda componente ¢, : M — M. Ahora, por el Teorema

4.2, 1a extensién M es un A-médulo cuyo espectro primo es no vacio. U
Ejemplo 6.1. Sea A un anillo. El producto directo A x {0y} es una extension del
A-mddulo cero M = {0y }. En este caso, se tiene que

Specs (A x {0x}) = {p x (Onr) : p es un ideal primo de A}.

Ejemplo 6.2. Sea p un niimero primo positivo. El producto directo Z. x Z.(p™) es una
extension del p-mddulo de Priifer. En este caso, se tiene que (0) X Z(p>) y (q) X Z(p>)
son submddulos primos de 7. X Z.(p™), para todo niimero primo positivo q.
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