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Abstract

In this article we present two classic problems in PDE: the Dirichlet problem and the
Cauchy problem. Some ideas are previously discussed, such as functions and identities’s
Green, and “bad positions” problems. The work of L.Nirenberg [1] is discussed in detail
where some results of L.Hormander [2] are used.

Keywords . Potential, Newton, Cauchy, Nirenberg, Hormander, problem and principle of
Dirichlet, Cauchy problem.

Resumen

En este articulo presentamos dos problemas cldsicos en las EDP: el problema de Dirichlet
y el problema de Cauchy. Previamente se discuten algunas ideas como son la funcion y
las identidades de Green, asi como los problemas “ mal puestos”.Se discute con detalles
el trabajo de L.Nirenberg, [1], sobre la unicidad de la solucion del problema de Cauchy,
en donde se usan algunos resultados de L.Hormander [2].

Palabras clave. Potencial, Newton, Cauchy, Nirenberg, Hormander, problema y principio de
Dirichlet, problema de Cauchy.

1. Introduccion y Motivaciones. Desde tiempos antiguos el hombre siempre ha de-
seado comprender a la naturaleza que lo rodeaba, a los hechos cotidianos. En sus inicios
fueron las ecuaciones algebraicas las que ayudaron a comprender algunas cosas simples
pero con limitaciones pues la naturaleza es compleja. Tuvieron que pasar algunos siglos
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para que la evolucién de la mente tienda a crear las herramientas mas optimas para estu-
diar e interpretar al universo. En esta ruta, Galileo a de ser uno de los iniciadores de la
ciencia moderna; €l, a través de sus estudios del movimiento de los cuerpos, crea concep-
tos que formalizados con el rigor matemético han de conducir al cdlculo infinitesimal en
el siglo XVII, creado independientemente por Newton y Leibniz. Newton consideré las
ecuaciones diferenciales g—g = f(z); % = f(y)y Z—g = f(z,y) Las dos primeras con-
ducen a las ecuaciones diferenciales ordinarias y la tercera a las ecuaciones en derivadas
parciales. Con el cdlculo los cientificos tuvieron una arma poderosa para comprender al
mundo fisico; Newton, con las ecuaciones diferenciales, nos dio valiosos modelos que

contribuyeron a entender mejor al mundo en que vivimos. As{ establecio la primera ecua-
cion diferencial: ¢ = %, donde a es la aceleracidn en la formula F' = ma, F' es la fuerza
y m la masa. También afirmé que la fuerza es igual a la derivada del impulso. En este
siglo las investigaciones se orientan a cuestiones de la fisica-matematica y de la astro-
nomia, donde las ecuaciones diferenciales juegan un rol importante dado que éstas sur-
gieron de los fendmenos naturales y estas vienen dadas por funciones de varias variables.
También deben destacarse las contribuciones de Leibniz en la creacién del calculo infini-
tesimal pues nos dio las notaciones que usamos actualmente, asi como reglas de calculo
para sumas, productos, cocientes, potencias y raices, y muchas otras contribuciones. Las
ecuaciones diferenciables sirvieron para que en los siglos XVII y XVIII se investiguen
problemas de la geometria diferencial, del cédlculo de variaciones y de la naciente rama
de la fisica-matematica, la cual se desarrolla a mitad del siglo XVIII con los aportes de
D’ Alembert (1717-1789), Euler (1707-1783), D.Bernoulli (1700-1782), Lagrange (1736-
1813), Laplace (1749-1827), Poisso (1781-1840) y Fourier (1768-1830).

Veamos algunos ejemplos de problemas de la fisica matemadtica investigados en el
siglo XVIII (con lenguaje moderno).

1.1. El Problema de la Cuerda Vibrante. . Este problema fue, y es, uno de los més
influyentes en su época que motivo discusiones en pro del célculo infinitesimal; es un
ejemplo tipico de la fisica- matemaética que condujo a una ecuacion en derivadas parciales.
Demos ligeramente la idea. Sea una cuerda de longitud L, fija en sus extremos, en su
estado de reposo se asume que coincide con el eje x. Se asume también que es flexible,
es decir, no ofrece resistencia y las particulas de la cuerda solo se mueven en la direccién
del eje u (plano (x, u)); la tension de la cuerda es siempre en la direccion de la tangente.
Si la cuerda estd en su estado de reposo y es perturbada, ella vibra transversalmente;
es precisamente estas vibraciones que se desea estudiar, es decir encontrar el modelo o
ecuacion del movimiento que caracteriza la posicién de la particula u(z, t) en el tiempo
t, posterior a la perturbacion dada. Después de algunos argumentos analiticos (donde se
usa la segunda ley de Newton, fuerza= masa x aceleracién) se llega a la ecuacién en
derivadas parciales

2
CUpy — Ut = Oa
donde ¢ es una constante fisica. Esta ecuacidon es llamada la ecuacion de la onda uni-

dimensional. Se observa que si existiera una fuerza externa f actuando sobre la cuer-
da, como serian la gravedad,la presion del aire, ..., entonces la ecuacién toma la forma

_ 2
Uyg = CUgy + f.

Asi mismo, se observa que los extremos de la cuerda estdn fijos, y asi surgen las
condiciones de contorno o de frontera:

uw(0,t) =u(L,t) =0 para t>0. (1.1)

También interesa conocer el desplazamiento inicial de la cuerda, u(z,0), asi como la
cuerda es dejada en tal posicion, u;(x, 0); es decir, es conveniente conocer las condiciones
iniciales:

uw(z,0) = f(z) ,si0<zx<L

. (1.2)
ug(z,0) =g(z) ,si0<z <L

Asf se tiene el: Problema de valor inicial y de contorno, resolver la ecuacién c*u,, —

uy = 0 satisfaciendo las condiciones (1.1) y (1.2). Este problema fue, después, estudiado

en diferentes contextos. Fue el matematico D’ Alembert quien dedujo la ecuacion de tal
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problema obteniendo la férmula general en 1747. La solucion general encontrada es de la
forma

u(z,t) = f(x + ct) + g(x — ct), donde fy g son funciones arbitrarias.

Este problema condujo a polémicas sobre el tipo de funciones a considerar y asi a la ne-
cesidad precisar la idea de funcién y de esta forma poner en orden el andlisis matemaético.
Se debe remarcar que a principios del siglo XIX existian diferentes nociones sobre lo que
es una funcidn; en 1829, Dirichlet presentd una definicion que fue aceptada por algunos
afios, propuesta que hizo Dirichlet en un trabajo sobre series trigonométricas. En esta ruta
debe destacarse también la contribucion de Euler y su debate con D’ Alembert sobre obte-
ner una definicion general sobre funcién. En esta escena participaron otros matematicos,
pero, esto es otra historia.

1.2. El Problema de la Conduccion del Calor. Otro problema clasico de la fisica
matematica es la conduccion del calor estudiado por Fourier a inicios del siglo XIX y que
condujo al andlisis de Fourier, teoria que a su vez impulsaria la investigacion de nuevas
ideas, métodos y teorias centrales ,tanto en el siglo XIX como en XX, y atn en el XXI.
Daremos una visién de este problema.Sea (z,t) € R?, donde z = (z1, 22, 73), t es el
tiempo. Sea D un dominio limitado por la superficie 0D.

Cuestion: estudiar la conduccién del calor en D. Precisemos que u = u(z, t) representa la
temperatura; f = f(x,t) es la densidad de calor producido en D por unidad de tiempo; ¢,
p, k son constantes fisicas. En este escenario, f es una variable conocida y u es la variable
por conocerse.Ademas, sea [); un subdominio arbitrario de D. Se establece que el calor
contenido en D; en un tiempo dado es dado por | D, cpudX . Luego, el cambio de calor

contenido en D); es dado por

— / cpudX = / cp— T “ax (1.3)
Por otro lado, el flujo de calor por unidad de tiempo en D;, a través de 0D, es dado por
ou
— k——d 14
/ o, ON (5

Finalmente, el calor producido por unidad de tiempo en D, es dado por

/ Fdx. (1.5)
D;

Ahora se aplica el Principio de la Conservacion del Calor, que dice: (1.3)=(1.4)+(1.5),
esto es
ou

ou
¢ —dX+/ k—da—/ fdx, (1.6)
[ ergiox+ [ eaxir= [

igualdad que es conocida como la ecuacién-integral del calor.
Nota 1.1. Si w y f no dependieran del tiempo, entonces (1.6) se reduce a

/ k—da-/ fdx.

Y si aiin f = 0 se obtiene el teorema de Gauss f oD, 6“ axdo = 0.

(, Como es la ecuacion del calor en forma diferencial? ...

Veamos el siguiente argumento. Sea el campo vectorial H = —kVu, de donde <
HN >=< —kVu,N >= —k g}\‘,, (/N es vector unitario normal exterior a 0D;), y

divH = —div(kVu) = —kAu, donde en general si G = (¢, ..., gn), por definicién
divG =31, gg“ Au es el laplaciano de u. Ahora se usa el teorema de la divergencia,
que dice:




156 Ortiz F.- Selecciones Matematicas. 2024; Vol.11(1):153-188

Teorema 1.1. “ Sea D un dominio apropiado 'y G = (g1, .., gn) una funcion vectorial
limitada que estd en C°(D) N C*(D); si divG es integrable, entonces se tiene

/ divGdX = < G,Ng >do”.
D oD

Asi, por este teorema, — f b, kAudX = f oD, ksx Ou ~do. Entonces, laigualdad (1.6) toma

la forma
/cpa dX — /kAudX /de

(9u
pay — kA= (1.7)

(1.7) es la ecuacién del calor en forma diferencial. En el caso estacionario (no se de-
pende del tiempo) se obtendra —kAwu = f. La ecuacion del calor es otra de las clasicas
ecuaciones en derivadas parciales.

de donde se tiene

1.3. El Potencial Gravitacional. La idea es, derivar la ecuacion de Laplace Av = 0
via un cldsico problema de la mecdnica celeste. Previamente digamos algunas palabras
sobre este tema, que ha de conducirnos a teorias modernas, la teoria del potencial! Desde
la época de Newton, y con més fuerza en el siglo XVIII, uno de los problemas que se
estudio fue el determinar la magnitud de la atraccion gravitatoria que una masa produce
sobre otra masa; por ejemplo,la atraccion que ejerce el Sol sobre la tierra. Esta inquietud
condujo a ciertas ecuaciones en derivadas parciales. Bien, sean P, = (x,y,2) y P» =
(X,Y, Z) dos particulas con masas m; y ms respectivamente. Por la ley de gravitacion de
Newton se sabe que F'(fuerza) = —g™3** donde

= d(P1, Py) = /(X —2)? + (Y —y)* + (Z — 2)?

y g es la gravedad, una constante que se asume igual a 1. Asumamos que la particula P,
estd fija y que tiene masa m, y que ella ejerce una fuerza de atrccion sobre la particula
arbitraria 1%, con masa 1. De esta manera se tendria /' = — 7. El signo — significa que
la fuerza F' es hacia P;. El potencial gravitacional V' en cualquier punto P, debido a la
masa m en P, es definido via

vV = / <m) dry = m lim —drl m lim 7"1_2d7“1

7“1 a—oo [ ’[‘1 a—00
- 1 1 1 1
= mlimr— = —m lim [—] = —m lim [———}:—m{O——lzﬂ
a—oo —1 a—oo | T - a—oo | a r r r

r

Esta definicidn se interpreta como el atraer una particula de masa unitaria, bajo la
atraccion de una particula de masa m que estd en P, desde el infinito hasta P. El poten-
cial gravitacional es el trabajo realizado.

Ahora, observemos que %‘7{ = —% = FyqueV es funcién de (X,Y, Z). También
observemos que g—; = %—‘:g—; F X = Fcosa = F, donde F) es la proyeccion
de F' sobre el eje X. En forma analoga se tiene que J aV =Fyy g—‘g = F; asi se tiene

que VV = (F,, F,, F,). Caso de una distribucion contlnua. Si ahora no tuviéramos una

particula P, de masa m, sino una distribucién continua de masa, de densidad d(z, y, z)
contenida en un dominio D), entonces el potencial gravitacional es definido siendo

1)
Ve [ Cdvdyd: - / (v.9,2) dadydz
pT VX =2+ (Y - y)2+(Z—Z)2
de donde se obtiene g}? = — fD szé ”’Z)dxdydz, v = fD s dxdydz, 7 =

fD Z=20 ’yz 2285 drdydz

r
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0 aun tenemos

0*V 1 3(X —x)?
0?V 1 3(Y —y)?
- = — — — ——5—odxdyd
0Y? /[)(7’3 rd vy Z)
0*V 1 3(Z—2)?
37 = —/D (ﬁ — Tédxdydz) .
De donde, sumando estas igualdades, se obtiene 2% a + V4o 822 = 0.

De esta manera, el potencial (gravitacional) V/, debldo a una distribucién continua de
masas, satisface a la ecuacién de Laplace AV = 0, la que se llama la ecuacién del poten-
cial.

Nota 1.2. La ecuacion de Laplace también es satisfecha por otros potenciales, como
son los potenciales electrostdticos, el potencial armonico en la teoria de la elasticidad,
el potencial hidrodindmico, .... La investigacion del potencial newtoniano se remonta al
siglo XVII, 1666, con los trabajos de Newton sobre la gravitacion universal, y al siglo
XVIII con los estudios de Coulomb, en 1785, sobre la electricidad. Newton concluyo que
la fuerza de la gravedad es generada por una masa gravitatoria y Coulomb concluye
que la fuerza eléctrica es generada por cargas eléctricas. Conforme pasaron los afios la
evolucion de la matemadtica y de la fisica condujo a generalizar las nociones de masa, de
carga, y ast surgio la idea de medida y se crearon nuevas teorias matemdticas.

Pasemos a precisar un poco més las ideas mencionadas antes. Asi el potencial new-
toniano en un punto P con masa contenida en un dominio D C R3, con densidad p, es

definida siendo V(P) = [, % | P Q| )dQ, Q € OD. Remarcamos que la teoria clasica del po-

tencial esta conectada con problemas que vienen de la fisica. Asi decimos algo al respecto.
Sea F'una fuerza continua y conservativa sobre un dominio D), simplemente conexo, esto

P . . . .
es, [ P Fdl es independiente del camino que va de F, a P. Entonces existe un campo

escalar u tal que F' = —Vu. Ademds, si F' fuera librey F' € C’l(D), entonces se tiene
0 = divF = —Au, esto es, la funcién potencial u seria arménica. Pasados los afios se
introdujo el cdlculo operacional y se introdujo la “funcién”d de Dirac, que se define via:
§(z) =0sixz #0,0(0) =400y [ d(x)dx = 1. Observemos que desde el punto de vista
del andlisis se deberia tener [ 6(x)dz = 0. Sin embargo, esta definicién funciond bien en
el estudio de la fisica moderna y este “problema”de contradiccion fue resuelto aflos mas
tarde por L. Schwartz con la introduccion de su teoria de las distribuciones, teoria que fue
muy util en el tratamiento moderno de las ecuaciones en derivadas parciales, estudiada
por L.Hormander en su tesis de 1955. Esta funcién generalizada esta relacionada con la
funcion radial F'(z), definida via

-1 .
F(@:{W ...s%n>2
%lngUl .S1Nn = 2

donde w,, es la medida de la superficie de la esfera unitaria en R”. Tal relacién es AF' = 9§,
por ello F' es llamada “solucion fundamental” o funcion de Green. Se observa que en

— {sopd}, F(x) es una funcién armoénica; en esta direccion se llega a los llamados
potenciales de camada simple y doble, las que servirdn para resolver los problemas de
Dirichlet y de Neumann sobre dominios regulares, problemas que trataremos con algin
detalle.

Notaciones y Nociones Varias. Conforme las ideas fueron evolucionando respecto a
los problemas fisicos los matematicos llegaron a algunas notaciones usuales, asi como se
plantearon algunos problemas cldsicos los que condujeron a mayores investigaciones y
progresos en las EDP’s.

Veamos. Sea ) C R" un adecuado dominio; una ecuacién en derivadas parciales
es una ecuacién de la forma P(D)u = f, donde f es una funcién conocida, u es una
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funcién a determinar y P(D) es un operador diferencial lineal definido sobre €2, de la
forma P(D) = >_, <, @a(z)D®, donde oo = (a1, ..., ), j > 0 es un ndmero entero;

ademds, D = D" D$?...D%, donde D; = -2-;

Ox;’
a,(x) son funciones definidas sobre €2; u = u(x) : 2 — R". El mds pequefio nimero m
es llamado el orden de la ecuacién y del operador. Via la investigacién del mundo fisico
se lleg6 a las primeras ecuaciones clasicas, como son:

al = ag + ... + . Los coeficientes

no 9%
=1 8$12 ’
una funcién armonica; sus dos primeras derivadas son continuas;

e laecuacion de Laplace Au = 0, donde A = > cuya solucién u es llamada

la ecuacién de Poisson Au = f, donde f : 2 — R es dada;

la ecuacién de la onda Au = wuy; vivimos en un mundo lleno de todo tipo de
ondas;

la ecuacion del calor Au = u,; Fourier a inicios del siglo XIX lleg6 a esta ecuacion
estudiando el problema de la conduccion del calor, y dando inicios al “andlisis de
Fourier”;

la ecuacion de Korteweg -de- Vries u; + ut, + Uz = 0 ,ecuacion que surge en
modelos obre propagacion de ondas en aguas poco profundas;

la ecuacion de Schrodinger iu; + Au = 0, una ecuacién importante en la mecanica
cuantica;

Es claro, muchas otras ecuaciones en derivadas parciales las que surgen en las investiga-
ciones en problemas de actualidad, como es el caso del surgimiento de nuevas enferme-
dades, por ejemplo.

1.4. EDP de segundo orden en dos variables. La forma general de estas ecuaciones
son de la forma:

Aty + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu=G
donde, en general, A, B, ..., G son funciones de x e y. Tipos de ecuaciones
e si B—4AC > 0, la ecuacion es de tipo hiperbdlico (la ecuacion de la onda);
e si B—4AC = 0, la ecuacién es de tipo parabdlico ( la ecuacién del calor); y
e si B—4AC < 0, laecuacion es de tipo eliptico ( 1a ecuacién de Laplace).

Tales ecuaciones en derivadas parciales, y otras, se convierten en leyes que gobiernan el
conocimiento de nuestra realidad fisica y de otros dominios, como ocurre actualmente.
Debido a la evolucién de estas ecuaciones,ellas son estudiadas segin las dos tendencias
siguientes:

e un estudio basado en los métodos clésicos, tal como surgieron histéricamente; y
e basada en los métodos del andlisis funcional y de la teoria de distribuciones.

En la teoria clésica las ecuaciones hiperbdlicas, las elipticas y las parabdlicas se distinguen
por el comportamiento de sus soluciones; asi, las soluciones de las ecuaciones elipticas
son regulares, muy lisas o suaves; ellas tienen derivadas parciales continuas de todas las
ordenes; las soluciones de ecuaciones hiperbdlicas pueden ser funciones no continuas y
las discontinuidades se distribuyen a lo largo de curvas, llamadas “curvas caracteristicas”.
Asi, cada tipo de ecuacién es un problema especial, tipico. Una ecuacién diferencial es
“dispersiva’si sus soluciones son ondas que tienen diferentes longitudes de ondas con di-
ferentes velocidades.
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1.5. Tareas enlas EDP’s. . Por lo expresado se tiene las siguientes tareas principales:
e Determinar el conjunto de las soluciones de la ecuacidn: una dificil tarea!
e Investigar las propiedades generales de las soluciones.

e Determinar las soluciones particulares a través de condiciones especiales, como
sucede en los problemas de Dirichlet, problema de Cauchy y otros.

Se remarca que existen también los métodos numéricos. Veamos ahora lo que se en-
tiende por un problema en la teoria de las EDP: “dado un conjunto de soluciones, se
busca una solucién de la ecuacidn diferencial que satisfaga las condiciones dadas ”. Aho-
ra, dado un problema se estudia

e La existencia de la solucién (problema de existencia);
e La unicidad de la solucién (problema de unicidad); y

e La dependencia continua de la solucion o su estabilidad , a pequefas variaciones
de las condiciones se desea pequefias variaciones de las soluciones!

Cuando un problema goza de estas tres propiedades se dice que el problema es “bien
puesto’ o que el problema es bueno. Al respecto ,una ecuacion en derivadas pardales con
coeficientes no constantes puede tener mas o ninguna solucion, lo que contrasta con la
intuicion fisica. En esta direccion Hans Lewy en 1957 publicé un ejemplo de una ecuacién
diferencial P(D)u = f, analitica, con u € C'*, la cual no tiene solucién alguna. Ver [3].
En cuanto a la unicidad de la solucion A.Plis dio un ejemplo, (1960) de no unicidad de
la solucion de un problema de Cauchy para ecuaciones diferenciales de tipo eliptico, ver
[4] (también [5]). Por otro lado, también se dieron ejemplos de problemas que no son
estables, esto es, la solucién no depende continuamente de los datos dados. Es decir, son
problemas ‘‘no buenos” .

En la teoria cldsica los problemas en las EDP son de los tipos siguientes: sea {2 C R"
un dominio en que tiene lugar algin proceso fisico, el que es descrito por medio de una
ecuacion en derivadas parciales; OS2 es su contorno o frontera. Se dan las condiciones:

e De contorno ,donde las condiciones se dan sobre el contorno 0f) y se obtiene el
problema de Dirichlet, por ejemplo, el que es estable para las ecuaciones elipti-
cas;

e Iniciales, los que se dan en el estado inicial ¢ = 0 y se obtiene el ‘“‘problema de
Cauchy”’, el cual es estable para las ecuaciones hiperbdlicas y parabdlicas.

Ademés se tienen los problemas mixtos donde se dan condiciones de contorno e ini-
ciales; aparecen cuando se estudia el problema de la cuerda vibrante, por ejemplo.

1.6. Referencias; Breves Comentarios. Demos algunos breves comentarios de las
Referencias bibliograficas para esta Seccidn, que de algiin modo nos son familiares desde
nuestra época de estudiante; asi, son libros cldsicos muchos de ellos.

(i) Teoria Cléssica do Potencial. D.G. de Figueiredo. [6]. Consta de 5 capitulos: teo-
rema de la divergencia; funciones armonicas; el problema de Dirichlet; funciones
armonicas en el plano; y el principio de Dirichlet. Es una excelente introduccion a
las EDP; motiva las ideas que trata ; en particular estudia el problema y el principio
de Dirichlet en forma simple y motivadora.

(i1) Introduction to Partial Differential Equations. Donald Greenspan. [7]. Es un libro
béasico para aprender las EDP . Posee 8 capitulos donde se introducen los con-
ceptos basicos ,las series de Fourier ;se discute las EDP de segundo orden. Los
capitulos 4,5 y 6 los dedica a las tres ecuaciones clasicas: de las ondas, del poten-
cial y del calor. Es un texto excelente para un curso introductorio a las EDP.

(i11) Partial Differential Equations. Bernard Epstein. [8]. Contiene los cldsicos temas: el
problema de Cauchy, la teoria del potencial, el problema de Dirichlet y la ecuacion
del calor. Como novedad ofrece la alternativa de Fredholm en espacios de Banach
y en espacios de Hilbert. Al igual que [6] nos da algunos métodos para resolver el
problema de Dirichlet. Es un libro que relaciona a las EDP con algunas nociones
del analisis funcional.



160 Ortiz F.- Selecciones Matematicas. 2024; Vol.11(1):153-188

(iv) Partial Differential Equations. An Introduction. Gunter Hellwig.[9]. El libro con-
tiene 5 partes: Ejemplos (las ecuaciones de la onda, del potencial y del calor);
clasificacion de la EDP en tipos, teoria de las caracteristicas; cuestiones de uni-
cidad; cuestiones de existencia; y aplicacignes del andlisis funcional a cuestiones
de existencia. Exige algunos pre-requisitos de variable real-complejo y de andlisis
funcional.

(v) Partial Differential Equations of Mathematical Physic. Tyn Myint - U. [10]. Cons-
ta de 11 capitulos que cubren los temas clasicos, las funciones de Green y las
transformadas-integral. Estd orientado a estudiantes de ciencias dando énfasis a
las soluciones de las EDP. Apropiado para un curso de fisica-matemaética para
estudiantes de matemadtica, de fisica y de ingenieria.

(vi) Methods of Mathematical Physis. R.Courant - D. Hilbert. Vol. II. PDE .R. Courant.
[11]. Es un voluminoso libro que trata la teoria de las EDP desde un punto de vista
de la fisica-matematica. Es una obra que puede servir de consulta para mayores
detalles en un curso o seminario que se haga con estudiantes de ciencias o de
ingenieria. Nos da muchos detalles sobre temas de las EDP dando énfasis a las
aplicaciones,en particular a las ecuaciones diferenciales no lineales.

(vil) Andlise de Fourier e Equacoes diferenciais parciais . Djairo G. de Figueiredo. [12].
Luego de justificar porque se debe estudiar a las series de Fourier, se pasa a discutir
a las series y la convergencia de tales series. Luego se discute a la transformada
de Fourier y algunas aplicaciones. En tres capitulos se discute a las ecuaciones del
calor, de las ondas y de Laplace. El autor enfatiza que el objetivo de la obra es la
solucion de algunas ecuaciones que aparecen en la fisica matemadtica.

(viii) La Matematica: su Contenido, métodos y Significado. A.D.Aleksandrov -otros.
Seccién 6. EDP.S.L. Sobolev - O.A. Ladyzenskaia . [13]. Este articulo consta de
seis secciones: Introduccidn; las ecuaciones mas simples de la fisica matemati-
ca; problemas iniciales y de contorno, unicidad de la solucién; propagacion de
ondas; métodos de construccion de ondas; y soluciones generalizadas. Es un ex-
celente articulo para comprender las ideas y la utilidad de las EDP en problemas
de la fisica matematica. Sobolev es un reconocido matemético sobre todo porque
introdujo las soluciones generalizadas, idea que fue llevada como teoria por L.
Schwartz .

(ix) El Pensamiento Matematico de la Antiguedad a nuestros Dias. Morris Kline. [14].
El capitulo 22 estd dedicado a las EDP en el siglo XVIII, y el 28 a las EDP en
el siglo XIX. En estos capitulos se expone histéricamente, con argumentos ma-
tematicos, la evolucién de las EDP en tales siglos. Recomendable su lectura para
obtener informacion sobre los personajes que contribuyeron con la teoria y las
aplicaciones, ideas que son motivadoras en la ensefianza de las EDP .

(x) Aspectos Basicos en Ecuaciones en Derivadas Parciales [15]; Tépicos sobre Ecua-
ciones en Derivadas Parciales. Alejandro Ortiz .[16]. [15] posee 8 capitulos: el
teorema de la divergencia y EDO; motivaciones fisicas; Las EDP; series de Fou-
rier; distribuciones y transformada de Fourier; espacios de Sobolev; el problema
de Cauchy; y problemas de valor de contorno. Al final se dan algunos aspectos
histéricos de las EDP. [16] Se proponen seis capitulos: aspectos cldsicos en las DP
;cdlculo de variaciones; teoria de distribuciones; espacios de Sobolev L%(R");
métodos de andlisis funcional en EDP, el problema de Dirichlet; el problema de
Cauchy, unicidad segun A.P.Calder6n. Histéricamente el calculo de variaciones
estd fuertemente relacionado con las EDP.

2. Problemas de Valor de Contorno.

2.1. El Problema de Dirichlet. Ya hemos tenido la oportunidad de ver en la seccion
anterior a la ecuacion de Laplace y que ella surgi6 al estudiar cuestiones de la mecédnica
celeste. En efecto, el potencial gravitacional V', definido en R", satisface a tal ecuacion,
de donde se deriva el nombre de “ecuacion del potencial”. En este contexto, el llamado
problema de Dirichlet contribuyé mucho en el progreso de las ecuaciones elipticas, en
particular. Para estudiar a tal problema se usard a las “identidades de Green” . El punto
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de partida es el “teorema de la divergencia” . Ver [6], [7], [8], [15]. por ejemplo. Veamos.
”Sea 2 un adecuado dominio en R™, H es una funcién vectorial limitada en C°(Q) N
C1(Q), ademas asumimos que divH es integrable. Entonces se tiene

/didex :/ < H,Ng > do(Q),
0 o9

donde recordamos que divH = g—zi(x) + ...+ g%(x) H = (hq, ..., hy); Ng es lanormal
unitaria externa a 02 en (0"

Sean las funciones u € C°(Q) N CY(Q) y v € CYQ) N C*(Q); usando el teorema
de la divergencia y argumentos del célculo infinitesimal se obtiene (ver [6] o un libro de
calculo avanzado)

Primera Identidad de Green (G1):

/(uAv—l— < Vu,Vv >)dr = / u@da (2.1)
Q oo ON

donde V es el gradiente. Caso particular: si w = vy u es armodnica, entonces (2.1) implica

Keiilpy P

Jo < Vu,Vu>de = [, udbdo, 6 [, |Vul*dz = [,,uds

Algunos problemas de la fisica-matematica condujeron de un modo natural a los pro-
blemas de contorno clasicos (ver [10], [11], [12], [13]); asi, sea €2 un dominio limitado en
R" con frontera o contorno regular Jf2. Sea f € C°(92) una funcién dada, entonces se
tienen los clasicos problemas de contorno,

El Problema de Dirichlet: hallar una funcién u € C°(Q) tal que

Au=0 -en,y
u=f sobre 0f2.

Recordemos que el operador de Laplace aparecié en la ecuacién del calor, luego una
interpretacion fisica del problema de Dirichlet seria: si fijamos la temperatura sobre el
contorno del dominio de acuerdo a ciertas condiciones del contorno, entonces la tempe-
ratura fluye hasta alcanzar un estado estacionario, temperatura que no cambiard en cada
punto del dominio. Esta distribucién de la temperatura en el interior del dominio sera la
solucién del problema de Dirichlet correspondiente. Por otro lado, el problema de Diri-
chlet implica que la funcién u es dos veces continuamente diferenciable en el interior del
dominio y es continua en el contorno. En esta direccién se tiene el llamado “principio de
Dirichlet” que establece que si una funcién u(z) es solucién de la ecuacién de Poisson
(Au = f), en un dominio en que se conoce las condiciones de contorno, entonces se
puede encontrar una funcién que minimiza la “energia de Dirichlet”, la que es definida
via: dado un dominio (abierto) en R y una funcion vectorial v(z), entonces la energia de
Dirichlet de v(z) es definida via: E[v(z)] = [, 3|Vv|*dz. Histéricamente, el principio de
Dirichlet fue fundamental para el desarrollo de las EDP. Ver [6].

2.2. El Problema de Neumann. Dada la funcién f continua en el contorno 02,
hallar una funcién u € C°(Q) tal que

Au=0 en Q,
u — f  sobre 9Q (condicion de flujo),

donde N = N () es la normal unitaria exterior en el punto = € 0f2.
Segun la fisica este problema significa la construccién de un potencial para un campo
vectorial cuyo efecto es conocido en el contorno.
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2.3. Problema de Robin ( o problema mixto ).. Dada la funcién f continua en el
contorno J€2, hallar una funcién u € C°(Q) tal que

Au - 0 en Q,
a(x)u + g—}\‘, = [ sobre 0f (condicion de radiacion),

donde a(z) es una funcidn positiva sobre 0f).
Veamos ahora los siguientes argumentos. Tengamos a la mano la identidad (2.1) y
asumamos que u = v;

e si en el problema de Dirichlet la condicion de contorno fuera v = 0 se obtendria
fQ < Vu,Vu > dxr = 0, luego Vu = 0 en (), entonces u es constante en §2;
pero u es continua en {2 y es igual a cero en 0S2, lo que implica u = 0 en (). Esta
observacion implica que si la solucién del problema de Dirichlet existe, ella es
Unica!

e En el problema de Neumann, si la condicién de contorno fuera Ou — () ge tendria

N
que u es constante en .

e En el problema de Robin, si la condicién de contorno fuera a(z)u+ 2% = 0 sobre
0§ con a(x) > 0, entonces se tendria
Jo < Vu,Vu > dz + [, au’do = 0, de donde se tiene
Jo < Vu,Vu > dz = 0,10 que implica u constante en Q0 y se tendria [, au*do =
0. Bien,comoa >0y [, 80 au?do = 0 entonces se tendria v = 0 en 9. Pero u es
continua en () y constante en 2, luego se tendrd « = 0 en (2.

Nuevamente, veamos (2.1) y supongamos que © = 1 en ) y que v es armdnica en
(); entonces se obtendria el teorema de Gauss f 56 %da = 0. Por otro lado, si en G1

intercambiamos los roles de u y v, y ambas funciones estdn en C°(Q)NC*(€2), y restamos
se obtendrd
ov ou

/Q(UAU — vAu)dxr = /BQ (ua—N - Ua—N) do (2.2)

G2 es llamada la segunda identidad de Green.

Las identidades de Green, ya mencionadas, juegan un vital rol en las EDP clésicas.
George Green (1793-1841), un matematico britdnico, fue uno de los primeros en tratar
lo que seria el problema de Dirichlet en sus trabajos sobre la electricidad y magnetismo
(1828), aun cuando sus argumentos no fueron del todo rigurosos ya vimos como usan-
do (2.1) se puede probar de un modo simple la unicidad de la solucion del problema de
Dirichlet, si esta solucién existe. Este problema fue estudiado por Peter G.Dirichlet (1805-
1859) quien no logré resolver el problema pero su método fue muy importante pues rela-
cioné a las EDP con el calculo de variaciones. Veamos la idea. Sea F' = {u € C°(Q) N
C'(Q)/u = fsobre 90}, f € C°(00) y definamos ®(u) = [, |Vu(z)|*dr; ®(u) es
llamado la integral de Dirichlet. Sea ahora uy € F' tal que ®(ug) = min,ep ®(u). Por
otro lado, si v € F tal que v = 0 sobre €, sea ¢(t) = [, |V(u + tv)|*dz. Como ug es
el minimo de ® en F, ¢/(0) = 0; luego se tendra fQ VuogVudx = 0, v € F; ahora, por el
teorema de la divergencia se tendra fQ(Aug)vdx = 0, paratodo v € F, v = 0 sobre 0f).
Luego Auy = 0 en (.

2.4. Conclusion:. si ug es solucién del problema variacional, entonces u es solucion
del problema de Dirichlet. ... Se verifica que el problema reciproco también es cierto. Pe-
ro, surgieron algunos cuestionamientos; asi, por ejemplo: jexiste u € C°(Q) N CY(Q),
u = f sobre 0f) tal que ®(u) < oo? Ademas, por otro lado, Friedrich E. Prym (1841-
1915) en 1871 publica un trabajo en donde se observa que aun cuando el problema de
Dirichlet tenga solucién u en €2, no se garantiza que la integral de Dirichlet sea finita; en
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esta ruta dio un ejemplo de una funcién f € C°(9Q) tal que F es vacio. Mds concreta-
mente Prym expuso: “Sea B C R? la bola unitaria; entonces existe una funcién arménica
ug € C°(B) N C*(B) tal que ®(ug) = [, [Vuo|*dz = +o0.

Asimismo, Jacques S. Hadamard (1865-1963) en 1906 también construy6 un ejemplo
que muestra la no equivalencia entre el problema de Dirichlet y el principio de Dirichlet;
para ello usa la representacion de una funcién armoénica por medio de una serie de Fourier
sobre la bola unitaria en R. En esta ruta la tarea que surgié fue probar que si tal uy €
C1(92), entonces ug € C%().

Bien, Riemann asumi6 la suposicion que tal minimo wu existe en [’ ;a esta suposicion
lo llamé “‘el Principio de Dirichlet”, principio que fue motivado por consideraciones
de la fisica (Riemann fue un notable fisico, también) ya que el problema de Dirichlet
no depende del tiempo y entonces la solucién tendria que corresponder a un minimo
de energia dado por ®(ug) y por ello se asumié la existencia del minimo como algo
evidente e intuitivo y de esta manera se asumi6 que el problema de Dirichlet siempre
tendria solucion. Pero, Weierstrass, en 1869, demostrd, con un simple argumento, que el
minimo de ®(u) en F' no siempre existe, lo que trajo cierto desconcierto en el ambiente
matematico; y, como hemos dicho, Hadamard construyé una funcién sobre el contorno de
una bola para el cual la solucién del problema de Dirichlet no hace finita a la integral de
Dirichlet.

2.5. Algo Mas sobre el Problema de Dirichlet y el Principio de Dirichlet. Estos
dos conceptos jugaron un papel muy importante en el desarrollo de las EDP y del naciente
andlisis funcional, tanto en el siglo XIX como en el XX. Veamos un poco més sobre las
ideas introducidas anteriormente. Planteado el problema de Dirichlet surgieron los dos
problemas bdsicos a resolver:

e la existencia de la solucién; es decir, buscar métodos que conduzcan a la solucién
del problema;

e la unicidad de la solucidn.

Se introdujeron varios métodos para resolver al problema de Dirichlet; uno de ellos es
el Principio de Dirichlet que fue asi llamado por B.Riemann en 1851, pero que ya habia
sido formulado, de algin modo, por Gauss en 1840 y por W. Thompson (conocido como
Lord Kelvin) en 1847. La idea del Principio de Dirichlet es transformar el problema de
Dirichlet en un problema variacional en donde se desea determinar una funcién u que
minimice a la funcional

2
D(u) = [, >0, (%) dr = [, |Vu(x)|*dz, donde u € F. Los elementos de F' son

llamados * funciones admisibles”. El Princio de Dirichlet nos dice: “u es solucién del
problema variacional ®(u) = min,cr ¢(v) si y solo si u es solucion del Problema de
Dirichlet Au = 0 en €2, u = f sobre 0€). De esta manera, un problema diferencial (el
problema de Dirichlet ) es puesto en forma equivalente en un problema integral.

Riemann admitié que la existencia de tal minimo estaba garantizada por considera-
ciones de la fisica y que la solucién del problema corresponde a un minimo de energia.
Y se concluy6 que “el problema de Dirichlet siempre tendria solucion”, via este méto-
do. Y Riemann usé esta declaracion en uno de sus trabajos .... Pasados algunos afios,
como ya hemos mencionado, Weierstrass construyé el ejemplo: sea {L(x,y) = ax +

by + c} una familia de rectas y sea B = B(0, 1) la bola unitaria en R?, entonces se tiene
2

I [(%)2 + (%) } = 7(a® + b?), de donde se obtiene inf, ;{7 (a* + 0?)} = 0.

Pero ,...,no existe tal recta con a2 + b% = 0.

Como este camino, el principio de Dirichlet, no resolvia el problema de Dirichlet
aun cuando contenia bellas y buenas ideas en el método, los matematicos buscaron otros
métodos con tal propdsito. Asi,-se introdujeron las siguientes rutas:

(i) La Funcion de Green. George Green en 1828 introdujo un método para resolver
el problema de Dirichlet, lo que expuso en un trabajo sobre electricidad y mag-
netismo. En esta ruta se tiene a la “funcién de Green” que permite resolver tal
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problema en casos especiales. El punto de partida es la llamada “tercera identi-
dad de Green”. Tengamos a mano la identidad (2.2) y consideremos a la funcién

armoénica en 2 — {xo}, v(z) = m n > 2, donde zy € 2 es un punto fijo.

Entonces se tiene B
Tercera Identidad de Green: “sea u(z) € C'(2) N C?*(Q) entonces se tiene

(1) sin > 2,

1 A 1 9] 7]
u(zo) = / e dz + / (u—\xfxo L ) u)dcr;
(2= n)wn Jo |z — 20|72 (2—=n)wn Joo \ ON ON

(i) sin = 2,

1 1
u(zg) = Py / log|lx— x0|Aud1’+— ( a?\flog]a: — xo| — log|x — x0|§N> do.
(2.3)

Estas igualdades las denotamos (2.3).

Veamos ahora el siguiente argumento .Sea h(x, z() una funcién arménica de x
para cada xg fijo, y k = ; sea ahora la funcién

2-njwn
V(z) = W + h(z, zo). Remarcamos que se estd tratando de resolver el pro-

blema de Dirichlet via el método de Green; para ello se introducen estas funciones
en un argumento usando (2.3) para obtenerse (ver [6])

0 k k ou
u(:lio) = /@Q U(:L‘)a—N [W + h(ﬂ?,&?o)] dO‘—/BQ {W -+ h<x71;0) a_NdU
(2.4)

Se tiene la definicion: “Un dominio €2 tiene una funcién de Green G(x, x) si para
cada xy € (), el problema de Dirichlet:

Ah(z,29) =0 en (2
h(x,xo) = — ,x € 00

|CC—£L‘()‘”’_2

s + h(z, x) es llamada

tiene solucion /(z, xo). La funcién G(z, ) = 5

funcion de Green.
Se observa que si {2 tiene una funcién de Green G(x, x(), entonces (2.4) es
0
u(zo) = —G(x, zo)u(x)do; (2.5)

esta formula representa a una funcién arménica u(z) en funcién de sus valores en
el contorno 0f2. Se remarca, [6], que para obtener esta férmula se dio la hipétesis
adicional de que u(x) estd en C1(). Pero, dado el problema de Dirichlet u = 0
en 2; u = f en 0f), donde ) tiene una funcién de Green G(x,y), no es verdad
que la solucién u(z) esté en C1(Q)) y de esta manera (viendo (2.5)) la férmula
uw(y) = [0 %Gz, y)f(z)do, no es necesariamente solucién del mencionado
problema de Dirichlet! De esta manera el método de la funcion de Green para

resolver el problema de Dirichlet presenta dificultades,como encontrar la funcién
de Green de ().

(i1) Como los métodos del Principio de Dirichlet y de Green tuvieron dificultades para
llegar en forma Optima a la solucion del problema de Dirichlet se buscaron otros
métodos, como son: el método de Perron, el método de Poincaré, el método al-
terno de Schwarz, .... Estos métodos contienen ideas matematicas interesantes,
pero por razén de espacio solo damos las siguientes referencias donde se expo-
nen explicitamente tales métodos, [6], [8], [15]. Para el método de las ecuaciones
integrales ver [8].
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2.6. El Renacer del Principio de Dirichlet. Luego del mencionado ejemplo de
Weierstrass el Principio de Dirchlet entré en una etapa de casi olvido , aun cuando el
método contenia buenas ideas matemaéticas. Pasaron los afios del siglo XIX y llegamos a
1899 cuando David Hilbert present6 un corto articulo en donde rescata algunas ideas del
Principio, introduce nuevas ideas como usar en método variacional para resolver al pro-
blema, y asi van surgiendo métodos que condujeron a la creacion del andlisis funcional.
La ecuacion de Laplace es reemplazada por ecuaciones més generales y surge la teoria de
las ecuaciones lineales elipticas de orden superior; y asi estamos entrando al siglo XX. En
el bonito articulo [17] D.Figueiredo describe la historia del Principio de Dirichlet.

3. El Problema de Cauchy. Problemas de Valor Inicial.. En los cursos bésicos de
ecuaciones diferenciales ordinarias se tiene la siguiente cuestion: sea la ecuacioén 3’ =

f(z,y), donde ¢y = %. Un problema de valor inicial para esta ecuacion consiste en

encontrar una solucién ® de la ecuacion tal que ®(z) = yo, donde y, es un valor inicial
dado, respecto a x.

Como se sabe el problema es bien puesto si existe solucion y ella es tnica. Los problemas
que provienen de la fisica son deseables que sean bien puestos. Por ejemplo, la ecuacion
Yy = —ky, k > 0, describe el decaimiento del material radioactivo donde y es la masa
del material, que depende del tiempo. La idea es que si una masa inicial y, es dada en
el tiempo inicial ¢y, se desea, fisica y matematicamente, que la masa y(t) en un tiempo
futuro, sea univocamente determinada. Asi, de esta manera tenemos un problema de valor
inicial o un problema de Cauchy

v =f(xy), ylao)=yo 3.1)
Este problema tiene solucién: “ Sea el rectangulo Q : |z — 29 < a, |y — yo| < b, y sea
f: © — R! una funcién continua tal que | f(z,y)| < M y satisface la condicién de Lips-
chitz, | f(z,y1) — f(x,y2)| < k|ly1 — yo|. Entonces la sucesion ®q(z) = 3o, Ppy1(x) =
yo + [ f(t, ®(t))dt, k = 0,1,..., converge sobre el intervalo [z — zo| < min(a, ;)
a la solucion ®(x) el problema de Cauchy (3.1). Para mayores detalles del problema de
Cauchy en este contexto ver, por ejemplo, [18], pag.200.

Veamos ahora el problema de Cauchy para ecuaciones en derivadas parciales. Como
motivacion usaremos las clésicas ecuaciones de la onda y del calor.

3.1. El Problema de Cauchy para la Ecuaciéon de la Onda. . En R? sea la ecuacién
de la onda
Ugozy — Ugyzy = 07 (32)
la cual mediante el cambio de variables x; + x2 = §, 11 — 22 = 1) toma la foma ug¢, = 0.
Integrando dos veces esta ecuacion se obtiene u = f(z1 + 22) + g(x1 —22). Si fy g
tuvieran derivadas segundas continuas, entonces u seria la solucion de la ecuacidén (3.2).
Si x5 = 0 sea el problema de Cauchy: encontrar una funcién u, solucién de (3.2) tal que
u(z1,0) = a(xy) y Ugy(21,0) = 5(21), donde 'y 5 son adecuadas funciones. De donde,
via argumentos analiticos (ver [7]) se obtiene que

alry +z9) +alry —xy) 1[5
2 t3

B(€)d¢ (3.3)

u(zy, xe) =
1—Z2

es solucion del problema de Cauchy siempre que « tenga derivadas segundas continuas y
p tenga derivadas primeras continuas. (3.3) es conocida como la férmula de D’ Alembert
y representa la tinica solucion del problema de Cauchy y depende continuamente de v y 3.
Esta férmula nos dice, ademads, que la solucién u en el punto (x, z5) depende solamente
de los valores de a en los puntos extremos del intervalo [x; — x9, 21 + 23], y de los valores
de (3 en este intervalo, el cual es llamado ‘“‘dominio de dependencia” de (z1,z5). Por
otro lado, dado un punto P sobre la recta x5 = 0, ;qué puntos (z1, x2) son influenciados
por el punto P? ...; por esta pregunta entendemos los puntos (x1, z5) donde la solucién del
problema de Cauchy varia si cambiamos los dados iniciales en P. La zona influenciada es
el conjunto de los puntos (1, ) limitado por dos rectas partiendo de P y que forman un
angulo de 45 con el eje x5 = 0. Estas rectas son llamadas “rectas caracteristicas” de la
ecuacion de la onda. Tal zona que se forma se llama ‘“‘dominio de influencia” o “cono
caracteristico” . Para mayores detalles ver [7].
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3.2. LaEcuacion de Onda No -homogénea. . Sea la ecuacion de la onda no-homogénea

ua711‘2 - u$21‘1 - f(xla $2) (34)

y supongamos que ella tiene solucién u en algiin dominio del plano, entonces « tiene la
siguiente representacion:

u({,n) _ U(gl’m)+u<€2’n2)+1/m(uxld$2+ua:2d$1)+%/Qf(iﬂl,@)dﬂhd@ (3.5)

2 2

donde OS2 es el contorno de €2, D es la region triangular formada por dos caracteristicas
C1 y Cy partiendo de (£,7) y una curva arbitraria C'3 que las une ,tal como se muestra en
la Figura a.

(62m2)
&)

&"n")

($2m) ¢ Gom

. ,(fl'ﬂ1)
(&m)

" m"

(a) Figura a. (b) Figura b.

Este triangulo esta contenido en €.
Ahora consideramos el problema de encontrar una funcién u, solucién de (3.4), tal

que
{U(fﬂ,y) =¢(z,y) enC

—a”(rgfv’y) =U(xz,y) enC

Para que (3.5) sea solucion del problema planteado es necesario que cuando (£, 7) —
C' se tenga entonces (£1,71) — (£2,m2) ( ver figura b). En estas condiciones se ve que
u(&,n) toma los valores dados sobre C'. Se observa que no siempre es el caso que cuando
(&,m) — C setiene (&1,m1) — (&2, m2), esto es, D se contrae a un punto, como sucede
en el caso de una curva C cuya inclinatién en algin punto es mayor que 1 (ver figura
b). Entonces solo se tomara curvas iniciales C' teniendo inclinacién con valor absoluto
menor que 1. Estas curvas son llamadas “space-like” ; en tanto que aquellas curvas cuyas
inclinaciones sean de valor absoluto mayores que 1 son llamadas “time-like”.

3.3. El Problema de Cauchy para la Ecuacion del calor. Veamos los siguientes
argumentos en R3. Sea el espacio {(z,t)/z = (1,72, 3), tes el tiempo}. Sea 2 un do-
minio limitado por la superficie 92 en R3. El objetivo es estudiar la conduccién del calor
en (2. Con tal fin u = u(x,t) representara la temperatura, f = f(x,t) es la densidad de
calor producido por una corriente eléctrica (por ejemplo) en {2 por unidad de tiempo; c es
la capacidad de calor, esto es, el calor ganado es igual al calor perdido, lo que se expresa
con K, = K,,. Si AK representa el calor ganado o perdido y At es el cambio de tempera-
tura, entonces la capacidad calorifica del objeto es definido siendo ¢ = AA—IE. Por otro lado,
p representa la densidad de masa y £ es la conductividad de calor. Veamos el argumento:
sean dos objetos iguales que tienen temperaturas t; y to, con t5 > t;. El espacio entre
ellos es llenado con una sustancia material; cuestion: ; como se conduce el calor? ... Se
experimenta que la rapidez del flujo de calor Cfi—ft( es proporcional a la diferencia de tem-
peraturas, es directamente proporcional al area A e inversamente proporcional al espesor
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de la plancha Az. Entonces, formalizando se tiene 4% = = kAR At , donde k es llamado el
coeficiente de conductividad calorifica.

Por otro lado, en este contexto sea f una variable conocida y u es la variable por
conocer; ¢, p y k son asumidos como constantes. Sea {2; un subconjunto arbitrario de 2.

Se determina que el calor contenido en {2; en un tiempo dado es igual a fQ cpudzx; y el
cambio del calor contenido en 2; es % le cpudr = fQ cp 5: dx. Se sabe que el flujo de
calor, por unidad de tiempo, en §; a través de 9; es — |, 20, koy ‘9“ . Asi mismo, el calor

producido, por unidad de tiempo, en (2;, es dado por fQ fdx. Ahora se aplica el principio
de la conservacion del calor para tener

ou ou )
/Qicpgdx:—/ ka—Ndo—l—/Qifdx 6

du ou
/ P oy dzr + /8(21- k‘a—NdU = /QZ fdx (3.6)

Esta igualdad es conocida como la ecuacion del calor en forma integral. En par-
ticular, en el caso estacionario se tendra f 80 k%da = fQ fdx. Si f = 0 se obtiene,
nuevamente, el teorema de Gauss. Ahora vamos a obtener la ecuacion del calor en forma
diferencial; para ello se utilizara al teorema de la divergencia. Asi, sea el campo vectorial
H = —kVu; entonces,

< H,N >=< —kVu,N >= —kg—N y divH = —div(kVu) = —kAu.

(teorema de la divergencia: [, divHdx = — [,, < H,N > do.)
Por lo tanto (3.6) toma la forma [, cp2¢dx — [, kAudx = [, fdz, de donde se obtiene

cpaa—? — kAu = f. Esta igualdad es ia ecuacion del calor en forma diferencial. En el caso
estacionario (no depende del tiempo) se obtiene —kAu = f.

La ecuacion (diferencial) del calor es del tipo parabdlico. Como ilustracién tomemos
el caso simple R3. Veamos, sea una varilla de longitud L que se asume suficientemente
delgada para admitir que el calor se distribuya en forma homogénea en cualquier seccion
de ella; también se asume que no hay pérdida de cajor a través del contorno. El problema
de valor inicial - contorno que tratamos es:

“encontrar un funcién u(z, t) tal que

u —kuy, =0 ,0<ax<L,t>0
u(z,0) = f(z) ,0<xz<L (3.7)
u(0,t) =0 ,u(L,t) =0

Para garantizar la existencia del problema (3.7) se asume que f(z) sea continua en
[0, L], que f(0) = 0= f(L)yque f(z) sea seccionalmente continua en [0, L|; se usard el
método de separacion de variables. Bien, sea u(z,t) solucién de (3.7); tarea ;que forma
tiene u(z,t)? Como se sabe, sea u(x,t) = X (x)T'(t); de esta manera u; — ku,, = 0 se
cambia a X (z)7"(t) = kX" (x)T(t) de donde
% = %((?) = —0?, donde 6 es una constante positiva. Estas igualdades y las hipStesis
implica el problema:

X"(z) +6*X(z) =0
X(0) =0; X(L) =0; (3.8)
T'(t) + 0*kT(t) = 0,

Ahora se sabe que la solucién del problema (3.8), (ver [7], [8], [10], [15]), tiene la
forma X (z) = Acosfx + Bsenfx. Usemos las condiciones de contorno para obtener,
0=X(0)=Ay0= X(L) = BsenfL; de donde atin, senfL =06 “* =0,n = 1,2,.
Ahora escribamos la solucién en forma mds conveniente: X, (z) = B sen'7-x, que es la
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solucién de (3.8).

Por otro lado, la ecuacién T"(t) + 6?kT(t) = 0 tiene solucion general de la forma

nm

T(t) = Ce " 6 T,(t) = Ce (L) K

En conclusién, la solucién (no trivial) de la ecuacion del calor satisfaciendo las con-
diciones de contorno es

nm

un(z,t) = Xp(2)T,(t) = Bncnef(f)th

Luego, el candidato a ser la solucién global del problema en discusion es:

oo oo o 9
u(z,t) = Zun(x, t) = Z ane(T) ktsenn—gx, donde a,, = B,,C,,.
n=1

n=1

Ahora bien, para que u(z, t) sea solucion de (3.7) debemos tener que
f(x) = u(z,0) = Y07 apsen™x, esto es, f(x) debe ser factible de desarrollarse en

una serie seno de Fourier, donde a,, = % fOL f(z)sen"Fxdx, lo que es factible tenerse por
nwm 2

las condiciones impuestas a f. Asf, la funcién u(z,t) = ane*(f) M

solucién del problema planteado (3.7).

Para mayores detalles sobre lo expuesto ver, por ejemplo, [7], [12], [8], [9], [11],[19], ....

sen”%x es la

4. Problemas ‘“Mal Puestos”. . Histéricamente, desde sus origenes los problemas
en EDP corresponden a situaciones que ocurren en la realidad del mundo fisico y por ello
es natural que tales problemas satisfagan las siguientes condiciones:

(1) la solucion del problema debe existir;
(i1) la solucién debe ser dnica, y

(ii1) la solucion debe depender continuamente de los dados iniciales- contorno dados,
esto es la condicidn de estabilidad.

Cuando un problema satisface estas tres condiciones se dice que el “problema es bien
puesto” . Veamos algunos comentarios al respecto. La cuestion de la existencia de la so-
lucién es una tarea compleja, dificil. Muchas veces se tienen resultados generales sobre
la existencia de la solucion del problema. En la relativo a la unicidad de la solucién la
tarea es mas posible pues se tienen recursos ttiles para ello, como por ejemplo la integral
de la energia. En cuanto a la condicién de la estabilidad, en el sentido de Hadamard, se
entiende que cuando variamos los dados iniciales: Cauchy o de contorno, en una pequefia
proporcién entonces la solucidon no debe cambiar mucho también. Esto es importante te-
ner pues las condiciones iniciales o de contorno son encontrados experimentalmente y por
tanto no son determinadas con una precision absoluta. De esta manera es deseable que a
pequenas variaciones de los dados, las soluciones también varien poco!

4.1. Conclusion:. cuando una de las condiciones (i), (ii) 6 (iii) falla, el problema es
llamado ‘ ““mal puesto” . Digamos algo respecto a este tipo de problemas.

(i) Violacion de la Existencia. Vamos a presentar un problema de Cauchy, debido
a Hadamard, cuya solucion no existe. Para ello veamos algunos resultados del
andlisis armonico.

Schwarz: “sea 2 C R" una regién cuyo contorno 0€) contenga una parte plana P
(supongamos, por ejemplo, que 02 contenga una parte P del hiperplano z; =0y
que Q esté contenida en r; > 0). Seau € C°(Q), Au = 0 en Q, u = 0 sobre P.
Sea, ademds, €2’ la region reflexion de €2 respecto a 1 = 0. Entonces, existe una
funcién armoénica w en Q U P U Q' tal que w = u en Q7.

Este resultado es conocido como: “‘el principio de la reflexion de Schwarz”, el

que es analogo al principio del prolongamiento analitico, en la teria de las funcio-
nes analiticas.
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Ejemplo de Hadamard Problema: “Sea P un subconjunto cerrado y limitado de
x1 = 0. Determinar una funcién arménica u(x) en una vecindad N de P, tal que
u(z) =0y g—;‘l = fen P, donde f no es una funcién analitica”.

Este problema de Cauchy no tiene solucion!. En efecto: supongamos que el pro-
blema tenga solucion, es decir, que existiera una funcion arménica u(x) en €2 =
Nn{z; >0}, ueC' Q) ytalque u(z) =0y % = f en P. En este caso, por
el principio de reflexién, u(z) es prolongada para la region simétrica obteniéndo-
se asi una funcién arménica w en una regién que contiene a P. Por otro lado, w
armonica implica que w es analitica, asi como también sus derivadas parciales.

Como g;” = g—& = f, se tendria que f es analitica, una contradiccién!

Creemos conveniente mencionar que se creia que toda ecuacion lineal en deri-
vadas parciales tenia siempre una solucion , al menos localmente . Sin embargo,
Hans Lewy [3] prob6é mediante un contraegjemplo que tal afirmacién es, en gene-
ral, falsa! Asi, existen ecuaciones lineales en derivadas parciales con coeficientes
en C'*, las cuales no tienen solucion en ningln conjunto abierto en R". Con tal
objetivo se usa el

Teorema 4.1. (H.Lewy). “Sea (11, xq,t) € R® y u(x1, 9, t) es un niimero comple-
jo. Sea V(x5) una funcion de valor real de clase C'. Sea la ecuacion diferencial

fineat [_ (%) (8il> + 2i(t +ixy) ((%2)1 u = U'(xy) (4.1)

Bien, si se asume que existe una solucién u(xq, x2,t) de (4.1) en una vecindad de
N del punto = = (0, z3,0), con u € C, entonces U (x3) es analitica en x; = 9.
Veamos el contraejemplo. La idea es tomar una ecua010n (4.1) en la cual \I/(a:l) es

real, esté en C'™ pero que no sea analitica en x5 = z3. Entonces la ecuacion (4.1)
no puede tener una solucion u € C'! en cualquier vecindad N (0, z,,0).

(i) No Unicidad de la Solucion. Por razones de completitud vamos a considerar
algunas ideas previas. Sea la ecuacion en derivadas parciales lineal de orden m:

Pu = Z a®*D%u = f
|a|<m

donde D; ;D = (Dy,...,D,); a = (ay,...,ap), @1 €s un entero no ne-

Bx >
gatlvo |a] = oy + ... + «,. El escenario es R", x = (z1,29,...,2,) € R";
x® = x]*..x%" En este contexto, un operador d1ferenc1al lineal P en un conjun-

to abierto Q ‘C Rves la aplicacion lineal v — Pu = 37, ,, a®D®u. El orden

de P es definido como el mayor de los |«| para los cuales a® # 0. Sea ahora el

siguiente problema de Cauchy:

“encontrar una solucién u de Pu = 37, ., a®*D% = f tal que sobre una hi-

persuperficie (en el caso de la ecuacion de la onda x5, = 0 una hipersuperficie no
s 4 m—1

caracteristica) S - R"™ se tenga u = ¢y, % = P e % = Vm-1, donde ¢,

..., om—1 son funciones dadas que se llaman dados iniciales.

Si los dados iniciales ¢;, los coeficientes a® y f fueran funciones analiticas, el
problema de Cauchy es llamado problema de Cauchy analitico. En este escenario
la unicidad de la solucién del problema de Cauchy analitico esta garantizado por
el

Teorema 4.2 (Teorema de Cauchy - Kowalevsky). El problema de Cauchy analiti-

co para
Z a“D%u = f

lal<m

tiene una unica solucion analitica”.
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Se observa que este teorema es de cardcter local pues la unicidad de la solucién
es probada en una vecindad de un punto; el espiritu de la prueba es verificar que
en esa vecindad los coeficientes de la serie, en que la solucién es expandida, son
univocamente determinadas por las condiciones iniciales y por la ecuacion dife-
rencial. De esta manera si tuviéramos dos soluciones analiticas para el problema,
con las mismas condiciones iniciales, ellas necesariamente coinciden en tal vecin-
dad, lo que probaria la unicidad de la solucién!

Ademas, debemos enfatizar que el teorema de Cauchy-Kowalevsky solo nos da la
unicidad en la clase de las funciones analiticas y deja abierta la posibilidad de la
existencia de otras soluciones no-analiticas. En esta direcciéon un teorema impor-
tante fue dado por Holmgren en el afio 1901 en su trabajo con ecuaciones dife-
renciales lineales analiticas con un nimero arbitrario de variables independientes.
Asi, se tiene el

Teorema 4.3. Teorema de Holmgren. “Si Pu es un operador diferencial lineal
con coeficientes analiticos y si los dados iniciales de Cauchy se anulan sobre una
hipersuperficie regular no caracteristica Sy, entonces cualquier solucion u (no
necesariamente analitica) de Pu = 0, con esos dados iniciales, se anulan idénti-
camente en una vecindad pequeria de cualquier subconjunto cerrado de Sy’ .

Nota 4.1. Dado el anterior operador lineal P, su parte principal o forma carac-
teristica de P se define como el polinomio en &, Py (§) = 3, a*(7)§% © € Q,

¢ € R™ Elvector £ es llamado caracteristico si satisface la ecuacion Py, (§) = 0.
Una superficie en R™ es llamada superficie caracteristica (no-caracteristica) si su
vector normal es, en todo punto, caracteristico (no caracteristico).

Observemos que el teorema de Holmgren nos asegura la unicidad de la solucién
para dados iniciales arbitrarios, no necesariamente analiticos sobre Sy; esto sigue
del hecho que si tuviéramos dos soluciones u y us, entonces u = u; — Uy tiene
dados de Cauchy cero, luego por el teorema de Holmgren u debe anularse idénti-
camente. Para mayores detalles sobre estos dos ultimos teoremas, y otros temas
relacionados, ver [10], [11], [9], [16], [8].

Resumamos las ideas. Acabamos de ver que el problema de Cauchy para EDP
con coeficientes analiticos tienen por lo menos una solucién regular siempre que
los dados sean asumidos sobre una superficie no-caracteristica. Holmgren probd
que el problema de Cauchy tiene, en lo maximo, una solucién continua con deri-
vadas parciales continuas siempre que la ecuacion sea lineal y tenga coeficientes
analiticos. En esta direccion, T. Carleman, en 1939, dio la primera contribucion
en el sentido de retirar la hipétesis de la analiticidad de los coeficientes en el argu-
mento del teorema de Holmgren y probé el resultado en el caso de dos variables
independientes y asumié que las caracteristicas de la ecuacién no sean multiples.
Por otro lado, E. Giorgi mostré un ejemplo donde las caracteristicas son multiples
y el problema de Cauchy respectivo tiene mas de una solucidn, y de esta manera
mostr6 que la condicion sobre la caracteristica en el resultado de Carleman no era
artificial, como parecia.

El caso de mds de dos variables, en el problema de Cauchy, no tuvo ningtn progre-
so esencial hasta que C. Muller, en 1954, estudi6 una ecuacion especial de segundo
orden; en tanto que Hartman-Wintner y E. Heins propusieron el caso de ecuacio-
nes de segundo orden cuasi-lineales con el laplaciano como parte principal. Luego
Aronssajn extendio este resultado al caso eliptico general de segundo orden. Co-
mo veremos después, L.Nirenberg, en 1957, estudia el problema de la unicidad
de la solucion del problema de Cauchy para operadores con coeficientes principa-
les constantes. Ver [1]. También, en 1957, A.P.Calderén generaliza el teorema de
Carleman a funciones de cualquier nimero de variables, con excepcion del caso
de ecuaciones de 3 variables y de sistemas de 3 6 4 variables. Calderén trabaja
con ecuaciones cuyos coeficientes son Holder continuamente diferenciables bajo
la condicion adicional de que las caracteristicas no sean multiples. Posteriormen-
te, Calderon obtuvo mejoras de su trabajo citado mostrando que las condiciones
sobre el nimero de variables pueden ser retiradas.
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Veamos ahora la no unicidad de la solucién del problema de Cauchy; A. Plis,
en 1960, dio un ejemplo donde muestra que la multiplicidad de caracteristicas
reales puede causar la no unicidad de la solucidn, siempre en el caso de co-
eficientes en C*°. Surgié entonces la cuestion: en los teoremas de unicidad, ¢
podemos admitir la multiplicidad de caracteristicas esencialmente complejas? ...
Hormander, en 1959, ver [20], (pag.120 y siguientes) demostré un teorema de uni-
cidad para ecuaciones con coeficientes principales constantes con un maximo de
2-multiplicidad de las caracteristicas esencialmente complejas (nimeros comple-
jos). Plis, en 1960, dio una respuesta a la anterior pregunta: “ella es, en general
negativa para coeficientes en C™, siendo m un nimero finito”; esta respuesta esta
contenida en el:

Teorema 4.4. Teorema de Plis. “Existe un sistema lineal de ecuaciones en de-
rivadas parciales de tipo eliptico para el cual el problema de Cauchy tiene dos
soluciones diferentes de clase C™. Los coeficientes principales son constantes y
las restantes son de clase C™ en las variables t, x, y son analiticas en x, siendo
0 < 'm < oo. Las caracteristicas imaginarias son de multiplicidad m + 3 y el sis-
tema consiste en 2(m + 3) ecuaciones complejas en dos variables independientes
reales, Las soluciones son analiticas en x”. ( Ver [4] para mayores detalles).

Ahora veamos la equivalencia existente entre la unicidad de la solucion del pro-
blema de Cauchy y la propiedad de la continuacion tnica. Asi tenemos las expre-
siones:

(A) Propiedad de la continuacion dnica: “Una solucion de una ecuacion eliptica
P(D)u = 0 en un dominio €2, la cual anilase en un subconjunto abierto, se
anula identicamente”.

(B) Unicidad de la solucion del problema de Cauchy: ‘“Para un polinomio di-
ferencial P(D) de orden m, v = 0 es la tinica solucion de P(D)u = 0 en una
vecindad de un punto, tal que u, junto con sus derivadas hasta la orden m — 1
anularse sobre una superficie (n — 1)-dimensional .S conteniendo el punto”.

Teorema 4.5. (A) siy solo si (B).
Demostracion:

e (A) implica (B). En efecto, tenemos
P(Dju=Pu= Y a*Du=a"D™u+ » a®D{'..Diu=0
la|<m laj<m—1

ademds, por la hipétesis, ngm_l a®D'...Déu = 0; luego D™u = 0
sobre S. Sea x € S llamemos Q7 y Q~ las subregiones que S determina en

Q) y definamos
~ fu enQF [0 enQF
70 en YT lu enQ
Tenemos que v = uy + ug, Pu; = 0, Pus = 0; luego, u; = 0 en Q~

(abierto) implica u; = 0 en una vecindad V'(z) de z, esto por la hipétesis.
Andlogamente, u; = 0 en Q7 lo que implica us = 0 en V' (z). Por lo tanto
u=0enV(x).

e (B) implica (A). Sea G un subconjunto abierto maximal donde u (solucién
de Pu = 0) se anula y supongamos que G # (). Se probard que existe
una bola B C G tal que existe x € 0B y que z € 2 — (. Para ello, sea
P={r>0/B.(z) CG}yQ = {r >0/B,(2) # G}, donde z € G es un
elemento muy proximo del contorno dG, conteniendo elementos de (2. Sea
1o el elemento separador de Py (); entonces diremos que B,,(z) es la bola
deseada!

En efecto, B, (z) C G puessi B,, ¢ G ello implicaria que existe © € B, (2)
y ¢ G;tomemos |z — x| < r < ryy seala bola B,(z). Luego se tendrd
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x € B.(2)yx ¢ G, porlotanto r € @, lo que es absurdo pues 7 es el infimo
de (). Ahora! se probara la existencia de = tal que x € 0By x € Q) — G.
Para ello se procedera por el absurdo. Supongamos que B,,(z) N (2 — G) =
() (interseccién de dos cerrados); luego existiria una bola abierta B tal que
B, () C By BN (Q — G) = 0, lo que es absurdo ya que 7y es maximal.
Ahora, sea x € B,,(z) N (2 — G) y considerando el problema de Cauchy se

ha encontrado una vecindad V' (z) ¢ G donde u(z) = 0 (hipdtesis); pero esto
es una contradiccién por ser GG el maximo abierto donde u = 0.

U

Asi el panorama, Plis de acuerdo al teorema 4.1 construy6 ecuaciones de tipo
eliptico sin la propiedad de la continuacion unica, con coeficientes siendo de clase
C™,0 < m < o0o. Asi mismo, Plis, [5], dio ejemplos similares y relacionados a lo
expuesto, pero ahora los coeficientes son de clase C'*°. Enunciemos los resultados
de Plis.

Teorema 4.6. “Existen dos funciones f y g, en las variables independientes t, x,
y, de clase C™ sobre R? tal que la ecuacion

o2 o2 o2 2 o2 o2 2 1 Ot
Pu = (—+—+—) +t<—+—> — S| u= fus+gu

ot?  0x? = Oy? or?  0y?

tiene una solucion u, de clase C™ en R? que se anula parat < 0 pero no es nula
idénticamente en cualquier vecindad det = (0.

En el plano Plis construy6 una ecuacién diferencial eliptica lineal compleja en la
cual la solucién del problema de Cauchy es no dnica, esto es, la solucion no tiene
la propiedad de la continuacidn tnica. Esta situacion estd contenida en el

Teorema 4.7. “Para cualquier tres niimeros enteros positivos p, q y k, que satisfa-
cen las desigualdades %(p +3)<q¢<pk> qu_ _pl_g, existe una funcion compleja
f(t, x) de clase C* sobre todo el plano tal que la ecuacion en derivadas parciales

compleja
o 9N L/ 0\ [ o\
<E —z%) +t (28_1:) - (Za_x) ] u= f(t,z)u

tiene una solucion de clase C* sobre todo el plano que se anula para t < 0, pero
no nula idénticamente en cualquier vecindad det = 0.

En particular, se tienen los siguientes resultados.

Corolario 4.1. Existe una funcion compleja f(t,x) de clase C* sobre el plano
tal que la ecuacion de cuarto orden de tipo eliptico

9 \4 , . >
[(% - Za%) + t4a‘9—; — (zg—;)} u = fi(t, z)u tiene una solucion de clase C*,

que se anula para t < 0, pero no es nula en cualquier vecindad de det = 0.

Corolario 4.2. “Existe una funcion compleja fs(t, x) de clase C* sobre el plano
tal que la ecuacion eliptica de sexto orden, con coeficiente principales constantes

o o\° o &
(— - 2—> + ZtG% — @] u= fot,z)u

tiene una solucion de clase C'™°, no nula para t < 0, pero no se anula idéntica-
mente en cualquier vecindad det = 0.

Nota 4.2. Para las demostraciones de estos teoremas y corolarios, ver [5].

(iii) Violacion de la Estabilidad. En el siguiente problema, debido a Hadamard, se da

un ejemplo de un problema de Cauchy para la ecuacion de Laplace, problema que
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no es estable, o bien puesto en el sentido de Hadamard.
Problema .Determinar u(z, t) tal que

U +uzz =0 en Ri’
u(z,0) =0 s ug(x,0) = Jpsenna,

donde n y k son enteros positivos.

Se sabe que u(z,t) = #sen(nx)em_;fm es una solucion del problema dado.

Ademds, se observa que |uy(,0)] < 2; luego, si n — oo, us(z,0) — 0, para
., n . . ~

todo z. Por otro lado, la solucidn, para t arbitrariamente pequefio, asume valores

muy grandes para n — 00. U

Asi, este problema no es estable. Veamos, atin, la siguiente situaciéon. Admitamos
que se tiene una solucion ug(x, t) del problema de Cauchy

Ut + Uge = 0 en Ri?
u(z,0) = go(x)
u(z,0) = g1 ().

t_e—nt

Entonces la funcién ug(z, t) + —t sen(na) <=

5— €s una solucion del problema
de Cauchy

Ug + Ugg = 0
u(z,0) = go(x)
w(z,0) = g1(z) + Jxsen(nz).

Se observa que este problema también no es estable.

Nota 4.3. Se observa que la solucion del problema de Cauchy para la ecuacion
de Laplace uy + u,, = 0 estd garantizada por el teorema de Cauchy-Kowalevska
ya que sus coeficientes son analiticos, ademds se tiene la unicidad de la solucion.
De esta manera, existen problemas no estables pero que admiten solucion tnica,
al menos localmente!

5. Unicidad de la Solucion del Problema de Cauchy para EDP con Coeficientes
Principales Constantes. En esta seccion vamos a estudiar el trabajo de Louis Nirenberg,
[1], sobre el problema de la unicidad del problema de Cauchy para ecuaciones donde los
coeficientes principales son constantes, y de esta manera tendremos un panorama mas
amplio sobre este tema. Ademads, serd la oportunidad de ver algunos resultados sobre
los operadores diferenciales parciales segin L. Hormander quien establecié una teoria
general sobre tales operadores en 1955; ver [2]. Ya en las secciones anteriores hemos
tenido la oportunidad de ver este problema para las EDP clésicas y también la cuestion de
la unicidad de la solucion. En esta ocasion se estudiard, segin Nirenberg, ecuaciones de
la forma Pu + E?Zl aj(x)Pju = f(x), donde Py P; son polinomios diferenciales, esto
es, operadores lineales con coeficientes constantes, y los coeficientes a;(z) son funciones
limitadas; la idea de Nirenberg fue establecer condiciones para que se tenga la unicidad
del problema de Cauchy, condiciones que estan relacionadas con las propiedades que los
polinomios P; deben tener en relacién al polinomio P; asi mismo la unicidad depende
del tipo de dominio particular {2 en donde se busca la solucién del problema. Con tal
propoésito Nirenberg introduce el concepto de polinomio admisible relativo al polinomio
P. Esta seccion consta de 5 subsecciones: 5.1 Conceptos preliminares; 5.2 Se establece
el teorema de unicidad (teorema 5.1; ?? La desigualdad de Hormander; ?? Extensién de
la desigualdad de Hormander segtin Nirenberg; ?? Demostracion del teorema 5.1.

5.1. Conceptos preliminares. A cada polinomio P (&) asociamos el polinomio dife-
rencial P(D) y un polinomio diferencial aplicado a u sera denotado por P(D)u = Pu;
u es una funcién de n variables & = (z1,...,2,). Designamos por P(*)(¢) a la expre-
sion: P (¢) = 885% .+ gemw P(€); y la orden de esa derivada es >3 | o = |al. Qes la
cerradura de ). B¢ es la esfera abierta de centro en el origen y radio &.
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Definicion 5.1. “ Sea 1 un vector real arbitrario. Un polinomio diferencial M (D) es
| M (£+irn)|?

n- relativamente admisible al polinomio diferencial P(D) si el cociente o PO AP

es uniformemente limitado para todos los vectores reales & y todos los niimeros reales \”.
Definicion 5.2. “ M (D) es llamado relativamente admisible a P(D) si

MO
2\0421 ‘P(Q)P

es uniformemente limitado para todos los complejos & € C™”.

Se observa que la admisibilidad implica la 7 - admisibilidad, pues en la definicién 5.1.
tenemos vectores complejos de la forma & 42\, los que son un subconjunto del conjunto
cr.

Definicion 5.3. “Un dominio () es llamado estrictamente convexo en un punto x del
contorno si existe un hiperplano H que intersecta §) solamente en aquel punto x”.

Asi, un cubo es estrictamente convexo en sus vértices pero no en sus restantes puntos.

Para el objetivo del tema a desarrollar se considera que {2 es estrictamente convexo en
el origen 0, y que el eje x; es perpendicular al hiperplano H en 0. Se designa con (2. el
conjunto de puntos de €2 donde z; = c.

5.2. El teorema de unicidad. (Nirenberg, [1]). Ahora se formulara el teorema cen-
tral del mencionado articulo, del cual se obtienen otros resultados. Este teorema implicara
la unicidad de la solucion del problema de Cauchy para ecuaciones ya mencionada en 5.1.

Teorema 5.1. “Sea () estrictamente convexo en el origen. P(D) un polinomio diferen-
cial de orden m y sean P,(D), ..., P,(D) polinomios diferenciales de drdenes inferiores,
los cuales son &' = (1,0, ...,0) - admisibles relativos a P(D), esto es, satisfacen la des-
igualdad

S IPE+INP < K Y [P +irg!)? (5.1)

j=1 la|>1

para todo vector real £ y todo niimero complejo \ 'y para alguna constante K, indepen-
diente de € y de ). Sea u una funcion de clase C™ ! en Q1 y que tiene derivadas continuas
por partes de orden m en ), tales que u junto con sus derivadas hasta la orden m — 1,
se anulan sobre Q2 N S, donde S, = {z/|x| < €} para algiin ¢y > 0 (esto es u tiene
dados de Cauchy cero sobre ), cerca del origen). Ademds, se admite que para todo ¢ > 0,
suficientemente pequenio, u satisface la desigualdad:

/ |Pul*dzs...dx, < Kl/
Q. Q

con una constante K1 independiente de c. Entonces existe ¢ > 0 tal que u = 0 en NS, ”.

Demostracion: Teorema 5.1 implica la unicidad de la solucion del problema de
Cauchy. En efecto, se probard que el citado teorema implica la unicidad de la solucién
del problema de Cauchy cerca del origen, donde € es estrictamente convexo, de las ecua-
ciones de la forma

q
> Pl ds...duy, (5.2)

e =1

Pu + Z a;(z)Pju = f(x) (5.3)
j=1

donde los P; son § ! _ relativamente admisibles a P, son de 6rdenes inferiores a P, y los
coeficientes a;(z) son funciones limitadas. Entonces, dado el problema de Cauchy para
las ecuaciones (5.3), solo resta verificar (5.2), pues las otras condiciones son satisfechas
por hipoétesis. Veamos, sean u; y ug dos soluciones el g)roblema considerado y pongamos
u = u; — up. Se observa que u satisface Pu + > 7, a;(z)Pju = 0, lo que implica

Pu = —37%_ a;(x)Pj(x)u, de donde se tiene atn que |Pul> < K> 7, |Pjul?, luego
integrando se obtiene (5.2). Por lo tanto, existe entonces £ > O tal que u = u; —us =0
en QN Sg. [l

Observacion. Debemos notar que no hay nada de especial con el origen en-el teorema
5.1. En efecto, supongamos que € es estrictamente convexo en x € 0f): sea n la normal
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unitaria en el hiperplano H que intersecta ) apenas en el punto xz, y supongamos que la
desigualdad (5.1) vale con ¢! sustituyendo por 7 y que una desigualdad andloga a (5.2) se
verifica con €., que es la interseccion de {2 con hiperplanos ortogonales a 7). Entonces por
medio de una translacién seguida de una rotacion se lleva el punto x al origen y el vector
n al vector (1,0, ...,0), y asi el problema se reduce al caso del teorema 5.1.

Por otro lado, las ecuaciones (5.3) constituyen una amplia clase de ecuaciones pues
ninguna restriccion es hecha con respecto a su tipo; asi el polinomio diferencial puede ser
hiperbdlico, eliptico, ...; tampoco se exige que el contorno de {2 sea no-caracteristica en
el origen. Pero,lo que limita al citado teorema es el hecho de que se trabaja en dominios
bastantes especiales (se exige que {2 sea estrictamente convexo). Ahora es de interés saber
cuando los polinomios P;, j = 1, ..., g son ¢! - relativamente admisibles a P. La respuesta
estd en la siguiente proposicion para el caso en que P es homogéneo.

Proposicion 5.1. Si P es homogéneo, entonces: todos los polinomios Pj, j = 1,...,q
hasta la orden r < m son £'- relativamente admisibles a P si 'y solo si toda las deri-
vadas P (€ + \EY) no tienen ninguna ratz real comiin (€,m) sobre |¢|> + \? = 1.
Demostracion: Condicion necesaria. Pongamos £ + A\ = 7, entonces por la hipdtesis
se tiene

| P;(n)|? <K
PO ()24 ... + |[Pr=r=U(n) 2 + [Pm=) () |2 4 .. + [Pt ()2 =

Por el absurdo supongamos que las derivadas p(™~") (1) tuvieran una raiz real comin

n° sobre la esfera unitaria. Tomemos 7 = tn° (1 es atn raiz pues P es homogéneo);
tenemos entonces

1P (0)07 2 i
[P (n0)tm—1|2 4 | 4 |P(m=r=1)(n0)¢r+1|2 4| P(m=7) (n0)¢7|2 & términos de orden menora 2r ~—

Ahora se necesita del
Lema 5.1. “p(™ ") (%) = 0 implica p™"~Y(n°) = 0”. Demostracion: del Lema
m—r— 0 . m—r— 70
5.1 Se tiene que ap(a—nol)(n) = 0, pues se tiene ap(a—nol)m = p(m=7) (77;?) = 0. Ahora se
J J
aplica el-teorema de Euler sobre funciones homogeneas [Caso simple: f = (z,y, z) es ho-
mogénea de grado k si para cualquier constante \ se tiene f(Az, \y, \2) = N\ f(z, vy, 2).

[T. de Euler:“si f es homogénea de grado k, entonces se tiene x% —|—yg—£ —|—z% = kf”.] pa-

ra obtener (r+1)p™ "1 (n%) = Zn?—apmé;;l)(no) = 0, lo que implica p™ "1 (%) = 0.
J
]

Sigamos con la condicién necesaria. De acuerdo al lema 5.1 se concluye que P ~"=2) (%) =
.. = PA (%) = PW(n®) = 0. Luego, si t — oo, el cociente tiende al infinito,lo que con-
tradice a la hipotesis.

Condicién suficiente. Por hipétesis p™~") (1) no tiene ninguna raiz real comtn sobre
2 |P; ()|

Ylaz1 1P ()2

es continua tomando valores sobre la esfera unitaria, la que es compacta, luego ella es li-
mitada. N

Observacion 5.1. No hay restriccion en que debemos tomar 1 apenas sobre la esfera

unitaria pues si tuviéramos dos polinomios homogéneos del mismo grado m, P(n) y Q(n),

Po) _ Py P)

QM) — e T ()

Proposicion 5.2. ”Si P es homogéneo, todos los polinomios hasta la orden r < m
son relativamente admisibles a P si'y solo si las raices complejas de P(§) sobre || = 1
tienen multiplicidades menor que m —r + 1.

Demostracion: Para hacer la prueba de esta proposicion basta establecer una equiva-

lencia, en la proposicion 5.1, de la nueva condicion de esta proposicion con la afirmacién
“todas las derivadas p(™~")(¢) no tienen una raiz (real) comin &, sobre |£] = 17,

En efecto, supongamos que las derivadas P(™~")(¢) tuvieran una raiz comiin sobre
€] = 1, estoes, P~ (&) = 0; de esta manera &, raiz simple implica P~ (&;) = 0,
..., y asi, continuando, si &, es raiz de multiplicidad m — r + 1 se tiene P(§,) = 0, lo

la esfera unitaria, lo que garantizaque »_, -, [P (@) (n)]? # 0. Pero el cociente

entonces se tiene
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que contradice a la hipédtesis de que P(&) tiene (solo) raices de multiplicidad menor que
m—r—+ 1.

Reciprocamente, si las raices de P(&) sobre |£y| = 1 tuvieran multiplicidad > m —
7+ 1, esto implicarfa que las derivadas P"~")(¢) tendrfan una raiz comiin sobre |&y| = 1,
lo que es falso. U

Usando la proposicién 5.2 se verifica la

Proposicion 5.3. “Si P (de orden m) es una combinacion lineal de los polinomios D?,
j = 1,...,n [remarcamos que, en general, la notacion que se usa es iD = (iD, ...,iD,,),
donde D; = % ) con coeficientes no nulos, entonces cualquier polinomio de orden infe-

rior es relativamente admisible a P’ .

La utilidad de la proposicion 5.2 estd en el hecho que si tuviéramos ecuaciones del
tipo (5.3) y si P es de orden m, entonces para garantizar la unicidad de la solucion del
problema de Cauchy para tales ecuaciones, se debe tomar los polinomios F; tales que sus
raices tengan en lo maximo multiplicidad (m — ). Bien, ahora se presenta una formu-
lacion débil del teorema 5.1 donde los P; son relativamente admisibles a 7y donde la
funcién u, en lugar de (5.2), satisface

q
|Pul> < K1) |Pjuf’ en Q (5.4)

J=1

Se tiene también el siguiente teorema, cuya prueba omitimos.

Teorema 5.2. “Sea () estrictamente convexo en el origen; P es un polinomio dife-
renciable y Py, ..., P, son polinomios diferenciables relativamente admisibles a P. Si u
satisface (5.4) en Q) y tiene dados de Cauchy cero sobre 0S) cerca del origen, esto es, u
v sus derivadas hasta la orden m — 1 se anulan ahi, entonces se tiene u = 0 en 2 N S,
para algiin e > 0.

Es consecuencia del teorema 5.1 el siguiente resultado,

Teorema 5.3. “Sea ) un dominio limitado con contorno regular por partes; Py, ...,
P, son polinomios diferenciables relativamente admisibles al polinomio diferencial P de

orden m. Sea u de clase C™=Y) con derivadas continuas por partes, de orden m en 0y
que satisface (5.4)”.

Si u tiene dados de Cauchy cero sobre 0}, entonces u = 0 en )”. Demostracion:
Sea B una esfera que contiene a (2. Se define

w=40 @ Entonces tenemos:
10 enB-—-{ )

(i) u* € C™ 1y D™u* es continua por partes, lo que sigue por la construccién de u*.

(ii) u* satisface (5.4) paratodo x € B — d€) yaque si x € (2 se tiene el resultado pues
u*(z) =u(z)ysiz € B—Q,u*(z) =0,y entonces se tiene la desigualdad (5.4).
Asi, la desigualdad (5.4) se verifica en casi todas partes. Luego, integrando, (5.2)
se verifica.

Ahora se prueba que la funcién u* es idénticamente cero en 5. Supongamos, por el
absurdo, que no lo sea, esto es, existen puntos x donde u*(z) # 0.
Sea R el radio de la esfera B y tomemos xy € dB. Con centro z consideremos las esferas
B,.(z() cuyos contornos se designaran por .S,, donde 0 < r < 2R. Entonces existe 7%,
0 < r* < 2R tal que sobre S, existe un punto donde los dados de Cauchy no son cero.
Sea, A = {r € (0, 2R tal que sobre S, existe un punto donde los dados de Cauchy no son
cero}.

Entonces se tiene,

(iii) A # 0, pues r* € A;

(iv) A es un conjunto abierto, y sea r € A, luego existe un punto P € S, donde los
dados de Cauchy no son cero, esto es, donde por lo menos uno de los valores
*(P) du*(P) 0%u*(P) oM lu*(P)

u » TON » ANZ T gNmol

2u*
que BBN(QP) # 0.

es diferente de cero, digamos por ejemplo
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Pero u* € C(™~Y, luego existe una esfera B, (P) tal que los dados de Cauchy no son
cero en todo punto ) € B.(P). Por otro lado se observa que el intervalo (r — €, + ¢)
estd contenido en A, pues si 7’ estd en tal intervalo se tiene que S, N B.(P) # 0, esto es,
sobre S, existe un punto donde donde los dados de Cauchy no son cero. Luego r' € A.

Ahora, sea 0 = supA. Tenemos que o ¢ A, pues A es abierto. Ahora, sobre S, los
dados de Cauchy son ceros (sino lo fuera, o € A, la que es falso). Pongamos I = S,N Bg;
I es estrictamente convexo en todos sus puntos. Aplicando el teorema 5.1 y que [ es
compacto, existe un nimero finito de esferas B,,, B,,, ..., B, tales que I C U;;l B,y

u=0en B, N B,,

j=1,..,,n.Sead = dist(I, B, — U?Zl B,,). Entonces en S, para

o — 0 < r < o,los dados de Cauchy son cero, lo que es contradiccion con el hecho de
ser 0 = supA. Luego u* = 0 en B, y por tanto u = 0 en 2. U

5.3. Desigualdades segiin Hormander. En 1955 Lars Hormander, en su tesis doc-
toral, public6 un fundamental articulo sobre las EDP, [2], pues introdujo la teoria general
de los operadores diferenciales parciales. A partir de entonces muchos trabajos sobre el
tema fueron publicados y se produjo un gran desarrollo de las EDP, de los operadores di-
ferenciales parciales y sus aplicaciones a problemas como los de Dirichlet y Cauchy. En
particular, Nirenberg usa una desigualdad de Hormander en la demostracion del teorema
5.1. Con tal motivacion vamos a presentar en esta seccidn algunos resultados conocidos
sobre la transformada de Fourier para comprender a la desigualdad mencionada.

Sea u una funcion en C’éoo) (R™) (con soporte compacto); la transformada de Fourier
de u es definida via (&) = (2m) "2 [, e u(z)dz, donde
& = 11& + ... + x,€,. Se verifica que

P(D)ut)] = P@ite). ([ = ) (5.5)

En efecto; [P(D)u(z)](€) = (2r)"% [ ¢*¢P(D)u(xz)dz, donde

P(D)u(z) = 3, <m a* Dgu.

Consideremos [ e*¢i 2 dz; integrando por partes se tiene

i e”gi%dx =i [,que™do + & [ e u(x)dz, donde  es un dominio que contiene al

soporte de u. Ahora, observemos que el primer término del segundo miembro es igual
cero pues u € C§°(R™). Luego se tiene

Jetigtde = & [ ¢**u(x)dx. Un proceso de iteracion nos lleva a (5.5). También se

tiene
10wyt = [0 Plac) P (5.6)

En efecto, por la igualdad de Parseval [ [ |u|?dz = [ |i|?d¢] se tiene

1@z = [ ey = [1aeraopa

Definicion 5.4. “Sea P(D) un polinomio diferencial. Se dice que un polinomio dife-
rencial (D) es mas débil que P(D) si existe una constante C tal que se tiene

/|Q(D)u|2dx < C/ |P(D)u|*dx, donde u € C3°(Q)”, 6

equivalentemente,

|Q(D)ul|* < C||P(D)ul?, (5.7)

donde || || es la norma en L*.
1

Pongamos P(¢) = [ZMZO |P(a)(§)|2] *. Se tiene la siguiente caracterizacién de un
operador mas débil que otro.
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Teorema 5.4. (Hormander) ||Q(D)ul||* < C||P(D)ul|* siy solo si
Q) < KP(¢).

Demostracion: Condicion necesaria. Sea la funcion ¢ € C§°(€2), ¢ # 0 y pongamos
u(x) = 1(x)e®¢, donde £ es un vector real. Entonces se tienen las siguientes consecuen-

cias:
(1) u(x) € CL(Q).

(i) P(D)u(z) = et Z\a|>o ) ()2 “ | )Qﬁ(x) . En efecto, usando la férmula de Leibniz

P(D)(vw) = 3050 Fap P (D)w, se tiene

al!

P(D)u(z) = P(D)(t(x)e"™)

(iii) En forma analoga, se tiene Q(D)u(x) = €' 52‘ 150 Q) (S)D(QW( *) Ahora la
idea es tomar conjugados y se tiene,

(iv) Q(D)u(x) = et 180 QB(¢) ) | V(). ; multiplicando (iii) con (iv) e integran-
do, se obtiene

2 r = (a) D(a)¢(x) w( )
/|@ d /ZQ O 2| | X @P® w,

la|>0 Iﬁl>0

_ (@) (¢ D DB (x) .
2. @ / |'|@|' -

|| >0,8|=0

. (@) .
Ahora, poniendo ¢, 5 = [ %de, se tiene

/ QDA = Y QWP )t s

la|20,]8]20

En forma andloga se tiene: [ |P(D)u(z)[*dx = 37,150 50 PO PO (E)1hy, 5.
Luego por la hipétesis , se obtiene que

Y RQWEOQPas<C > POYGPP(as (58

la|=0,|8]>0 |a>0,]8/>0

Ahora, sea m la més alta de las 6rdenes de Py Q; y sea t,, 0 < |a| < m, ndmeros
complejos tales que t,, = t,/, cuando o’ es una permutacion de «.
Consideremos la forma cuadratica definida via

2

()
3 Zt(@w:/ ZtD Y@ g

la|<m |BI<m |a|<m

D) (x ta ™
Desde que [ ‘Z|a|§m ! =/ ‘Z\a|<m la!
se tiene que la forma cuadréatica considerada es positiva, a no ser que el polinomio ZM “m

’ |4h(£)]2dE, 1o que sigue de (5.6),

t

al®

laf!
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se anule idénticamente, esto es, t, = 0 para cualquier «. Asi, ella es una forma cuadratica
positiva definida; luego, de acuerdo a una propiedad de las formas cuadraticas positivas
definidas, existe una constante C" tal que

DTl <C Y0 Y tatstbag (5.9)
laj<m la|<m |B]<m
Poniendo ¢, = Q) (¢), de (5.9) se obtiene que
ST IRWEP <> QWE)QP(E) s (5.10)
loe|<m |a|<m
Ademds, se observa que existe C” > 0 tal que
> PEOPE (hap < C" Y|P (5.11)
la|<m la|<m
Luego, de (5.8), (5.10) y (5.11) se obtiene
D QWP <y 1P
|| <m |a|<m

esto es,

lo que prueba la condicion necesaria. U
Nota 5.1. La condicion suficiente serd demostrada después de probarse la primera
parte del siguiente
Teorema 5.5. (Hormander)“ Sea P(D) un polinomio diferencial de orden m. Enton-
ces, para cualquier funcion u(x) € C§°(|—1, 1]) se tiene

/|P )2z < C/|P ) 2dw (5.12)

cualquiera que sea o, donde C' es una constante que depende solamente de m y de la
dimension n. Mds generamente, para cualquier polinomio diferencial M (D) se tiene que
existe una constante C' tal que

/]M )2z < c’/yP 2)[2dz (5.13)

se verifica para todo v € C§°([—1,1]) siy solo si
IMEOP <C" ) IPDE) (5.14)

la|>0

para todo vector real £”.

Demostracion: Probemos (5.12). Se procede por induccion en |«|. Supongamos que
para |a| = 1 se verifica (5.12), esto es,
[ |P9(D)u(x)?dx < C [ |P(D)u(x)|*dz, donde o = (0, ..., 1, ..., 0) (esto probaremos
después de finalizar el razonamiento por induccion). Supongamos que para cualquier
vector «, tal que || = n, se tenga
[ 1P (Dyu(z)Pdr < C [ |P(D)u(x)dz.
Sea (3 un vector tal que |3| = n+1; luego f = a+(0,...,0,1,0,...,0). Luego, aplicando
el resultado supuesto vdlido para vectores de longitud 1, se tiene
[1PP(D)u(z)?de < K [ |P)(D)u(x)|*dx que a su vez es menor que C [ |P(D)u(z)[*dx
(usando la hipdtesis de induccion). Ahora probemos (5.12) para || = 1. En efecto, por
(5.6) se tiene que

[ 1P = [1P9aPdsy [1PDuPd = [ 1P©ae)Pa
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Bien, por comodidad consideremos o = (1,0, ..., 0); luego P\ (¢) = -2- P(€). Entonces,

o9&
tomando transformada de Fourier con relacion a x, ..., T, se tiene
2

/|P(a)( ’d&:-/'_P Dl;gQ;;gn)ﬂ<x17£277£n) d.’lfldgzdfn

donde P(D1 &, ..., &) es un operador obtenido sustituyendo &, por Dy en P (§).
Analogamente se tiene,

/\P(O‘)(D)u(:v)Ide = / |P(D1,&2, ..., §n)i(w1, &2, --->fn|2 dx1d&s...d,.

Luego (5.12) se verifica si para todo (&3, ..., &) se tiene
[ 5 P01 i1, 60
a¢ 3825 o0y U T1,G25 -1 Gn

o8, 1,82 1,82

Pero esta desigualdad se sigue de la desigualdad general

d\ I d

/ ._ < ._

/P(zdx>v dx_Cl/P(zdx)v

Remarcamos que P() es un polinomio en una variable, P'(§) es su derivada y la
constante C' depende solamente del grado de P(§); ahora, sea la factorizacion P(§) =

I1;(§£ — ;) observando que ng(f) es una combinacion lineal de los productos 11;(§ —

2
dzy < 0/|P(D1,§2,...,5n>a(x1,£2,...,ntdel

2
dx, parav € C5°([-1,1]) (5.15)

Aj) = LEX) 14 desigualdad (5.15) se obtiene de la siguiente desigualdad

(5 >\)
d d
/H; <z%—)\j>v d.TSCQ/ Hj (z%—)\j>v

Bien, ahora pongamos 11} (i-£ — \;) v = w; entonces todo quedara mostrado si

mostramos que se tiene
d
/]w] dx<02/ <zd——)\)

para todo complejo \ 'y w(x) € C5°([—1,1]), donde C; es una constante independiente
de \y de w(x).

2 2

dz.

2

dz. (5.16)

Demostracion de (5.16). Se observa que la desigualdad (5.16) es equivalente a la des-
igualdad | lw|* de < Cy [ |u' + i w|? dx. Bien, pongamos i\ = p, (u = py + ipz)
entonces se tiene [ |w|>dr < Cy [ |w' + pw|* dx. Sea la descomposicién polar de w:
w = we; entonces w' = (W' + i0'wW)e; y se tiene
W'+ pw)? = W + 0 + W + s |?
= W + W + (0w + wus) |*
W' + pw]® + 0w + whs)

> |+ pw)?

= [W'|* + @) + 20w’

> |w']? + 2w’
Pero [ww'dx > 1 [(w?)'dx = [w?]L, = 0. Luego se tiene
[ w4+ pw|Pdz > Ik ]w |2dx Ahora se usa la desigualdad [ |w|*dz < [ |w'|?dx, la que
es vdlida para toda funcion w € C3°(|—1, 1]), para obtener finalmente

/|w + pw|?dr > = /|w| dr = = /|w| dx.
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Asi queda demostrado la condicion necesaria del teorema 5.5. U
Demostracion: [De la condicion suficiente del teorema 5.5] Veamos. De la hipotesis

(2\0420 |Q(a)(§)’2>§ <C (Z\a|zo | P(e) (§)|2)§ se obtiene

QP < Cy Y [P (5.17)

|| >0

Por otro lado, hacienda uso de (5.6) y de (5.17) se obtiene

[1aw) %z/wWWW£

< Y [IPO©Pa P

|a|>0

= Cy Y |P(D)u(z)].

la[>0

Aplicando (5.12) se tiene [ |Q(D)u(x)|*dz < C" [ |P(D)u(z)*dx.
Esto prueba la condicion suficiente. 0

Demostracion: [De la Segunda Parte del Teorema 5.5] Veamos que (5.13) implica
(5.14).

En efecto (5.13)=(5.7), que implica Q(&) < Kf’(f), y esto implica (5.14).
Veamos que (5.14) implica (5.13). En efecto, |M(£)|? < C" 3 al>0 |P)(€)|? para todo
vector real & lo cual conduce a

/yM \d:c<C”Z/|P )| dz.

|a|>0
Ahora se aplica (5.12) para obtener [ |M(D)u(x)*dx < C" [ |P(D)u(x)|*dx.

Ast queda demostrado el teorema 5.5. 0

5.4. Extension de la desigualdad de Hormander. L. Nirenberg, [1], extendié la
desigualdad de Hormander, la cual sera utilizada en la demostracion del teorema 5.1. Esta
extension estd contenida en el siguiente resultado.

Proposicion 5.4. “Sea P(D) un polinomio diferencial de orden m. Para cualquier
u(z) € C°(B), donde B = {x/|x| < 1} y para cualquier vector real n se tiene

/ 17 P (Dyu()[2da < C / ¢ P(D)u(x)[2dz (5.18)

donde C' es la constante de (5.12). Mas generalmente, dado M (D) y un vector real, se
tiene que

/6’7$|M(D)u(:p)|2dx < C'/e”x|P(D)u(x)|2da7 (5.19)
sigue para cualquier constante fija C"y cualquier v € C3°(B) siy solo si
1 . 2 (a) 1 . 2
(Mg~ i) < K |Z>O [P — i) (5.20)

para todo vector real £”.
Demostracion: Para probar tal extension, en primer lugar se verifica que si e%"””u(x) =
v(xz), entonces e2™ M (D)u(z) = M (D — Lin)v(x). En efecto, tomando una derivada 2
J



182 Ortiz F.- Selecciones Matematicas. 2024; Vol.11(1):153-188

en el segundo miembro, esto es,

0 1 0 z 1 1 "
(Z% N 52%)2}(9@) - 2%(6277 u(r) — §€2n u(z)n;)
J j
0
= Cneu(a) + e gula) = el
(955]'

Ahora,se procede por iteracién para obtener la igualdad deseada (igual a e2™ M (D)u(z)).
Demostracion de (5.18). Observamos que (5.18) es equivalente a

/ |P(D — %z’n)v(m)\zd:c <C / \P(D — %z’n)v@)ﬁd;ﬂ.

Ahora al polinomio diferencial P(D — 1in) le estd asociado el polinomio P (£ — Lin),
que lo podemos escribir en la forma

ek = X e o= 3 o=

|a|<m |a|<m

Asociamos al polinomio P(f ) el polinomio diferencial f’(D) Observemos que el ope-
rador P(®)(¢) coincide con la derivada P\®)(D—2in). Entonces se tiene [ | P (D)v(z)|*dz <

C [ |P(D)v(z)|*dx; desigualdad que ya fue probada; es la férmula (5.12),
Probemos ahora la segunda parte, esto es, (5.19) es equivalente a (5.20). En efecto,

(5.19) si y solo si [ |M(D — sin)v(z)|Pdz < C' [|P(D — sin)v(z)|*dz siy solo si
. . Y 2 . .
[ IM(D)v(z)]?dz < C" [ |P(D)v(z)|*dx siy solo si % < K siy solo si
M€ - §zn)|2dx <K Y 050 1P(€ = §in)]? que es (5.20). O
Proposicion 5.5. Se tiene la siguiente equivalencia
M (& —sin)]P <C" Y|P - —m>| (5.21)
|a|>1

si y solo si

/eW|M(D) )Pdx < C” Z /e"ﬂp @(D)u(z)|*dz, u € C(B) (5.22)

|| >1

Demostracion: (5.22) sty solo si
JIM(D = Sinyv(z)Pde < C” [ 32,51 [P (D = Jin)v(z)[*dz; tomando transformada
de Fourier se obtiene

[ e gmioras < [ Y 1pee - Jimpite)Pag
laj>1

siy solo si (5.21). ]

Proposicion 5.6. “ Sea P(D) un polinomio diferencial de orden m. Para cualquier
u(x) € C* que se anula fuera de un dominio cuyos didmetros en las direcciones x, ...,
T, sonly, ..., 1, setiene

/em|P(a)(D)u(a:)|2dx < C’|l(°‘)|2/e"x|P(D)u(x)|2d:B (5.23)

Demostracion: Supongamos que en (5.18) en lugar de u se pone v, y en lugar de la
variable x se pone la variable y: y; — lyy; = 1, ...,
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Yn — lpyn = x,. Ahora a P(D)u(z) = Z|5|<ma5D(5) (x) le asociamos P(&) =

. e ! B—a .
E|,8|§m a’eP; y a P )(D) (z ) E|g|<m5],aj>o aﬁ(ﬁﬁ )!D;E; )u(x) le asociamos
P@(¢) = Z\Blsmﬁj—ajzo ,5 ). Entonces se tendrd:

[P outopis - /@m Y @ preuw) d

|B|<m,Bj—a; >0

! 1
= /enly Z aﬁﬁ— aDl(/@*“)v(;v) | J|dy

|B|<m,Bj—a; >0

! B
= ’l(a)‘2/en1y Z LG_DE(/BHI)U(@ | J|dy

_ N\ 18
|5\Sm,ﬁj_aj20 (ﬁ O[) l

B
C|z<a>|2/enly S S0P 1y
|B1<m,Bj—0a; >0

(esta desigualdad se sigue por (5.18))

= C’|l(a)]2/e"’” Z a’DPu(z)| dx

|B|<m,Bj—a; >0

IA

— P / 7| P(D)u(x) 2dz.

Proposicion 5.7. Si
2

P(£ +1iXEY (5.24)

|M (€ + 3¢ |2<KZ

|a|>1 1

donde ' = (1,0, ...,0), € es cualquier vector real y \ es un real arbitrario, entonces se
tiene

/e’\x1|Mu(x)|2dx < CKZ%/@AI1|PU(SC)|2d$, (5.25)

donde u es una funcion que se anula en un dominio cuyo didmetro en la direccion x, es
ly < 1; C es una constante que depende solo de m y n”.
Demostracion: De (5.24) se obtiene

2
[ v+ e |d§<K/Z P(e -+ ixeYae)| de,
jof>1
lo que fmplica (tomando n = \¢Y):
MM (D)u(z)[*d Ao da.
[P <Ky, [ %l (D)u(g)| do

la|>1

Ahora, por (5.23) y considerando que si derivamos en la direccion &;, se obtiene

/ M M(Dyu(z))de < Ky ClIY? / M P(D)u(z)*da

o >1

_ KC / 0 P(D)u(e) Pde 3 12

o >1
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Pero 3, -, [ N C Ry L %(1 —[3™) < 22m; luego se tiene (5.25).
- 1

U
Proposicion 5.8. “ Sea P(D) un polinomio difereneial de ordenmy Py (D), ..., P,(D)

polinomios diferenciales de drdenes inferiores los cuales son &' - relativamente admisi-
bles a P(D). Entonces se tiene

q
Z/e’\”1|Pjv(x)|2dx < KC’ng/e)‘m1|Pv(x)\2dx (5.26)
j=1

para toda funcion v € C, que se anula fuera de la esfera de radio | < 1; K es la
constante de (5.2), \ es cualquier niimero real y C3 depende solo de m y n”.
Demostracion: Se aplica la desigualdad de Hormander en forma extendida a PP; y a

P conn = \¢Y; por hipétesis
11 [Pi(€ = 3NN < K 3 51 [P (€ — 59A¢Y)|?. Bien, por un proceso andlogo al
usado en la proposicion 5.7 se tiene

Z/e“l\Pj(D)v(x)]de <K Z /e)‘xl‘P(a)(D)’U(m)‘zdx,

laf>1

donde se us6 el hecho que A\é'z = Az;. Ahora observamos que (5.26) quedara demostrado
si verificamos que

Dz J P (D)v(w)Pde < Col? [ At |[P(D)o(x)[Pda.
En efecto, por (5.23) se tiene

Z/ekxllp(a)(D)U(x)Fdx < ZC’|l(a)|2/6)\m|P<D)U($)|2dIL’

o] 21 lo|>1

_ C/e’\”"1|P(D)v(x)|2d$ S e

o] >1

< C/e)‘xl\P(D)v(x)\de C'l?
Son: / 1 P(DYo(x)[2da.

0J

Observacion 5.2. Entre los polinomios P; de la proposicion 5.8 se supone sin pérdida

de generalidad que uno de los polinomios P; es la identidad, esto es, P;(D) = 1, pues si
Pj no fuera 1, entonces se introduce Py = 1, el cual es admisible con relacion a P(D).

5.5. Demostracion del teorema 5.1. Demostracion: Por comodidad de lectura enun-
ciemos aun el teorema. *“ Sea (2 estrictamente convexo en el origen; P(D) es un polino-
mio diferencial de orden m y sean P (D), ..., P,(D) polinomios diferenciales de ordenes
inferiores, los cuales son ¢! = (1,0, ...,0) relativamente admisibles a P(D), esto es, sa-
tisfacen

S IPE+INP < K Y|P +irgh))? (5.27)
J=1 || >1

para todo vector real £ y todo nimero complejo A\, K es alguna constante independiente
de &y A

Sea u una funcién de clase C™ ! en €2, con derivadas continuas por partes de orden
m en (), tales que u y sus derivadas hasta la orden m — 1 se anulan sobre 9€2 N S, donde
See = {z/|z] < €0} para algiin ¢y > 0; esto es, u tiene dados de Cauchy cero sobre (2
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cerca del origen. Ademds de eso se admite que para todo ¢ > 0, suficientemente pequeio,
u satisface

q
| Pu(z)|*dxs...dz, < K Z |\ Pju(z)|*dxs...dz, (5.28)

Qe 2

con una constante /; independiente de c. Entonces existe ¢ > 0 tal pue v = 0 en QN.S.”.

Bien, admitamos que (5.28) se verifica para ¢ < ¢y y sea [ < €y un nimero positivo
tal que para KC3K,1* < % Existe € < %co y tal que €2. C B; para 0 < ¢ < 3¢, pues () es
estrictamente convexo en (.

aqn

N
B1(0) + + +
3

ol *~ B (0)

Figura 5.1: Demostracién del teorema 5.1.

Sea ((x1) € C*° no negativa en 0 < 77 < 3¢, idénticamente 1 en

0 < 7 < 2¢ decrece monoténicamente a cero en (2¢, 3¢) y es cero para z; > 3e. Pon-
gamos v(x) = ((z1)u(x); bien, desde que u(z) junto con sus derivadas hasta la orden
m — 1 se anulan sobre 02 N B, y como B, C B,, se tiene que v(z) y sus derivadas
hasta la orden m — 1 se anulan sobre 02 N B; (lo que se prueba usando la formula de
Leibniz aplicada a v(x)). Ahora se extiende la funcién v(z) a todo B; poniendo v(x) = 0
donde V' (z) no estd definida; ahora se aplica (5.26) a v(z) y considerando que v = u para
r1 < 2€ se tiene

q
Z/e’\“|Pjv(x)|2dx < KCsl? {/
J=1 v

Ahora se aplica (5.28) (se obtiene una integral de volumen) a la primera integral del
segundo miembro y se obtiene

M| Po(x)|*dx + /

T1>2€

A Pu(x) |2dx} .

1<2€

q
Z/e’\x1|Pjv(:U)|2d:C < KCyl?
j=1

j=1

q
KlZ/ €>\x1|PjU(1‘)|2dZL’—|—/ M| Po(z) 2z |
x1<2¢ T1>2€

de donde considerando que KC512K; < %, y mediante una transposicion de términos se
tiene

q

Z/ A Py (x)Pde < 2K03l2/ A Pu(z) [ d.

j=1 J¥1=2¢ x1>2€

Bien, ahora nos restringimos a la regién de integracién del miembro de la izquierda y
escogemos A < () y se obtiene

o [ ipe@pdes [ Pee)de< [ (Pu)Pds
r1<e€ r1<e

x1<2e
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luego

q
2/ | Pjv(x)]Pdx < 26_)\EK03l2/ | Po(z) | d.
j=1 x1<e T1>2€

Entonces, si A\ — —oo, el segundo miembro tiende a cero, pues es mayorado por
27K Gyl [, | Pu(x)|*dx. Pero, esto significa que los Pjv se anulan para
1 < € pero aun, para x; < € se tiene v = u. Luego u = 0 para x; < €, y en particular
u = 0 en 2 N B,. Esto termina el teorema 5.1.

Por un argumento semejante al usado en el teorema 5.1 se puede demostrar un teorema
de unicidad para el problema de Cauchy para ciertos casos sin suponer la convexidad
estricta en {2 en el origen, pero si con la hipétesis de que los dados de Cauchy son cero en
todo el plano z; = 0.

Teorema 5.6. “ Sea P(D) un polinomio diferencial de orden m'y P, ..., P, polino-
mios diferenciales que satisfacen

q
YN IPE+ix)P <Ky
j=1

a>1

2

, donde €' = (1,0, ..., 0)

o 1

para todo vector real § y real \. Las funciones u, Pju 'y (%) P(D)u, a« > 0, son
1

asumidas cuadrado integrables sobre cada plano v = ¢, 0 < ¢ < ¢y, ademas, se admite
que

q
/ | Pu(z)|*dxs...dx, < Kl/ Z |Pju(z)|*dwy...dz,, 0 < ¢ < cq.
r1=c T1=c j_y

Si u tiene dados de Cauchy cero sobre el plano 1 = 0, es de clase C"™ 1t en 0 < x1 < ¢y,
y tiene derivadas continuas por partes de orden m en 0 < x; < ¢y, entonces u = 0.

Demostracion: Por la hipdtesis, y de acuerdo a la proposicion 5.7, en lugar de trabajar
con (5.26), se usa (5.25) para probar que v = 0 para z; < ¢ siguiendo un proceso
completamente andlogo a la prueba del teorema 5.1. La funcién ((x;) es construida como
anteriormente lo fue. El arguments es repetido para demostrar que v = 0 para r; < 2¢;
y asi sucesivamente ... Este argumento es justificado por el hecho de que Py P, ...,
P, son polinomios diferenciables con coeficientes constantes! En el caso de coeficientes
variables, los € pueden tender a cero. U

Nota 5.2. El contenido de la seccion 5, sobre la unicidad de la solucion del problema
de Cauchy para ED con coeficientes principales constantes, es basado en un articulo
que teniamos escrito desde arios atrds y creimos conveniente sacarlo a luz por si pudiera
interesar a alguien en mayores detalles del problema en cuestion.

Un lector interesado en mayor informacion sobre las EDP en el contexto que hemos
tratado en este articulo puede consultar:
[21] en donde se exponen algunos aspectos historicos sobre problemas clasicos de las
EDP, dando énfasis a sus relaciones con el andlisis funcional. Es un libro que requiere
cierta familiaridad con el andlisis avanzado. [22] es un excelente texto para quien desee
entrar a aspectos més actualizados de las EDP donde se usa el lenguaje del analisis funcio-
nal y de los espacios de Sobolev. Tiene abundantes ejercicios. [2] es un articulo historico
pues Hormander introduce la teoria general de los operadores diferenciales parciales; es
de nivel avanzado y requiere de una buena familiaridad con el andlisis funcional y de la
teoria de distribuciones; su libro [20] de 1963 expone sus ideas en forma mds organizada.
[23] es un libro de lectura complementario que contiene dos largas partes; una dedicada
a las ecuaciones hiperbolicas y parabdlicas, y la otra a las ecuaciones elipticas; la prime-
ra escrita por FJohn y la segunda por L. Bers y M.Schechter, tres especialistas en estos
temas. El lector interesado en las ecuaciones elipticas es sugerido a consultar esta obra.
El libro [24] contiene 9 interesantes capitulos; el segundo trata sobre la teoria de distribu-
ciones relacionadas con las EDP; los capitulos 4 y 5 dan unos fundamentos del andlisis
funcional y el resto sobre EDP, donde el ultimo trata sobre los problemas no lineales;
recomendamos su consulta. Los libros [25] y [26] son excelentes referencias que nos ayu-
dan en nuestra formacion sobre temas de las EDP a nivel universitario. En las referencias
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damos otras fuentes bibliograficas que pueden interesar a los interesados en esta bella
rama de las matematicas, como son las EDP’s.

Este articulo nos motiva a, posiblemente, tratar otros temas mas actualizados sobre
las EDP con el objetivo de motivar mayores estudios e investigaciones en las distintas
universidades de nuestro pais y de otros.

Se recomienda también las siguientes referencias que podrian ser ttiles a los intere-
sados: en [27] el autor expone sobre algunos selectos problemas sobre las EDP dando
énfasis a las ecuaciones elipticas y al calculo de variaciones; resalta también algunos li-
bros escritos afios atrds de 1962. Contiene una amplia referencias bibliograficas. En [28],
Brezis - Browder exponen en 25 secciones un panorama sobre la evolucién de las EDP
en el siglo XX; luego de una introduccion donde dan algunos aspectos historicos nos dan
la situacion de las EDP en los siglos XVIII y XIX para ya entrar a lo producido en el
siglo XX en donde con mucha autoridad exponen sobre las contribuciones centrales crea-
das en tal siglo. Hormander, en [29], investiga resultados obtenidos por L.Garding sobre
una teoria general para los operadores diferenciales parciales lineales. Es un articulo don-
de el autor exponti! algunos temas de investigacion de esa época; requiere de buenos
pre-requisitos del interesado. En [30], Treves investiga el problema de saber cuando una
ecuacion diferencial parcial Pu = f tiene o no solucién, bajo ciertas condiciones. [31]
es el inicio de la teoria de los operadores integrales singulares de Calderon-Zygmund,
teoria que permiti6 una relacién entre tales operadores con los operadores diferenciales
parciales, y donde Calderén obtuvo profundos resultados. La referencia [32] es un libro
dedicado a tratar, via el andlisis funcional, mds concretamente los espacios de Hilbert, di-
ferentes temas, entre ellos la teoria general de los operadores diferenciales de Hormander.
Las referencias [33], [34], [35] y [36] son trabajos dedicados a la unicidad de la solucién
del problema de Cauchy; son de nivel avanzado. El trabajo [37] es una serie de lecturas
dadas por L.Nirenberg sobre topicos en la teoria de ecuaciones diferenciales elipticas.
Son 8 lecturas, la 1 trata sobre la solucién fundamental y la 8 sobre el problema de con-
torno en un semi-espacio. Es un articulo aparente para hacer un seminario, incluyendo
[38], con interesados en el tema. La teoria del potencial esté relacionada con las EDP; asi,
[39] trata sobre motivaciones fisicas y aspectos bdsicos de la teoria. En [40] L.Schwartz
expone la teoria de las distribuciones dando énfasis a las ecuaciones fundamentales de las
EDP y relacionadas con la fisica-matematica. Libro muy util para estudiantes de fisica e
ingenieria tedrica. Finalmente, el libro [41] contiene seis capitulos en donde luego de ver
temas fundamentales presenta la integral de Lebesgue y algunos problemas del anélisis
funcional y de los espacios de funciones. Luego desarrolla las tres ecuaciones clésicas,
elipticas, hiperbdlicas y parabdlicas, usando la idea de solucidn generalizada.
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