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Abstract

In various previous works, different predation models have been analyzed considering the use
of refuge by the prey population, without carrying out an exhaustive analysis of its dynamics.
In some of them it is stated that the use of shelters or dens by a fraction of the prey population
has a stabilizing effect on predator-prey interaction. One of the objectives of this work is to
show that some of these new systems considering refuge may have the same topological
portrait in the phase plane as the original; but in others the dynamics change strongly.

In our research we will introduce modifications to the well-known Volterra model, con-
sidering various ways to express the number of prey in refuge. In several of them, local
dynamics equivalent to the original model are obtained, confirming that results reported
as new were previously known based on the original system, without taking into account the
refuge of the prey. We conclude that the behavior of the systems depends on the mathematical
expression to describe the number of sheltered prey.

Keywords . Predator-prey model, refuge, stability, bifurcations, limit cycles, separatrix curves.

Resumen

En variados trabajos anteriores se han analizado diferentes modelos de depredacion consi-
derando el uso de refugio por la poblacion de presas, sin efectuar un andlisis exhaustivo en
su dindmica. En algunos de ellos se afirma que el uso de refugios o guaridas por una fraccion
de la poblacion de presas tiene un efecto estabilizador en la interaccion depredador-presa.
Uno de los objetivos de este trabajo es exponer que algunos de estos nuevos sistemas consi-
derando refugio pueden tener el mismo retrato topologico en el plano de fase que el original;
pero en otros las dindmica cambian fuertemente.

En nuestra investigacion introduciremos modificaciones en el conocido modelo de Volte-
rra, considerando diversas formas para expresar la cantidad de presas en refugio. En varios
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de ellos se obtienen dindmicas locales equivalentes al modelo original, confirmando que re-
sultados consignados como nuevos se conocian previamente analizando el sistema original,
sin tener en cuenta el refugio de las presas. Concluimos que el comportamiento de los siste-
mas depende de la expresion matemdtica para describir la cantidad de presas refugiadas.

Palabras clave. Modelo depredador-presa, refugio, estabilidad, bifurcaciones, ciclos limites, cur-
vas separatrices

1. Introduccion. El marco formal basico de los modelos de depredacion ha ido aumen-
tando desde la primera mitad del siglo XX a partir del trabajo publicado por el matemaético
italiano Vito Volterra [1] en 1926, similar al propuesto por Alfred Lotka en 1920 [2, 3],
afiadiendo niveles cada vez mayores de complejidad y realismo natural a dicho modelo. Esto
ha permitido profundizar en los estudios en Ecologia de Poblaciones y especificamente en la
teoria depredador-presa [4, 5].

Una de las formas bdasicas para modificar el modelo de Lotka-Volterra son los impac-
tos dependientes de la densidad en la dindmica enddgena entre depredadores y presas [3].
Por estos efectos se propusieron funciones no lineales para los depredadores que consumen
presas, conocidas como respuestas funcionales [0, 2, 3].

El mismo Volterra introdujo en el modelo de Lotka-Volterra la competencia intraespeci-
fica entre las presas, dando origen al llamado modelo de Volterra [3].

El comportamiento dindmico de un ecosistema puede verse alterado por una variedad de
factores ecoldgicos, incluida la migracion, la recoleccidn, la agregacion, el miedo, el refugio
y otros [7, 3].

Ademas, la presa puede emplear una variedad de comportamientos antidepredadores
(APB), o estrategias antidepredadores, para evitar el consumo por parte de los depredadores,
tales como: la disminucion de la actividad de las presas y de las agregaciones de presas [7],
la reduccién de la visibilidad de las presas, el tamafio corporal de la presa demasiado gran-
de o demasiado pequefio para las capacidades del depredador, la migracién vertical [8], el
desarrollo de defensas quimicas y morfoldgicas, etc.

Sin embargo, no todos ellos pueden representarse mediante expresiones matematicas
sencillas [9, 8]. El uso de refugios espaciales, madrigueras o coberturas por parte de las
presas es uno de los comportamientos caracteristicos mas importantes que influyen en la
depredacion [10, 11].

El objetivo principal de este trabajo es analizar un modelo depredador-presa en tiempo
continuo derivado del conocido modelo depredador-presa de Volterra [3], considerando el
uso de refugio de las presas expresado por diversas formas matematicas.

Se supone que la respuesta funcional del depredador es lineal y sélo depende de la presa
[6, 2]. La caracteristica esencial de estos modelos es que son modelos compartimentados,
siendo casos particulares de un modelo tipo Gause [12, 13].

Uso de refugio por las presas

Se ha indicado en algunos articulos que el uso de refugios por parte de una fraccion
de la poblacién de presas podria tener un efecto estabilizador en las interacciones presa-
depredador [14]. Sin embargo, esta afirmacidn estd sujeta a debate ain desde un punto de
vista tedrico [5].

Segin Robert J. Taylor [7] los diferentes tipos de refugios se pueden ordenar en tres
tipos, considerando la proteccion que brindan [5].

En los modelos que estudiaremos se supone que una fraccién de la poblacién de pre-
sas z, utiliza un refugio, es decir, un lugar fisico en el que las presas viven o se esconden
temporalmente [15]. Puede especificarse mediante diferentes funciones [9] tales como:

1. x, = Pz, proporcional al tamaiio total de la poblacion de presas [16],

2.z, = o0, una cantidad fija de lugares utilizados para esconderse [16],

3. z, = ey, proporcional a la cantidad de depredadores presentes en el entorno, [17]
(si se incrementa la cantidad de depredadores aumenta el uso de refugios por parte de las
presas).

4. x, = dxy, proporcional a la cantidad de encuentros entre ambas especies [18, 9],

5., = 2% una cantidad creciente de presas evaden la depredacion pero la cantidad de

r+a’

refugios es saturada [19, 20, 21], Es una funcién similar a la respuesta funcional hiperbdlica
[3].

6., = zi%, un ndmero cada vez mayor de presas evaden la depredacion, pero muy
pocas al principio (funcidn sigmoidea) [19].
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7.2, = 2Lz 1a presencia de los depredadores implica un efecto acotado en las presas
yt+o

quebusan refugio. El parametro S indica la cantidad maxima de depredadores necesarias
para que las presas acudan a un refugio, y « es la cantidad de depredadores necesarios para

alcanzar g Observamos que si el nimero de depredadores es igual a cero, entonces x,, = 0,

es decir, en ausencia de depredadores, la poblacion de presas no necesita de refugio. Si el
numero de depredadores y — oo entonces =, = .

Esta variedad de funciones para el niimero de presas protegidas dard lugar a varias ver-
siones diferentes del modelo Volterra. Serd necesario un analisis separado para cada funcioén
incorporada al modelo.

Estas formas para describir la cantidad de presas no expuestas a la depredacion, tienen
una adecuada justificacion ecoldgica [9]; sin embargo, pensamos que el uso de refugio de
presas tiene alglin costo [9, 8]; por ejemplo, el uso de refugios puede implicar una dismi-
nucién de las tasas reproduccion de las presas [11], lo que motiva modificaciones en los
modelos que no consideraremos.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: en la Seccién 2 describiremos las
propiedades fundamentales y sus implicaciones por el uso del refugio por una fraccién de la
poblacién de presas en el modelo de Volterra. En la Seccion 3 se discuten las implicaciones
ecoldgicas de nuestros resultados analiticos.

2. Modelo de Volterra con refugio. El modelo Volterra es uno de los modelos de de-
predacion mds elementales, que considera la interferencia entre las presas y en el cual la
accion de los depredadores, la respuesta funcional, es lineal.

Asumiendo este comportamiento antidepredador, el sistema se describe mediante el sis-
tema general:

dz

X)\ (I,y) : a

=r(l-%)r—qz—2a,)y
§o= 0l o

i = l—n) -9y,

donde z (t) e y (t) son los tamafios de las poblaciones de presas y depredadores en el
momento ¢ > 0,
Los pardmetros son positivos, es decir., A = (r, K,q,p,c) € R ; sus significados

ecoldgicos, en este y los siguientes modelos, son:
r es la tasa de crecimiento intrinseco de las presas,
K es la capacidad de carga ambiental de las presas,
q es la tasa de consumo de los depredadores
p es la tasa de conversion de biomasa de presas en el nacimiento de nuevos depredadores,
c expresa la mortalidad de los depredadores en ausencia de presas.

Cuando x,, = 0, es decir, si las presas no hacen uso de refugios, el modelo de Volterra
descrito por el sistema (1) tiene las siguientes propiedades ya conocidas, que no se demues-
tran en este trabajo:

1. Los puntos de equilibrio son: los equilibrios limite (0,0) y (K, 0), que siempre exis-
ten, y (T, Ye) = (]90, g (1 — 1%) ) , €l cual estd en el interior del primer cuadrante
(equilibrio positivo), siy sélo si, pK — ¢ > 0.

2. Existe una region positivamente invariante dada por

I={(z,y) eR?*:0< 2 < K,y >0}.

3. Las soluciones estdn uniformemente acotadas.

4. El equilibrio (0, 0) es una silla hiperbélica, para todos los valores de los pardmetros.

5. El equilibrio (K, 0):

5.1 una silla hiperbdlica, si pK — ¢ > 0
5.2 atractor si pK — ¢ < 0,
5.3 nodo silla-atractor, si p/X — c = 0.

6. El equilibrio (2, y.) = (g,g (1 - m)) es
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6.1 un atractor local, si y sélo si, pK — ¢ > 0,
6.2 no existe en el primer cuadrante, si y sélo si, pK — ¢ < 0.

6.3 coincide con (K, 0), siy sélo si, pK — ¢ = 0.
7. Para demostrar la estabilidad global, se puede:

1) construir una funcién de Lyapunov adecuada [22, 10], y

i) utilizar el criterio de Dulac [23] para probar la ausencia de ciclos.

3. Resultados principales. Considerando las diferentes alternativas descritas anterior-
mente para representar la fraccion z,. de la poblacion de presas en un refugio estudiaremos
algunos de los siete modelos posibles, pero realizando sélo un andlisis local. La determina-
cion de la existencia de curvas separatrices (homo o heteroclinicas) o la cantidad de ciclos
limites, como asi mismo las simulaciones numéricas serdn expuestas en un proximo articulo.

Observamos que el punto de equilibrio (0,0) en todos los casos es un punto silla hi-
perbdlico.

3.1. Caso I Refugio proporcional al tamano de la poblacion de presas. Suponiendo
x, = P, el sistema resultante es topolégicamente (cualitativamente) equivalente al modelo
original de Volterra, que tiene una singularidad positiva tnica, si y s6lo si, x < K [24].

Como el modelo original de Volterra, el sistema obtenido es del tipo Kolmogorov; por
tanto, los ejes son conjuntos positivamente invariantes.

En este caso las isoclinas son
T C

v =g (1~ &) Y& = a5
El tnico punto de equilibrio positivo en el primer cuadrante es

(Te,ye) = <p(1c—,8)>702<(1£(_157)ﬁ2)1;;)’ con0) < B <1,y,siysolosi, Kp(l—p)—c>

0.

Luego, este punto de equilibrio positivo queda desplazado respecto al equilibrio del mo-
delo sin refugio.

Los otros puntos de equilibrio son (0,0) y (K, 0).
La matriz jacobiana es

o [ ®Er=2rr—Kq(1=P)y) —q(1-P)z
Doy ( p(1-P)y p(l—ﬂ)x—c)'

Demostracion: Naturaleza de los equilibrios.
D) El punto de equilibrio (0, 0) es un punto de silla hiperbélico.
IT) El punto de equilibrio (K, 0) es:
I1a) una silla hiperbdlica, siy sélo si, Kp (1 — ) > ¢,
. IIb) un atractor hiperbélico, siy sélosi, Kp (1 — 5) < ¢,y porque —r+Kp (1 — ) —
c <\
IIc) una silla-nodo atractor, si 'y sélo si, Kp (1 — ) =c.

IMI) El equilibrio (z., y.) es localmente asintéticamente estable, de forma similar al mo-
delo sin considerar refugio.

IMla) un atractor hiperbdlico, siy sélosi, T'= Kp (1 — ) —c < 0, ya que el factor

——Tr <0
Kp(1-8) )
I1Ib) un silla-nodo atractor no-hiperbdlico, si 'y sélo si, 7" = 0,
IIIc) esta fuera del primer cuadrante, si y sélo si, 7" > 0, O

Demostracion: Inmediata, evaluando la matriz jacobiana para cada equilibrio.

Por tanto, el equilibrio (z., y.) es localmente estable. Aplicando el teorema de Poincaré-
Bendixson, el equilibrio (., y.) es globalmente asintéticamente estable. U

Observacion 3.1. Podemos afirmar que el uso del refugio de presas, proporcional a la
cantidad de la poblacion total, no cambia la estabilidad de la interaccion. El vinico equilibrio
positivo tiene la misma estabilidad que el equilibrio positivo sin considerar refugio.

Ademads, se puede construir una funcion de Lyapunov adecuada [22, 10] y utilizar el
criterio de Dulac [23] para demostrar la ausencia de ciclos.
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3.2. Caso II Refugio constante. Suponiendo x,, = o; esto implica que la fraccién de
presas refugiadas pueden ocupar un nimero constante de lugares.

Ademads se debe cumplir que x — o > 0, i.e., x > 0o, para que el sistema reresente un
modelo de depredacion.

Notamos que si z < o, se tiene que + > 0, paratodo 0 < x < K, mientras que 7 < 0.
Esto implica que la poblacion de depredadores va a la extincién, mientras que la poblac10n

de presas crece.
Tenemos ahora el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden:

DL T P
! y){— = (l—0) Iy, D

definido en
Q={(z,y) €R :x > 0,y > 0},con p=(r,K,q,p,c,0) € RS.

El sistema no es del tipo Kolmogorov, ya que el eje vertical no es un conjunto positiva-
mente invariante. Pero, las trayectorias deben permanecer en el conjunto
I={(z,y) €R} :0<z<K,y > 0}
Los puntos de equilibrio son (0, 0), (K, 0) y aquellos determinados por la interseccion
de las isoclinas, las cuales son:
r(l-2)z—q(z—0o)y=0yp(z—0) —c=0.

Entonces, se tiene
rT T ctpo

y:q(x—a)(l_f)y‘%:xe: p

Asi,

retee c+po r(c+po
ve = iy (1 % %57) = 0 (K e po),

ie., Yo > 0,siysdlosi, Kp—c—po > 0.

La matriz jacobiana es:
2rx

P e ] —q(z —o0)
by pr —po —c

Demostracion: Naturaleza de los puntos de equilibrio en el caso 11
A) El equilibrio (0, 0) es una silla hiperbdlica, para todos los valores de los pardmetros.
B) El equilibrio (K, 0) es

B1) una silla hiperbdlica, siy sélosi p (K — o) > ¢,

B2) un punto atractor hiperbdlico, siy sélosi p (K — o) < ¢,

B3) una silla no-hiperbdlica atractora, si y sélosi p (K — o) = c.
C) El dnico punto de equilibrio positivo (., y.) es:

C1) una silla hiperbdlica, si y s6lo si p (K — U) <c,

C2) una silla no-hiperbdlica atractora, si y s6losi p (K — o) = c.

C3) un punto atractor hiperbélico, si y sélo si, p (K — o) > ¢, O
Demostracion: Es inmediato evaluando la matriz jacobiana.
A) En el punto ) se obtiene

qo
0 —po—c )

(2
)=
ydetDX,(0,0) = — (po +c¢)r <O.
B) En el punto (K, 0) se tiene

DX, (K,0) = ( - (K —o) >

0 pK—po—c

DX, (z,y

X, (0,0

detDX, (K,0) = —r (pK —po —c) < 0.
El signo de detD X, (K, 0) depende del factor 7} = pK — po — c.
Por tanto, el equilibrio (K, 0) es
B1) una silla hiperbdlica, si y sélo si 77 > 0,
B2) un punto atractor hiperbdlico, siy sélo si 77 < 0, ya que
trDX, (K,0) = —r+ (pK —po —c) = —r+ 11 <0.
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Por tanto, el equilibrio (£, 0) es localmente estable.
Aplicando el teorema de Poincaré-Bendixson, el equilibrio (K, 0) es globalmente asint6ti-
camente estable (gas).
B3) una silla no-hiperbdlica atractora, siy s6lo si 7} = 0.

ct+po  r(ct+po)(pK—po—c)
p Kepg

C) La evaluaci6n de la matriz jacobiana en el punto (., y.) = (

es
2 2 2 2
_pplot T KpTo q<
DX (xeaye) = rlc+po Kpe P s
g —(;C’;)(pK—pa—c) 0
Entonces,
detDX, (ze, ye) = T(%ggl;f (2pK - po —c),y
trDXP (me:ye) = —r=t= —;{ijKp z.
Por tanto, el equilibrio (x., y.) es
C1) una silla hiperbdlica, si y sélo si, 7} = pK — po — c < 0.
C2) una silla no-hiperbdlica, si 'y sélo si, 77 = 0.
C3)SiT; > 0, la naturaleza de (x., y.) depende del signo de la traza.
Por tanto, el equilibrio (z., y.) es localmente asintGticamente estable, ya que trD X, (z., y.) <
0.

Aplicando el teorema de Poincaré-Bendixson, el unico punto de equilibrio localmente
atractor es globalmente asint6ticamente estable (gas). U

Observacion 3.2. 1. Se demostro que el uso del refugio de presas asumiendo la existencia
de una cantidad fija de lugares para esconderse, tiene una dindmica similar al modelo de
Volterra sin considerar el refugio.

2. Para demostrar la estabilidad global, también se puede construir adicionalmente una
funcion de Lyapunov adecuada [22, 10] y utilizar el criterio de Dulac [23] para demostrar
la ausencia de ciclos.

3. Recordamos que cuando se considera la fraccion de presas en refugio constante, esto
es T, = 0, en el modelo de Lotka-Volterra, el tinico punto de equilibrio positivo pasa de
ser neutralmente estable a ser un equilibrio atractor. Este hecho llevo a afirmar a algunos
modeladores que el refugio tiene un efecto estabilizante en la interaccion depredador-presa.

3.3. Caso III Refugio proporcional al tamaiio de la poblacion de depredadores. Su-
poniendo z, = €y, es decir, la fraccion de la poblacién de presas en refugio es proporcional
a la poblacion de depredadores, lo cual implica que a mayor cantidad de depredadores, mas
es la cantidad de presas escondidas.

El sistema que describe este comportamiento es

dx z
X (e @ = AR r—alz—ep)y (32)
(z,y) {% = (plz—ey) — )y,

con ™= (r,K,q,p,c,e) € RS yz — ey > 0, definido en
Q={(z,y) €R? : =z > 0,y > 0}.
Los puntos de equilibrio son (0,0), (K, 0) y aquellos determinados por la interseccién
de las isoclinas, las cuales son:

Dr(l1—%)z—q(@—ey)y=00gey*—qry+rz(l—%)=0.
Dp(r—ey) —c=0,0x=(c+pye),oy = (pr —c).
Ademas, r — ey = ﬁ, en consecuencia y = % (1 — %) x.
Sustituyendo y en la primera ecuacidn obtenemos la ecuacién de la abscisa de los puntos
de equilibrio positivos:

Cualquiera sea el signo del coeficiente a; = f)
raiz positiva tinica dada por

W B () )

con

—r = %, de esta ecuacion tiene una
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2 2
A= (i%—r) +4L51 >0,
La ordenada del punto de equilibrio positivo es
Yo = ﬁ(parg—c) con pry — ¢ > 0.
De este modo,

w= & (of (- (54 -r) + VE) - ) = Sleelhtoestn,

2pe3r

La matriz jacobiana del sistema (2,2) es
—% (2re — Kr+ Kqy) —q(z — 2ey) >

Py pr —c = 2pey
Demostracion: Naturaleza de los puntos de equilibrio para el caso III.
A) El punto de equilibrio (K, 0) es
A1) una silla hiperbdlica, si y sélo si, pK > c,
A2) un atractor hiperbdlico, si y sélo si, pK < ¢,
A3) una silla-nodo atractor, siy sélo si, p/X = c.
B) El dnico punto de equilibrio positivo (2, y2) existe, siy solo si, cqg — pre > 0, y es:

s . £ . r(Kp—2c)
B1) local asintéticamente estable, si y sélo si, yo > D@t Ratkpo)"
B2) repulsor, si y s6lo si, o < %. Entonces, el equilibrio estd rodeado
por un ciclo limite estable.

DX, (x,y) =

B3) un foco débil, si y s6lo si, yp = L2 O
Demostracion: A) Evaluando la matriz jacobiana en el punto (K, 0) tenemos

DX, (K0 = " T )
0 pK—c
Luego, detD X, (K,0) = —r (pK — ¢).
Por tanto, la naturaleza (K, 0) depende del factor pK — c.
El equilibrio (K, 0) es
A1) una silla hiperbdlica, si y sélo si, pK — ¢ > 0,
A?2) un atractor hiperbdlico, si y sé6lo si, pK — ¢ < 0,
A3) una silla-nodo atractor, si y sélo si, p/X —c = 0.
B) Recordando que x = % (¢ + pye), la matriz jacobiana evaluada en (o, y2) es

_ p@2re+Kq)ya+r(2c=Kp) _ _ c—peys
Kp q p

DX (w2,12) = (

Por tanto,
detD X (22, y2) = =y (2cre + Kcq — Kpre + 2pre*ys),
cuyo signo depende del factor
Ty = 2cre + K (cq — pre) + 2preys.
Sustituyendo, el valor de ¥, se tiene
Ty = KpvVAe > 0.
Entonces, la naturaleza de (22, y2) depende del signo de

trD X, (o, y2) = _p(2T€+KQ+KII7{€;y2+T’(20—Kp)

py2 —PeY2

cuyo signo depende del numerador
T3 =p(2re + Kq+ Kpe) yo+ 17 (2¢ — Kp).

Entonces, el punto de equilibrio (3, y2) es

B1) local asintéticamente estable, si 'y sélo si, 7’3 > 0.

Como es el tnico punto de equilibrio localmente atractor es globalmente asintéticamente
estable (gas), aplicando el teorema de Poincaré-Bendixson.

B2) repulsor, siy s6lo si, T's < 0. Por tanto, el equilibrio estd rodeado por un ciclo limite.

B3) un foco débil, si y sélo si, '3 = 0. La debilidad debe determinarse utilizando, por
ejemplo, los cdlculos de las cantidades de Lyapunov [25].

Corolario 3.1. Cuando y, < —-"Ep=20)

p(2re+Kq+Kpe)
genera un ciclo limite estable.
Demostracion: Es inmediato cuando p (2re + Kq + Kpe) yo+ 17 (2¢ — Kp) < 0.
Ademais, la condicién de transversalidad se cumple ya que

se produce una bifurcacion de Hopf y se
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8;22 (tI‘DXﬂ. ($2’y2)) _ _(2r5+Klg+er) < 0. 0

Observacion 3.3. Observamos que el iinico punto de equilibrio positivo puede ser un
equilibrio globalmente asintoticamente estable, pero ademds para otra condicion de pardme-
tros puede estar rodeado por un ciclo limite estable.

Esto implica que el uso del refugio proporcional a la poblacion de depredadores no tiene
un efecto estabilizador.

3.4. Caso IV Refugio proporcional a los encuentros. Ahora, suponemos =, = dzy,
propuesto en [18, 9].

Esta funcién expresa que el uso de refugio por parte de una fraccion de la poblacion de
presas para evitar la depredacion es proporcional a los encuentros entre presas y depredado-
res, es decir, x,, = dzy [18, 9]. El nuevo sistema de ecuaciones diferenciales de orden dos es
del tipo Kolmogorov [12, 22] viene dado por:

e Vi = (=%)—a(l-dyy)x
o ’y)'{% = (p(A—=dy)z —c)y )

definido en
Q = {(l‘,y) < Rg T Z 07 Yy Z 0},COI’1 w= (T7K7Qap7076) € Ri—
Ademas, se debe cumplir quel — dy > 0, i.e.,y < %.

Los puntos de equilibrio son (0,0), (K,0) y (x., y.), donde . e y, satisfacen las ecua-
ciones de las isoclinas.

r(1-%)—q(1-0y)y=0y(p(1—ody)z —c)=0,ie.,
r(l—%)—q;—my:()oy:%(l—%)x.
Ast, las abscisas de los puntos de equilibrio positivos satisfacen la ecuacion polinémica
de tercer grado

P (x) = p*réx® — Kp*réz® + Kcepgr — Kcq = 0.

Esta ecuacion puede tener hasta tres raices reales positivas.

La matriz jacobiana es

DX, (2,1) DX, (x,y),, qz(20y—1) .

—p(oy — 1)y pr —c—2poxy
con DX, (z,y);; = = (Kqdy*> — Kqy + Kr — 2rz).
Este caso fue estudiado en detalle en el articulo de Gonzalez-Olivares et al [9], utilizando
un sistema topoldgicamente equivalente se demostraron las siguientes propiedades.

Demostracion: Naturaleza del equilibrio (K, 0)
El equilibrio (K, 0) es

1) una silla hiperbdlica, si y sélo si, pK > c.

2) una silla-nodo atractor, si y sélo si, pK = c.

3) un atractor hiperbdlico, si y sélo si, p/K < 0. O
Demostracion: Es inmediato con la evaluacion de la matriz jacobiana en (K, 0) ya que
= —qK
DX, (K,0)=| = ¢ )
0 pK—c
Asi, detD X, (0,0) = —r (pK — ¢), que depende del factor p/X' — c. O

Observacion 3.4. La naturaleza de los puntos de equilibrio positivos se describe en [9].
La matriz jacobiana en los puntos de equilibrio positivos es

DX, (1.y) —~rz gz (26y — 1) _ —=rz qu (2B — 1)
e = —pdzry = —p B ’

Como consecuencia,

detDX,, (x,y) = per_Q‘”I((y”L‘Sxy = ,

px2+<Kp—2Kp2—c>ac+2ch
r K
que depende del signo del factor T (z) = px® + (Kp — 2Kp* — ¢) x + 2K cp.
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3.5. Caso V Refugio saturado. Suponiendo x, = - m propuesto en [19, 21].

Esta funcién expresa que la fraccidn de presas en los refugios es una funcién saturada.

Notamos que

i) si x — 00, entonces z,, — (3. Esto significa que las presas pueden ocupar un refugio
de tamafno maximo (3,

ii) la funcién crece mas rapidamente cuando o« — 0 y crece lentamente cuando av — .

Esto implica que las presas se esconden mas rdpidamente cuando « es pequefio. Se ocul-
tan més lentamente cuando « crece.

El modelo se describe mediante el sistema de tipos de Kolmogorov [12, 22, 10] dado
por:

R b s AR

T+o

definido en
Q={(r,y) €R§ : © > 0,y > 0}, cond = (r,K,q,,,p,c) € RY.
Para simplificar los cdlculos hacemos un cambio de variables y un reescalado del tiempo
dado por la funcién

¢ :RZ x R — R% x R, de modo que ¢ (u,v,7) = (ﬁu,gv,% (u—ir%) T) =

(x,y,1).

Sustituyendo, factorizando y simplificando obtenemos
&= (r(l—u)— (1—ﬁu+a)fv>u
b = (o(1- ) u e
Reorganizando llegamos a
du
& = Tu<(1—u)—< +——1> u+%v>
B = pﬁ((u—l———l) u+au —p—6>v.

du _ dudr _du_r_'dv _ dvdr _ dv_r
, dt_drdt_d‘ru+§ydt drdt ~ druts

Sustituyendo y factorizando obtenemos

du =y <(1 —u < +5) - (u +

dv pﬁ a _ _ <

#o= 2 ((rs-y)u-5( ))
BB A = % yC ==,
Entonces, el sistema (1e) es topolégicamente a

Up (u,v) :

Up (u,v) :

Seat = ulg :

Vo (u,v) :

—+ QIQ
™[R

Definiendo los nuevos parametros por B =

= w(1-w)(ut+A) = (u+A—1)v)
Yp(“’”)‘{ @ ButA—1)u —C(ut A))v G:2)

con p = (A, B,C) € R3. Se debe cumplir que u + A — 1 > 0, para que el sistema
represente un modelo de depredacion.
Las isoclinas son

U:%y(u—i—fl—l)u —C(u+A)=0.

Los puntos de equilibrio son (0,0), (1,0) y (ue,ve), donde u. satisface la ecuacién
polinémica

Pu)=u*+(A-C—1)u—AC =0.

Cualquiera sea el signo del coeficiente a; = A — C' — 1 el polinomio P (u) tiene una
raiz positiva tinica dada por

=3 (-(A-C-1)+VA;),
conA; = (A—C =17 +4AC = (A+C)* —24+2C +1
(I—w)(utA)

De la primera ecuacion obtenemos la isoclina v = ~—=~—
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De la segunda isoclina tenemos que (u 4+ A) = tFa-be

C
UzwurA—lu _ (A=W on 01 4 — 1 > 0.

Entonces, v = Wt A—D)C G

La matriz jacobiana es

DY, — A-1
DYp (U, U) — p (U, v)ll ) u (U + ) ,
Bv(A-C+2u—1) B(u'+(A-C—-1)u— AC)
donde DY, (u,v);; = (1 —2u — A)v + (A + 2u — 2Au — 3u?).
Demostracion: Naturaleza de los puntos de equilibrio en el caso V
a) El punto de equilibrio (1,0) es:

al) punto silla hiperbdlico, si y sélo si, C' < A g

a2) atractor hiperbdlico, si y solo si, C' > A =g
A

a3) silla-nodo atractor, si y sélo si, C' = I

b) El punto de equilibrio (us, v) es

bl) atractor localmente estable, si y sélo si, C' > A s
b2) repulsor, rodeado por un ciclo hmlte atractor, si y sélo si, C' <
b3) foco débil, si y sélo si, C' = A T g

Demostracion: a) La matriz jacobiana evaluada en (1, 0) es

A+1’

—(A+1) A
DY, (1,0) =
0 B(A-C—AC)
De este modo, detDY, (1,0) = —B(A+1)(A—C — A), cuyo signo depende del
factor 5 = A — C— AC

Entonces, el equilibrio (1,0) es
al) punto silla hiperbélico, si y sélo si, T > 0.
a2) atractor hiperbélico, si y solo si, 75 < 0, since trDY, (1,0) = — (A+1) +
B(A-C—-AC) <.
a3) silla-nodo atractor, si y sélo si, 75 = 0.
b) La matriz jacobiana evaluada en (us, vs) es

DYP (UQ, U2)11 — U2 (UQ + A— 1)
BUQ\/ A5 0 .
yaque A — C + 2uy — 1 = /As,
donde,
DY, (ug,v2)y; = (1 —2uy — A) (IUT“‘Z + (A 4+ 2uy — 2Auy — 3u3),
Entonces,

det DY, (u2,v2) = Bug (ug + A — 1) v93/As > 0, recordando que u+A—1 > 0,
para todo u > 0.
Por tanto, la naturaleza de este punto de equilibrio depende del signo de la traza.
tI‘DX/p (UQ, ’Ug) = DY (UQ, UQ)H
= (1—2uy — A) MT”Q + (A + 2uy — 2Auy — 3ud).
Recordando que u?> = AC' — (A — C' — 1) u, la traza se convierte a

Aug—2Cus—3AC?4+A2C—2Au2 — A2us+2Cu2—3C2%us+4ACus 1
trDY (’LLQ,”UQ) é 2 = 6T5b,

D}/P (uQv U2> -

y
T5b == (A2 —A— CQ)UQ —AC(A+C)
Estudiaremos el signo de 75y,.
Assuming 75, > 0; en consecuencia,
S _AC(A+C)
U2 Z az— a7y
i.e.,

VA; > 25 + (A= C = 1),

((A—C—1)2+4AO)—<(AC(% (A— 0—1)) >0,

obteniendo
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o (A+1)C242A2C+A(-A+A2+1)
—4AC AT Az o)
lo cual es una contradiccién, ya que
(A+1)C*+2A*°C+ A(—A+ A*+1) > 0, paratodo Ay C' > 0.
Por tanto, T, < 0, luego (us, v2) es un atractor local hiperbdlico. ]
Observacion 3.5. Una vez mds, el modelo de Volterra con refugio por parte de las presas
tiene un comportamiento dindmico similar al modelo de refugio sin considerar refugio.
Como (ug, v3) es el tinico punto de equilibrio localmente atractor, aplicando el teorema
de Poincaré-Bendixson, es globalmente asintoticamente estable (gas).

>0,

4. Conclusiones. Dentro de las conductas antidepredatorias de la presa para evitar la
depredacion, el uso de refugio por parte de una fraccion de esa poblacidn es una de las
mds importantes. En este trabajo se ha analizado el modelo de Volterra, en el que se han
incorporado cinco funciones mateméticas diferentes para expresar el uso de refugio de las
presas.

1. Unresultado importante es que una proporcion constante de presas en el refugio x, =
Bz no tiene efecto sobre la estabilidad de las interacciones en el modelo depredador-
presa derivado del modelo de Volterra.

Ademais, se puede demostrar que no tiene consecuencias en ningin otro modelo, (por
ejemplo considerando la respuesta funcional hiperbdlica de Holling tipo II) salvo el
cambio que se produce en las coordenadas de los puntos de equilibrio positivos (ver
[24]).

2. Hemos mostrado que suponiendo un nimero constante de presas x,, = ¢ en refugio,
el tnico equilibrio positivo tiene la misma estabilidad que el equilibrio positivo sin
considerar refugio. Esto es, no tiene efecto estabilizante en la interaccion descrita por
el modelo de Volterra.

3. Enel caso III, cuando z, = €y, en que el aumento de la cantidad de depredadores,
implica un incremento en la cantidad de presas a cubierto, tampoco se ajusta a la vi-
sién tradicional de que el uso del refugio en una interaccion depredador-presa tendria
un efecto estabilizador.

Tras el andlisis de este caso, se puede afirmar que, el refugio puede ejercer una in-
fluencia desestabilizadora sobre el tinico punto de equilibrio positivo y puede provo-
car oscilaciones en los tamafios poblacionales [26]. Esto se debe a la existencia de un
subconjunto en el espacio de pardmetros, para el cual existe un ciclo limite generado
por bifurcacion de Hopf [25].

Para otro relacion entre los pardmetros, el punto de equilibrio al interior del primer
cuadrante es globalmente asintdticamente estable, como en el modelo de Volterra;
por lo tanto no hay cambio en la estabilidad de la interaccion.

4. En el caso IV si z, = dxy, dependiendo de los valores de los parametros, el sistema
(3.3) exhibe uno o dos estados estables. En el caso de existir dos estados estables
alternativos, las trayectorias poblacionales tanto de presas como de depredadores se
acercan a un estado final bajo o alto [9], dependiendo de las condiciones iniciales y
las fuerzas estocdsticas que podrian cambiar las trayectorias de una a otra cuenca de
atraccion.

5. ElcasoVz, = ﬁr—”’a, se muestra que el tinico punto de equilibrio al interior del primer
cuadrante es globalmente asintoticamente estable en el modelo de Volterra con uso
de refugio por parte de las presas; por lo tanto no hay cambio en la estabilidad de la

interaccidn respecto al modelo de Volterra original.

Los modelos que hemos estudiado en los casos III y IV de este trabajo exhiben com-
portamientos novedosos, en comparacion con las formas de refugio analizadas en la
mayoria de los estudios anteriores considerando solo los casos I y II.
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Notamos que, en los casos expuestos, existe un punto de equilibrio positivo que es
atactor local para gran parte de los pardmetros.

El analisis del caso III muestra conclusiones que estdn de acuerdo con las obteni-
das por J. M. McNair [26] quien afirmé: Varios tipos de refugios pueden ejercer
un efecto desestabilizador local y crear oscilaciones estables de gran amplitud que
amortiguarian si no hubiera refugio presente.

Notamos que, en los casos expuestos, salvo el caso III, existe un punto de equilibrio
positivo que es atactor local para gran parte de los pardmetros.

Eso nos lleva a afirmar que no es posible predecir las consecuencias del uso de refu-
gio por una fraccién de la poblacion de presas, quedando abierta la pregunta: ;Cudles
son los efectos de los refugios por parte de las presas en las interacciones de depre-
dacién? Pero concluimos en general que: El uso de refugio por parte de la presa no
implica la estabilidad de la interaccion.
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