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Abstract

In this work, well-possednes of a predator-prey model with reaction-diffusion will be stud-
ied, where the Allee effect in the reproduction of the prey will be included, and predation
dynamics through a functional response dependent on the species (prey and predator). In
addition, a refuge strategy for the dam will be incorporated. In this way, the existence,
uniqueness and positivity of the system’s solutions as the main result will be guaranteed.

Keywords . Lotka-Volterra model, well-Possedness of the problem, reaction-Diffusion equa-
tion, semigroup Theory.

Resumen

En este trabajo se estudiará la buena colocación de un modelo depredador-presa con
reacción-difusión donde se incluirá el efecto Allee en la reproducción de la presa, y una
dinámica de depredación mediante una respuesta funcional dependiente de las especies
(presa y depredador), además, se incorporará una estrategia de refugio para la presa. De
esta manera se garantizará la existencia, unicidad y la positividad de las soluciones del
sistema como resultado principal.

Palabras clave. Modelo Lotka-Volterra; buena colocación del problema; ecuación reacción-
Difusión; teorı́a de semigrupos.

1. Introducción. Los ecosistemas siempre se mantienen en un constante dinamismo
con respecto a su interacción entre las especies. Una de las ecuaciones más elementales
que ayuda a modelar esta dinámica, es la de Lotka-Volterra. Donde existe una interacción
interespecı́fica entre una especie depredadora y una especie presa [1]. Desde un inicio,
se comenzó a modelar solamente incluyendo el tiempo [2]; pero comenzó a ser objeto de
estudio la difusión de las poblaciones en el espacio. Esta consideración hace que se pase
de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) a las ecuaciones diferenciales parciales
(EDP).
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Es importante considerar hipótesis ecológicas para preservar la supervivencia de las
especies mediante alguna intervención externa o una actividad interna que ayude a este
fin. Por ejemplo, en Lazaar et al. [3] se estudia la incorporación del refugio para la pre-
sa, permitiendo un accionar instintivo de supervivencia que logra reducir la depredación
por la otra especie [4]. Y con respecto al accionar de la depredación siempre obedecerá a
alguna de las respuestas funcionales que permitan considerar algunas caracterı́sticas pro-
pias de los depredadores hacia las presas, como también una acción de defensa ante de la
depredación de las presas por sus depredadores [5].

Por el lado matemático, al proponer un modelo matemático aplicado a la ecologı́a
se debe garantizar formalidades necesarias como son la existencia, unicidad de las so-
luciones del problema, más aún, la positividad de las soluciones debido que el modelo
matemático lo requiere como una exigencia justificada. Por consiguiente, cuando se plan-
tea un modelo debe mencionarse las hipótesis consideradas para abordar la problemática
ecológica [6].

2. Modelo Matemático sin Difusión. En la presente sección enunciaremos las hipóte-
sis necesarias para la formulación del modelo matemático. El modelo propuesto está ba-
sado en el trabajo de Lazaar et al. [3] donde realizó la propuesta de la incorporación del
refugio para la presa. Esta consideración está inspirada en la respuesta instintiva de la
presa para protegerse ante la caza de su depredador [4].

En el presente modelo se considera una reproducción logı́stica con efecto Allee para
la presa donde permitirá obtener una población máxima como también considerar una
población mı́nima ante la ausencia del depredador [4]. Y con respecto a la dinámica de
la depredación también se considera la incorporación del refugio en la presa dentro de la
respuesta funcional dependiente de ambas especies [7]. Esta consideración pondrı́a una
dinámica de control ante la depredación de la presa sino también un acto especializado de
parte del depredador para mantener su densidad poblacional sin exponer a la extinción a
su presa [8]. Con respecto a la población del depredador se ha considerado su beneficio
ante la depredación como también su mortalidad natural; pero se ha añadido una tasa de
competencia por la captura de la presa. Esta consideración se aplica en la dinámica misma
de competencia tanto la presa por su alimento como la del depredador por su alimento
(presa) [3].

Para el modelo consideraremos los siguientes paramétros donde todos son constantes
positivas, r como la tasa de reproducción de la presa, B1, B2 son la capacidades de carga
máxima y mı́nima respectivamente, y con la condición (B1 > B2). La tasa de depre-
dación (α), el coeficiente de refugio efectivo (m) donde se encuentra entre los valores
0 < m < 1, y la constante de saturación (β) en conjunto con la constante de saturación
en el depredador (θ). Además, se tiene la constante k como la proporción del beneficio
por la depredación. Finalmente, se tiene la tasa de mortalidad natural (c) y la tasa de
competencia entre la misma especie depredadora (d). Hay que recordar que las tasas se
encontrarán normalizadas, es decir, valores entre cero y uno. Las variables son u(t) y v(t)
que representan las poblaciones ecológicas en el tiempo. [3, 6].

Se ha realizado una perturbación del modelo presentado por Lazaar et al. [3], donde
se propone la incorporación del efecto Allee para abordar como afecta en la reproducción
de la presa, además que en la respuesta funcional considerada se incluye el término del
depredador donde inicialmente solo estaba el término de la presa. Por último, se introduce
una diferenciación entre la mortalidad natural y la mortalidad por la competencia entre los
mismos depredadores [7].

De esta manera, presentamos el modelo matemático:{
G1(u, v) =

du
dt

= ru (B1 − u) (u−B2)− α(1−m)2u2v
β2+(1−m)2u2+θv2

,

G2(u, v) =
dv
dt

= αk(1−m)2u2v
β2+(1−m)2u2+θv2

− cv − dv2.
(2.1)

Del sistema (2.1) se puede analizar la existencia, la unicidad y la positividad de sus
soluciones mediante diversas metodologı́as de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.
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Donde enunciaremos dos teoremas correspondientes para obtener estos resultados. ver
[6].

Teorema 2.1. Sea la función G : R2
+ → R2

+, donde G(z) = (G1(z), G2(z)) con
z = (u, v) son funciones continuas y existen ∂Gj

∂zj
continuas en R2

+ ∀j = 1; 2. Entonces, la
función G es localmente Lipschitz continua en R2

+. Ver [6].

Teorema 2.2. Sea G : R2
+ → R2

+ localmente lipschitz continua ∀j = 1; 2 y satisface
Gj(z) ≥ 0 para cualquier x ∈ R2

+, xj = 0. Entonces para cada z0 ∈ R2
+, existe una

única solución de z′ = G(z) con z(0) = z0 en R2
+ donde está definida en algún intervalo

(0; b] con b ∈ (0;+∞]. Ver [6].

De esta forma, tenemos los resultados de la existencia, unicidad y positivadad de
las soluciones del sistema (2.1) mediante los teoremas 2.1 y 2.2. Ahora, comentaremos
brevemente el análisis cualitativo del sistema donde obtendremos sus puntos estacionarios
para bosquejar su estabilidad [6]. Al igualar a cero cada ecuación del sistema (2.1), se
obtiene cuatro puntos de equilibrio. Tres puntos de equilibrio de manera explı́cita, y un
punto de equilibrio (Punto de coexistencia) se expresará de manera arbitraria.{

x1 = (0; 0) x2 = (B1; 0) ,

x3 = (B2; 0) x4 = (u∗; v∗) .
(2.2)

En la ecuación (2.2), se obtiene cuatros puntos de equilibrio, donde x1 = (0; 0) es el
punto de extinción total, x2 = (A; 0) es el punto de supervivencia máxima de la presa ante
la ausencia del depredador y x3 = (B; 0) es el punto de supervivencia mı́nima de la presa
ante la ausencia del depredador. Finalmente el x4 = (u∗; v∗) es el punto de coexistencia
de las dos especies (presa y depredador) y es donde se mantiene el equilibrio ecológico
(donde se busca conseguir siempre este escenario para conservar el ecosistema propuesto)
[4]. De esta manera, presentamos los cuatro posibles escenarios en el estado estacionario
asociado al modelo expresado en (2.1).

• Extinción Total (x1) : Existencia trivial

• Supervivencia de la presa Máxima (x2) : Existencia trivial

• Supervivencia de la presa Mı́nima (x3) : Existencia trivial

• Coexistencia Total (x4) : Existe si, u∗ > 0 , v∗ > 0 .

Después de haber presentado los puntos de equilibrio. Procederemos a realizar las
simulaciones computacionales para bosquejar su evolución en sus respectivo dominio.
Esto ayudará a visualizar la dinámica del del modelo matemático depredador-presa [6].
Presentaremos los valores de las tasas ecológicas basada en [3] y [6], donde algunos de
estos parámetros se ha asumido para bosquejar la dinámica de las dos especies en el
tiempo.

r = 0,05 B1 = 4,50 B2 = 1,20 α = 0,60 m = 0,60 β = 1

θ = 0,25 k = 0,65 d = 0,15 c = 0,04 u(0) = 1,50 v(0) = 0,40

Al realizar el análisis del estado estacionario del modelo matemático se obtiene 6
puntos de equilibrio (reales), y 6 puntos de equilibrio (complejos con sus conjugadas).
En este sentido, nos quedaremos con los puntos de equilibrio reales por estar modelando
poblaciones ecológicas. Pero de estos 6 puntos, descartaremos un punto por tener una
coordenada negativa. Por consiguiente, se ha obtenido 5 puntos de equilibrios asociados
a nuestro modelo [3, 8]. Donde la clasificación ecológica serı́a la siguiente: un punto de
extinción total (x1), dos puntos de supervivencia de la presa (x2) y (x3), dos puntos de
coexistencia (x4) y (x5) [6].
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x1 = (0; 0) ; x2 = (1,20; 0) ; x3 = (4,50; 0) ; x4 = (2,94; 1,19) ; x5 =
(1,48; 0,40) .

2.1. Simulación Computacional. Con los valores de los parámetros y la condición
inicial (Poblaciones iniciales) se puede determinar la evolución temporal de las dos es-
pecies. Además, presentaremos el plano fase de la simulación [7, 6]. De esta manera,
podremos analizar la evolución temporal de cada población ecológica, y visualizar si tie-
ne un punto umbral de crecimiento, y también corroborar el valor estacionario de ambas
especies de acuerdo al análisis cualitativo [6].

Figura 2.1: Simulación Computacional del Modelo Depredador-Presa en el tiempo.

De la figura 2.1, se puede apreciar un crecimiento de ambas especies hasta llegar un
umbral donde después empiezan a decrecer hasta llegar a un estado estacionario en el
largo plazo. Del modelo (2.1), se tiene considerado el coeficiente de refugio para la presa
que permite mantener una densidad poblacional mayor a la de los depredadores que per-
mite una coexistencia entre ambos sin bajar mucho su población. Ahora, presentaremos
la simulación de su plano fase asociado para abordar su relación entre las dos especies.
Donde se incluyen los puntos de equilibrio asociados al modelo matemático [4]. La si-
mulación también nos permite abordar escenarios donde los puntos de equilibrios en el
estado estacionario (largo plazo) se muestran mediante la simulación en el tiempo consi-
derado.

Figura 2.2: Simulación Computacional del Modelo Depredador-Presa: Plano Fase.

En las figuras 2.1 y 2.2 se presentan las simulaciones computacionales del modelo
matemático sin difusión. Donde el modelo llega a estabilizarse en el punto de equilibrio
de coexistencia (x4). Pero en el inicio de la evolución ambas especies crecen hasta llegar a
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un umbral para luego descender y estabilizarse. Esta consideración se debe al efecto allee
donde la presa tiene un intervalo para crecer y tender a estabilizarse en el tiempo, por
mientras que el depredador sigue su caza a la presa pero mantiene la densidad para seguir
depredando sin extinguir a su presa como tampoco su propia especie ante la competencia
por la presa [1, 7, 4]. Además, se ve un comportamiento suave que tiende a estabilizarse
en el tiempo donde la coexistencia se obtiene. Esto ayuda a un convivencia entre las dos
especies sin considerar alguna alteración de este equilibrio biológico.

3. Modelo Matemático con Difusión-Reacción. En la sección 2 se presentó el mo-
delo matemático sin difusión (EDO) donde solamente las poblaciones ecológicas depen-
den del tiempo. Además, que se realizó la simulación computacional del modelo para
visualizar el comportamiento de las poblaciones ecológicas en el tiempo.

Una natural extensión del modelo (2.1) es la consideración de la variable espacial
que significa el movimiento en el espacio a través del tiempo. En este sentido, ahora
presentaremos el modelo con difusión (tiempo-espacio) para analizar su buena colocación
del sistema (EDP). Recordando que los parámetros utilizados en el sistema (2.1) serán los
mismos para nuestro sistema difusión-reacción con la incorporación del término difusivo
y la condición de frontera [3].

{
du
dt

−D1△u = ru (B1 − u) (u−B2)− α(1−m)2u2v
β2+(1−m)2u2+θv2

dv
dt
−D2△v = αk(1−m)2u2v

β2+(1−m)2u2+θv2
− cv − dv2

en QT , (3.1)

donde QT = [0, T ]× Ω, y con la condición de frontera Neumann

∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0 en ΓT , (3.2)

donde ΓT = [0, T ]× ∂Ω, y la condición inicial

u(0, x) = uo(x) , v(0, x) = vo(x) en x ∈ Ω . (3.3)

Las funciones u, v representan las densidades de las poblaciones ecológicas, y están
definidas en [0;T ] × Ω con los valores u(t, x), v(t, x) ∈ R. Además, Ω es un conjunto
abierto, acotado no vacı́o de R2 con la condición de frontera ∂Ω de clase C2+σ (σ > 0) ,
y x = (x1, x2) ∈ Ω. Además, asumimos que tanto uo como vo son funciones suaves no
negativas y acotadas. [1]. Por lo cual, demostraremos que el sistema (3.1)-(3.3) posee una
solución global fuerte, donde también complementaremos con una simulación numérica
mediante diferencias finitas [3]. En el presente trabajo, no se realizará el análisis cualita-
tivo del sistema espacio-temporal donde se estudiarı́a los puntos de equilibrio.

3.1. Existencia de una Solución Global Fuerte. Para analizar la existencia de la
solución del sistema (3.1)-(3.3), consideramos el espacio de Hilbert H = [L2 (Ω)]

2. Pro-
cedemos a escribir el problema de Cauchy Abstracto equivalente al sistema (3.1). Y con-
sideramos el operador lineal

A : D(A) ⊂ H → H donde A =

[
−D1△ 0

0 −D2△
,

]
con

D(A) =

{
(u, v) ∈

[
L2 (Ω)

]2 ∣∣ ∂u
∂ν

=
∂v

∂ν
= 0 en ∂Ω

}
y sea h (u, v) = (f1 (u, v) , f2 (u, v)), con las funciones

f1 (u, v) = ru (B1 − u) (u−B2)− α(1−m)2u2v
β2+(1−m)2u2+θv2

,

f2 (u, v) = αk(1−m)2u2v
β2+(1−m)2u2+θv2

− cv − dv2.
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Entonces, el sistema (3.1) puede ser expresado como un problema de Cauchy{
dU(t)
dt

+ AU(t) = h (U(t)) en QT

U(0) = Uo
. (3.4)

Donde U = (u, v)T ∈ H . En primer lugar, debemos recordar un resultado general
sobre la existencia de soluciones débiles y fuertes utilizadas por Lazaar et al. [3] y Pazy
[9]. Por lo cual, consideramos el problema semilineal de valor inicial{

dU(t)
dt

+ AU(t) = F (t, U(t)) en QT

U(0) = Uo
. (3.5)

Donde −A es un generador infinitesimal de C0−Semigrupo {S(t)}t≥0 en el espacio
X de Banach, y F : [0, T ]×X → X . Ahora, enunciaremos el Teorema 3.1 que contiene
los resultados necesarios para el objetivo de este trabajo.

Teorema 3.1. Asumimos que el operador −A es un generador infinitesimal de C0 −
Semigrupo {S(t)}t≥0 en el espacio X de Banach. Ver [3, 9].

(i) Si F (·, ξ) es medible, y F (t, ·) es Lipschitz continua, uniformemente con respecto a
t ∈ [0, T ] . Entonces, para Uo ∈ X, el problema (3.5) tiene una única solución
débil U ∈ C ([0, T ] , X) , y U está dado por

U(t) = S(t)Uo +

∫ t

0

S(t− s)F (s, U(s))ds para t ∈ [0;T ).

(ii) Supongamos que T = +∞. Si F (·, ξ) es continua y F (t, ·) es localmente Lipschitz
continua, uniformemente en t en intervalos acotados. Entonces para cada Uo ∈ X,
el problema (3.5) admite un tmáx ≤ T tal que para [0, T ), el problema (3.5) tiene
una solución débil U definida en [0, tmáx). Más aún, si tmáx < +∞, entonces

ĺım
t→tmáx

∥U(t)∥ = ∞.

(iii) Supongamos que X es un espacio de Banach reflexivo. Si F (·, ·) es Lipschitz con-
tinua en [0, T ] × X y Uo ∈ D(A), entonces la anterior solución débil, U es una
solución fuerte de (3.5), y

U ∈ W 1,2 (0, T,X) ∩ L2 (0, T,D(A)) .

(iv) Ahora, asumimos que F (t, ·) es solo localmente continua Lipschitz en X, uniforme-
mente para 0 ≤ t ≤ T, entonces para cada Uo ∈ D(A), el problema (3.5) tiene
una solución única y fuerte U definida en un intervalo maximal [0, tmáx).Más aún,
si tmáx ≤ T ,

ĺım
t→tmáx

∥U(t)∥ = ∞.

Como lo indica Lazaar et al. [3], el Teorema3.1 no se puede aplicar directamente
debido al término de la reproducción de la presa (efecto Allee), debido que la función h
no es Lipschitz continua. Por consiguiente, se utilizará el método del truncamiento para
solucionar nuestro problema y además justsificar la positividad de las soluciones [1, 9].

Lema 3.1. Consideramos QT = [0, T ) × Ω y ΓT = [0, T ) × ∂Ω, donde T ≤ +∞ es
el tiempo final fijo. Si z0 ∈ H2 (Ω) , z0 > 0, y ∂z0

∂ν
= 0 en ∂Ω, entonces el problema

∂z
∂t

= △z + z , (t, x) ∈ QT

∂z
∂ν

= 0 , (t, x) ∈ ΓT

z(0, x) = z0(x) , x ∈ Ω

. (3.6)
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tiene una solución fuerte

z ∈ W 1,2
(
0, T, L2 (Ω)

)
∩ L2

(
0, T,H2 (Ω)

)
∩ L∞ (0, T,H1 (Ω)

)
.

Más aún, z > 0 en QT , y z ∈ L∞ (QT ) . Ver prueba en [3].

Teorema 3.2. Para QT = [0, T ) × Ω donde T ≤ +∞ es un tiempo final fijo. Su-
pongamos U0 = (u0, v0) ∈ D(A), u0, v0 > 0 en Ω, y ∂u0

∂ν
= ∂v0

∂ν
= 0 en ∂Ω. Entonces

(3.1)-(3.3) tiene una solución única y fuerte

U = (u, v) ∈ W 1,2
(
0, T,

[
L2 (Ω)

]2) ∩ L2 (0, T,D(A)) ,

que es positivo. Además,

u, v ∈ L∞ (0, T,H1 (Ω)
)
∩ L∞ (QT ) .

Demostración: La demostración del Teorema, se realizará mediante los resultados de
cuatro lemas. La secuencia de la demostración se sigue como en Lazaar et al. [3].

Para un entero fijoN > 0, consideramos los problemas de valores iniciales truncados:{
UN
t (t) + AUN(t) = hN

(
UN(t)

)
t ∈ [0, T ]

UN(0) = U0
(3.7)

donde
hN
(
UN(t)

)
=
(
fN1
(
UN
)
, fN2

(
UN
))
,

para cada ı́ndice i ∈ {1, 2}, y fNi está definida de la siguiente manera fNi (U) =
fi ([u], [v]), para todo U = (u, v), y donde

[u] =


N , u > N

u , |u| ≤ N

−N , u < −N,
, [v] =


N , v > N

v , |v| ≤ N

−N , v < −N.

Donde las funciones h, hN son autónomas, pero debemos recordar que h no es la
lipschitz continua, por mientras hN es Lipschitz continua. Por consiguiente, debido al
Teorema 3.1, el problema (3.7) admite una única solución fuerte.

UN =
(
uN , vN

)T ∈ W 1,2
(
0, T,

[
L2 (Ω)

]2) ∩ L2 (0, T,D(A)) .

□
Lema 3.2. Las funciones uN , vN son acotadas en L∞ (QT ).
Demostración: Consideramos lo siguiente

JN = máx
{∥∥fN1 ∥∥L∞(QT )

,
∥∥fN2 ∥∥L∞(QT )

,
∥∥u0∥∥

L∞(Ω)
,
∥∥v0∥∥

L∞(Ω)

}
y

δN = uN − JN t−
∥∥u0∥∥

L∞(Ω)
en QT .

La función δN satisface el problema de frontera y valor inicial auxiliar
∂δN

∂t
= D1△uN + fN1

(
uN , vN

)
− JN , (t, x) ∈ QT

∂δN

∂ν
= 0 , (t, x) ∈ ΓT

δN(0, x) = u0(x)− ∥u0∥L∞(Ω) , x ∈ Ω

. (3.8)

Por el Teorema 3.1, la solución fuerte de (3.8) se expresa de la siguiente manera:
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δN(t, x) = D1S(t)
(
u0(x)−

∥∥u0∥∥
L∞(Ω)

)
+

∫ t

0

S(t−s)
[
fN1
(
uN(s, x), vN(s, x)

)
− JN

]
ds,

con {S(t)}t≥0 es un C0 − semigrupo generado por △. Además que el semigrupo
{S(t)}t≥0 es positivo, se tiene

u0(x)−
∥∥u0∥∥

L∞(Ω)
≤ 0 y fN1

(
uN(s, x), vN(s, x)

)
− JN ≤ 0.

Entonces, por el Principio de Comparación [3], se obtiene

δN(t, x) ≤ 0 ∀(t, x) ∈ QT . (3.9)

Por lo tanto, se demuestra que δN(t, x) es negativo. De manera similar, definimos

ρN = uN + JN t+
∥∥u0∥∥

L∞(Ω)
en QT .

Notamos que ρN satisface el problema de frontera y valor inicial auxiliar de la ecua-
ción (3.8), y por el Teorema 3.1, la solución fuerte de (3.8) se escribe de la siguiente
manera:

ρN(t, x) = S(t)
(
u0(x) +

∥∥u0∥∥
L∞(Ω)

)
+

∫ t

0

S(t−s)
[
fN1
(
uN(s, x), vN(s, x)

)
− JN

]
ds,

con {S(t)}t≥0 es un C0 − semigrupo generado por △. Al notar que el semigrupo
{S(t)}t≥0 es positivo, se tiene

u0(x) +
∥∥u0∥∥

L∞(Ω)
≥ 0 y fN1

(
uN(s, x), vN(s, x)

)
+ JN ≥ 0.

Entonces, por el Principio de Comparación [3], se obtiene

ρN(t, x) ≥ 0 ∀(t, x) ∈ QT . (3.10)

Por lo tanto, se demuestra que ρN(t, x) es no negativo. Por consiguiente, de las ecua-
ciones (3.9) y (3.10) se obtiene el siguiente resultado∣∣uN(t, x)∣∣ ≤ JN t+

∥∥u0∥∥
L∞(Ω)

∀(t, x) ∈ QT . (3.11)

Por consiguiente, obtenemos uN ∈ L∞(QT ). Luego, de manera similar que se hizo
para uN , se obtiene para vN ∈ L∞(QT ). Más aún, se cumple∣∣vN(t, x)∣∣ ≤ JN t+

∥∥v0∥∥
L∞(Ω)

∀(t, x) ∈ QT .. (3.12)

□
Lema 3.3. Las funciones uN , vN ∈ L∞(0, T,H1 (Ω)).
Demostración: De la primera ecuación del sistema (3.8), tenemos

uNt −D1△uN = fN1
(
uN , vN

)
Elevamos al cuadrado ambos lados e integrando sobre Ω, y de 0 hasta t. Reduciendo

términos

∫ t

0

∫
Ω

∣∣uNt ∣∣2 dxds− 2D1

∫ t

0

∫
Ω

∣∣uNt △uN ∣∣2 dxds+D2
1

∫ t

0

∫
Ω

∣∣△uN ∣∣2 dxds
=

∫ t

0

∫
Ω

∣∣fN1 (uN , vN)∣∣2 dxds.
Teniendo en cuenta la regularidad de uN , y la Fórmula de Green. Ası́, obtenemos
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∫ t

0

∫
Ω

∣∣uNt ∣∣2 dxds+D2
1

∫ t

0

∫
Ω

∣∣△uN ∣∣2 dxds+D1

∫
Ω

∣∣∇uN ∣∣2 dx
= D1

∫
Ω

∣∣∇u0∣∣2 dx+ ∫ t

0

∫
Ω

∣∣fN1 (uN , vN)∣∣2 dxds.
Como fN1 es Lipschitz, entonces obtenemos

D1

∫
Ω

∣∣∇uN ∣∣2 dx ≤ D1

∫
Ω

∣∣∇u0∣∣2 dx+ CN
u

∫ t

0

∫
Ω

∣∣uN (t, x)
∣∣2 dxds,

donde CN
u es una constante que depende de N . Por la regularidad de u0, y el hecho

que uN ∈ L∞ (QT ) , permite deducir lo siguiente: uN ∈ L∞ (0, T,H1 (Ω)). Siguiendo el
mismo argumento, formando un sistema auxiliar para vNt y la función fN2 como el sistema
(3.8), de esta forma obtenemos el siguiente sistema: vNt −D2△vN = fN2

(
uN , vN

)
. Luego,

∫ t

0

∫
Ω

∣∣vNt ∣∣2 dxds+D2
2

∫ t

0

∫
Ω

∣∣△vN ∣∣2 dxds+D2

∫
Ω

∣∣∇vN ∣∣2 dx
= D2

∫
Ω

∣∣∇v0∣∣2 dx+ ∫ t

0

∫
Ω

∣∣fN2 (uN , vN)∣∣2 dxds.
Como fN2 es Lipschitz, entonces obtenemos

D2

∫
Ω

∣∣∇vN ∣∣2 dx ≤ D2

∫
Ω

∣∣∇v0∣∣2 dx+ CN
v

∫ t

0

∫
Ω

∣∣vN (t, x)
∣∣2 dxds,

donde CN
v es una constante que depende de N . Por la regularidad de v0, y el hecho

que vN ∈ L∞ (QT ) , permite deducir lo siguiente: vN ∈ L∞ (0, T,H1 (Ω)).
□

Lema 3.4. Las funciones uN , vN son positivas en QT .
Demostración: Consideramos el problema con valor en la frontera con respecto a uN

∂uN

∂t
= D1△uN + fN1

(
uN
)

, en QT

∂vN

∂t
= D2△vN + fN2

(
vN
)

, en QT

∂uN

∂ν
= 0 ∂vN

∂ν
= 0 , en ΓT

uN(0, x) = u0(x) , x ∈ Ω

vN(0, x) = v0(x) , x ∈ Ω.

(3.13)

Se puede notar la acotación que posee fN1 en QT . Por lo siguiente definiremos lo
siguiente

uN =
(
uN
)+ −

(
uN
)−

donde
(
uN
)+

= máx
{
uN(t, x); 0

}
es la parte positiva de uN , y también

(
uN
)−

=

−mı́n
{
uN(t, x); 0

}
es la parte negativa de uN . Ahora, multiplicando la primera ecuación

de (3.13) en ambos lados por
(
uN
)−

(t, x), se obtiene

∂uN

∂t

(
uN
)−

= D1△uN
(
uN
)−

+ fN1
(
uN
) (
uN
)−

Ası́, tenemos
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∂uN

∂t

(
uN
)−

= D1△uN
(
uN
)−

+

[
ruN

(
B1 − uN

) (
uN −B2

)
−

α(1−m)2
(
uN
)2
vN

β2 + (1−m)2 (uN)2 + θ (vN)2

] (
uN
)
.

Luego, integramos, y usando la fórmula de Green con la condición de frontera de
Neumann de uN , se obtiene lo siguiente

1

2

∫
Ω

∂

∂t

∣∣∣(uN)−∣∣∣2 dx = −D1

∫
Ω

∣∣∣∇ (uN)−∣∣∣2 dx+ ∫
Ω

r
∣∣∣(uN)−∣∣∣2 (A− uN

) (
uN −B

)
dx

−
∫
Ω

∣∣∣(uN)−∣∣∣2( α(1−m)2uNvN

β2 + (1−m)2 (uN)2 + θ (vN)2

)
dx.

Ahora, integrando sobre [0, t], y teniendo en consideración la acotación uniforme de
uN , vN , y observando que (u0)

−
= 0.

1

2

∫
Ω

∣∣∣(uN)−∣∣∣2 dx+D1

∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣∇ (uN)−∣∣∣2 dxds
=

∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣(uN)−∣∣∣2(r (B1 − uN
) (
uN −B2

)
− α(1−m)2uNvN

β2 + (1−m)2 (uN)2 + θ (vN)2

)
dxds.

Analizando la siguiente función

p(uN) = r
(
−
(
uN
)2

+ (B1 +B2)u
N −B1B2

)
.

Donde está definido entre (0, B1).De esta forma, p(uN) como es una función cuadráti-
ca negativa, posee un coeficiente máximo. Es decir, la función p(uN) está acotada. Por
consiguiente, obtenemos la existencia de una constante CN

1 > 0, y depende de N , donde

1

2

∫
Ω

∣∣∣(uN)− (t)
∣∣∣2 dx ≤ CN

1

∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣(uN)− (s)
∣∣∣2 dxds. (3.14)

Según el lema de Gronwall, de la ecuación (3.14) deducimos que∫
Ω

∣∣∣(uN)− (t)
∣∣∣2 dx ≤ 0 t ∈ [0, T ] .

En consecuencia,
(
uN
)−

(t) = 0 t ∈ [0, T ]. De este modo, uN ≥ 0 en QT ; desde
que u0 > 0, podemos asegurar que uN > 0 en QT .

De manera similar como se realizó para la primera ecuación (3.13), multiplicamos
ambos lados por

(
vN
)−

(t, x) a la segunda ecuación (3.13), se tiene

∂vN

∂t

(
vN
)−

= D2△vN
(
vN
)−

+ fN2
(
vN
) (
vN
)
.

Ası́, tenemos

∂vN

∂t

(
vN
)−

= D2△vN
(
vN
)−

+

(
αk(1−m)2

(
uN
)2
vN

β2 + (1−m)2 (uN)2 + θ (vN)2
− cvN − d

(
vN
)2)(

vN
)−
.

Luego, integramos, y usando la fórmula de Green con la condición de frontera de
Neumann de uN , se obtiene
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1

2

∫
Ω

∂

∂t

∣∣∣(vN)−∣∣∣2 dx = −D2

∫
Ω

∣∣∣∇ (vN)−∣∣∣2 dx
+

∫
Ω

∣∣∣(vN)−∣∣∣2( αk(1−m)2uN

β2 + (1−m)2 (uN)2 + θ (vN)2
− c− dvN

)
dx.

Ahora, integrando sobre [0, t], obtenemos

1

2

∫
Ω

∣∣∣(vN)−∣∣∣2 dx− 1

2

∫
Ω

∣∣∣(v0)−∣∣∣2 dx+D2

∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣∇ (vN)−∣∣∣2 dxds
=

∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣(vN)−∣∣∣2( α(1−m)2uN

β2 + (1−m)2 (uN)2 + θ (vN)2
− c− dvN

)
dxds.

Teniendo en consideración la acotación uniforme de uN , vN , y observando que (v0)− =
0.

1

2

∫
Ω

∣∣∣(vN)−∣∣∣2 dx+D2

∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣∇ (vN)−∣∣∣2 dxds
=

∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣(vN)−∣∣∣2( α(1−m)2uN

β2 + (1−m)2 (uN)2 + θ (vN)2
− c− dvN

)
dxds.

Obtenemos la existencia de una constante CN
2 > 0, y depende de N , donde

1

2

∫
Ω

∣∣∣(vN)− (t)
∣∣∣2 dx ≤ CN

2

∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣(vN)− (s)
∣∣∣2 dxds. (3.15)

Según el lema de Gronwall, de la ecuación (3.15) deducimos que∫
Ω

∣∣∣(vN)− (t)
∣∣∣2 dx ≤ 0 t ∈ [0, T ] .

En consecuencia,
(
vN
)−

(t) = 0 t ∈ [0, T ]. De este modo, vN ≥ 0 en QT . Desde
que v0 > 0, podemos asegurar que vN > 0 en QT .

□
Ahora, escogeremos un N lo suficientemente grande tal que,

N > 2 sup
{∥∥u0∥∥

L∞(Ω)
,
∥∥v0∥∥

L∞(Ω)

}
.

Entonces, existe un ψ ∈ (0, T ) tal que

JN (ψ) + ∥u0∥L∞(Ω) ≤
N
2

y JN (ψ) + ∥v0∥L∞(Ω) ≤
N
2
. (3.16)

Asumiendo que ψ sea un maximal con la propiedad (3.15), se puede deducir de (3.11)
y (3.12) ∣∣uN(t, x)∣∣ ≤ N y

∣∣vN(t, x)∣∣ ≤ N en (0, ψ)× Ω.

De acuerdo a la definición de fNi
(
UN(t, x)

)
se puede seguir de la siguiente manera

fNi
(
UN(t, x)

)
= fi (U(t, x)) para (t, x) ∈ (0, ψ)× Ω.

De este hecho, obtenemos como resultado que U = (u, v) es una solución local posi-
tiva de (3.1)-(3.3) definido en (0, ψ)× Ω. Ahora, podemos asegurar que
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∥u∥L∞(0,ψ) ≤M y ∥v∥L∞(0,ψ) ≤M,

para alguna constante M > 0, lo que implica que (u, v) es una solución global en QT

para el problema (3.1)-(3.3). Por la comparación de soluciones, siguiendo los problemas
de frontera con condiciones iniciales:

∂u
∂t

= D1△u+ f1(u, v) , (t, x) ∈ (0, ψ)× Ω
∂u
∂ν

= 0 , (t, x) ∈ (0, ψ)× ∂Ω

u(0, x) = u0(x) , x ∈ Ω

, (3.17)

y 
∂z
∂t

= △z + z , (t, x) ∈ QT

∂z
∂ν

= 0 , (t, x) ∈ ΓT

z(0, x) = z0(x) , x ∈ Ω

. (3.18)

Donde tenemos lo siguiente,

0 < u(t, x) ≤ z(t, x) (t, x) ∈ (0, ψ)× Ω.

Del Lema 3.1, tenemos la existencia de una constante positiva K independiente de N,
de tal manera que obtenemos ∥u∥L∞((0,ρ)×Ω) ≤ Ku. Por consiguiente, se puede deducir
lo siguiente u ∈ L∞ (Ω× (0, µ)). De manera similar que se desarrolló para u, se puede
obtener la acotación uniforme de v. Es decir, se obtiene lo siguiente ∥u∥L∞((0,ρ)×Ω) ≤ Kv.
Por consiguiente, se puede deducir lo siguiente v ∈ L∞ (Ω× (0, µ)). Finalmente, se pude
concluir, U = (u, v) es una solución global fuerte del sistema (3.1)-(3.3) definido sobre
QT .Más aún,

u(t, x), v(t, x) ∈ R+ , ∀(t, x) ∈ QT

y

U ∈ (L∞ (QT ))
2 ∩
(
L2
(
0, T,H2 (Ω)

))2 ∩W 1,2
(
0, T,

(
L2 (Ω)

)2)
.

Analogamente a la prueba del Lema 3.1 [1, 3], se puede obtener que

u, v ∈ L∞ (0, T,H1 (Ω)
)
.

Lema 3.5. El sistema (3.1)-(3.3) tiene solución única.
Demostración: Para este objetivo, consideramos Up = (up, vp), que es solución del

problema (3.1)-(3.3) con la condición inicial Up
o = (upo, v

p
o) para p = 1, 2. Sea U =

(U1, U2) con la consideración

U1 = u1 − u2 U2 = v1 − v2,

que satisface el problema



dU1

dt
= D1△U1 + f1 (u

1, v1)− f1 (u
2, v2) en QT

dU2

dt
= D2△U2 + f2 (u

1, v1)− f2 (u
2, v2) en QT

∂U1

∂ν
= dU2

dt
= 0 en ΓT

U1(0, x) = U1
o (x) x ∈ Ω

U2(0, x) = U2
o (x) x ∈ Ω

. (3.19)

Multiplicando la primera ecuación del sistema (3.19) por U1
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dU1

dt
U1 = D1△U1U1 + f1 (u

1, v1)U1 − f1 (u
2, v2)U1 .

Ahora integramos sobre QT , y también de 0 a t. Ası́ obtenemos

1
2

∫ t
0

∫
Ω

d
dt
(U1)

2
dxds = −

∫ t
0

∫
Ω
D1 |∇U1|2 dxds+

∫ t
0

∫
Ω
[f1 (u

1, v1)− f1 (u
2, v2)]U1dxds .

Multiplicando la segunda ecuación del sistema (3.19) por U2

dU2

dt
U2 = D2△U2U2 + f2 (u

1, v1)U2 − f2 (u
2, v2)U2 .

Ahora integramos sobre QT , y también de 0 a t. Ası́ obtenemos

1
2

∫ t
0

∫
Ω

d
dt
(U2)

2
dxds = −

∫ t
0

∫
Ω
D2 |∇U2|2 dxds+

∫ t
0

∫
Ω
[f2 (u

1, v1)− f2 (u
2, v2)]U2dxds .

Sumando las dos ecuaciones, se obtiene

1
2

∫ t
0

∫
Ω

d
dt

[
(U1)

2
+ (U2)

2
]
dxds = −

∫ t
0

∫
Ω

[
D1 |∇U1|2 +D2 |∇U2|2

]
dxds

+
∫ t
0

∫
Ω
[f1 (u

1, v1)− f1 (u
2, v2)]U1dxds+

∫ t
0

∫
Ω
[f2 (u

1, v1)− f2 (u
2, v2)]U2dxds

.

Además, como se tiene

u1, v1, u2, v2 ∈ L∞ (QT ) .

Esto conlleva al resultado que f1 (u1, v1) y f2 (u2, v2) son Lipschitz continua. Por lo
tanto, se puede deducir que para todo t ∈ (0, T )

∫
Ω

[(
U1
)2

+
(
U2
)2]

dx ≤
∫
Ω

[(
U1
o

)2
+
(
U2
o

)2]
dx+ C3

∫ t

0

∫
Ω

[(
U1
)2

+
(
U2
)2]

dxds.

Donde C3 es una constante positiva que solo depende de T y Ω. Aplicando la des-
igualdad de Gronwall, se obtiene

∫
Ω

(
u1 − u2

)2
(t, x)dx+

∫
Ω

(
v1 − v2

)2
(t, x)dx (3.20)

≤ C̃

∫
Ω

(
u1o − u2o

)2
(x)dx+ C

∫
Ω

(
v1o − v2o

)2
(x)dx.

Luego, obtenemos∫
Ω

(
u1 − u2

)2
(t, x)dx+

∫
Ω

(
v1 − v2

)2
(t, x)dx ≤ 0 . (3.21)

Con lo cual, se consigue u1 = u2 v1 = v2. □

La desigualdad (3.21) prueba la unicidad de la solución del problema (3.1)-(3.3) en
conjunto con la dependencia continua de la condición inicial. Y ası́ concluimos la demos-
tración del Teorema 3.2 (Resultado Principal) que corresponde a la existencia, unicidad
y positividad del problema (3.1)-(3.3) mediante los Lemas 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 donde se
consigue el objetivo de nuestro estudio.
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3.2. Simulación Numérica. Para realizar la simulación numérica del sistema (3.1)-
(3.3), consideraremos el método de las diferencias finitas para construir el algoritmo co-
rrespondiente. El dominio del modelo matemático se divide en el tiempo usando un malla
t0, t1, t2, · · · , tM , y el espacio utilizando una malla x0, x1, x2, · · · , xR. Utilizaremos una
partición uniforme para ambas variables, por lo cual, la diferencia entre dos puntos conse-
cutivos los puntos del tiempo será denominado △t, y entre dos puntos del espacio conse-
cutivos será denominado △x. El punto uηj será la aproximación de u(t, x) en la posición
j y en el tiempo η. De manera similar, abordamos para v(t, x) donde su punto de aproxi-
mación es vηj . Para desarrollar la aproximación numérica de la solución se ha escogido el
método de diferencias finitas porque es un método explı́cito, y además permite discretizar
ecuaciones diferenciales y permite un tratamiento más sencillo para el problema diferen-
cial parcial. Por ende, nos permite determinar las soluciones de nuestro problema tiempo-
espacial con condición de frontera de Neumann homógeneo y una condición inicial. Por
consiguiente, para estimar los valores de uη+1

j y vη+1
j debemos calcularlo en función de

sus valores respectivos en el paso del tiempo η. Recordaremos, la estimativa del términos
que representa la razón de cambio y el término difusivo para ambas poblaciones.

∂u

∂t
≈
uη+1
j − uηj
△t

,
∂u2

∂x2
≈
uηj+1 − 2uηj + uηj−1

△t
∂v

∂t
≈
vη+1
j − vηj
△t

,
∂v2

∂x2
≈
vηj−1 − 2vηj + vηj+1

△t

.

De esta forma, escribiremos la primera ecuación del sistema (3.1), de acuerdo a las
aproximaciones numéricas estableciadas.

uηj+1 = uηj +
(
D1△t
(△x)2

) (
uηj+1 − 2uηj + uηj−1

)
+ ruηj (B1 − uηj )(u

η
j −B2)△t−

α(1−m)2△t(uηj )
2(vηj )

β2+(1−m)2(uηj )
2+θ(vηj )

2

vηj+1 = vηj +
(
D2△t
(△x)2

) (
vηj+1 − 2vηj + vηj−1

)
+

αk(1−m)2△t(uηj )
2(vηj )

β2+(1−m)2(uηj )
2+θ(vηj )

2 − (cvηj − d(vηj )
2)△t

.

(3.22)
Para 2 ≤ j ≤ Nx − 2. Para los puntos de la frontera del mallado (condición de

Neumann homógeneo), usaremos la siguiente consideración

uη1 = uη2 , uηNx−1 = uηNx−2 , vη1 = vη2 , vηNx−1 = vηNx−2.

Con relación a las funciones de la condición inicial

u(0, x) = uo(x) = ξu · e−Ks(x−σ1)

v(0, x) = vo(x) = ξv · e−Ks(x−σ2)
. (3.23)

Realizaremos las simulaciones computacionales, programadas en lenguaje Python,
donde utilizaremos los mismos parámetros de la tabla en la sección 2. Los valores que
consideraremos serán los siguientes: ξu = 0,40, ξv = 0,08, σ1 = 0,20, σ2 = 0,50.
Después de definir los valores de los parámetros del sistema ecológico (3.1) y la con-
dición inicial expresada en (3.2). Por lo cual, determinaremos los pasos del tiempo: t =
0, 300, 1000, 5000, 10000. Además, se considerará un coeficiente de difusión de D1 =
0,50 y D2 = 0,50. Teniendo una consideración del de la longitud temporal T = 1 y la
longitud espacial L = 1. Y la cantidad de pasos para el espacio maxX = 100. La simula-
ción presentará las aproximaciones numéricas del modelo depredador-presa con difusión
con una mayor población de presas y una población más pequeña de depredadores en el
tiempo.

En la figura 3.1, se puede apreciar diversos tiempos para cada especie (depredador-
presa), donde en el largo plazo se llega a la coexistencia. Para la simulación se ha consi-
derado una condición inicial de comportamiento decreciente a través del tiempo, donde se
pueda controlar en el largo plazo. De manera similar, la población de las presas es mayor a
la población de los depredadores en el espacio unidimensional a través del tiempo. La in-
fluencia del coeficiente efectivo de refugio de la presa sigue marcando una consideración
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Figura 3.1: Distribución Poblacional del Depredador y la Presa.

ecológica dentro del ecosistema. La respuesta funcional dependiente de ambas especies
donde limita la depredación para mantener un equilibrio biológico de coexistencia. [3].

4. Conclusión. El análisis central del estudio ha sido garantizar la existencia, unici-
dad y positividad del problema (3.1)-(3.3) por la teorı́a de semigrupos [1]. Además que
se ha hecho un bosquejo general del modelo presentado tanto sin difusión (simulación
computacional) como con difusión (buena colocación). Las simulaciones son similares
para los parámetros considerados, pero podrı́a darse un estudio de bifurcarción de Hofp
para ciertos valores, lo cual serı́a para un trabajo futuro del presente sistema [10]. Además
de analizar la estabilidad del sistema para garantizar bajo que valores de los parámetros
se obtiene los escenarios buscados (coexistencia ecológica) como también los escenarios
que no se quiere que sucedan, como la extinción total de las dos especies [3, 8]. De manera
complementaria se presenta simulaciones computacionales para corroborar la coherencia
de las hipótesis del coeficiente de refugio dentro de una respuesta funcional dependiente
de ambas especies donde se ha incluido el efecto Allee para la reproducción de la presa.
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