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Abstract

The objective of this article is to give an overview of the relationship between harmonic
analysis and stochastic processes, a relationship that has motivated many investigations
and applications to specific problems. We will also emphasize stochastic integration.

Keywords . BMO, Brownian motion, random, martingale, stochastic integral.

Resumen

El objetivo de este artı́culo es dar un panorama de la relación entre el análisis armónico
y los procesos estocásticos, relación que ha motivado muchas investigaciones y aplica-
ciones a problemas concretos. Daremos énfasis, también, a la integración estocástica.

Palabras clave. BMO, movimiento Browniano, aleatorio, martingala, integral estocástica.

1. Introducción y Motivaciones. En el siglo pasado se introdujeron ideas y teorı́as
fundamentales en el análisis matemático; ası́, a inicios de tal siglo se introdujo la medida
e integral de Lebesgue, los espacios abstractos con Frechet; en 1915, H. Hardy funda la
teorı́a de los espacios Hp, 0 < p < ∞; en 1961, John-Nirenberg introducen los espa-
cios de oscilación media acotada -BMO. En 1952 A. P. Calderón-A. Zygmund fundan la
teorı́a de la integrales singulares y ası́ se produce una abundante producción de artı́culos
interrelacionados y, esto nos interesa ahora, fueron puestos en el contexto de los espacios
de probabilidades y surgieron muchas nuevas ideas con aplicaciones a problemas con-
cretos en el mundo en que vivimos. En este escenario destacamos las contribuciones de,
entre otros, F. y M. Riesz, S. Saks, A. Besicovith, S. Bochner, G. Hardy, E. Littlewood,
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Paley, ...; D. L. Burkholder, R. F. Gundy, D. Strook, A. Garsia, C. Herz, S. Varadhan, K.
Petersen, ... ;en 1971, Burkholder, Gundy y Silverstein (B-G-S) dieron un impulso en el
estudio de los espacios Hp, 0 < p < ∞, con argumentos de la teorı́a de la probabilidad
usando el movimiento Browniano en el plano complejo; en este trabajo el espacioHp pue-
de ser caracterizado con variable real y ası́ puede ser extendido a mayores dimensiones
y otros espacios en general, ver K.E.Petersen, [1], para mayores detalles. En 1971, Ch.
Fefferman caracteriza a los espaciosBMO, [2], vı́a su famoso resultado de dualidad, idea
que fue ampliamente discutida, entre otros aspectos, en un destacado trabajo de C. Fef-
ferman - E. M. Stein, [3], en donde extienden el trabajo de B-G-S a dimensiones mayores.

Remarcamos que muchas de las ideas y métodos del análisis armónico fueron puestas
en el contexto de las probabilidades, del análisis estocástico. Esto debido a la relación
que hay entre la teorı́a de la probabilidad y la teorı́a del potencial, cuyos orı́genes son
de naturaleza fı́sica, en este panorama surge el movimiento Browniano. Ası́ los espacios
Hp y los BMO fueron puestos en lenguaje probabilı́stico y se estudiaron a las martinga-
las, conforme veremos posteriormente. Según Ch. Fefferman, [4], 1976, el desarrollo del
análisis armónico y los espaciosHp, y su relación con las probabilidades, es vı́a las teorı́as
clásicas y las teorı́as modernas. En la primera parte el autor relaciona las series de Fourier
con los espacios Hp, y se habla de cierto “lı́mite no-tangencial”, idea que jugarı́a un rol
en posteriores estudios. También, en este escenario, surge la “teorı́a de Littlewood-Paley”
muy relacionada con las series de Fourier y que Fefferman explica con detalles. Se expo-
ne una caracterización de los espacios Hp, 0 < p < ∞, la cual fue usada posteriormente
por A. Calderón en sus investigaciones sobre los operadores integrales singulares, trabajo
que a su vez motivó nuevas investigaciones, en particular de Coifman-Meyer. Antes de
pasar a presentar los detalles análiticos de las ideas expuestas veamos un ejemplo fı́sico
que motivó a los estudios probabilı́sticos.

1.1. Idea de Movimiento Browniano. El biólogo, botánico inglés Robert Brown, en
1827, observó que las partı́culas en un fluido se mueven en una forma irregular bajo el
impacto entre ellas mismas. Esta situación fue explicada en 1905 por A. Einstein cuando
se sabı́a que los átomos y las moléculas ya habı́an sido teorizadas como componentes de
la materia. El movimiento constituye un proceso fı́sico gobernado por leyes probabilı́sti-
cas las que fueron llamadas “movimiento Browniano” o procesos de N. Wiener ya que
él, en 1923, creó la teorı́a matemática del movimiento Browniano la cual se aplica a la
teorı́a general de los procesos estocásticos y también se aplica a campos como el análisis
armónico, a la teorı́a de información, al análisis complejo y a las ecuaciones en derivadas
parciales. El movimiento Browniano es un “proceso de Markov”de tipo particular que
describe la trayectoria de una partı́cula sin ninguna memoria.

1.2. Idea de Martingala. De un modo general, una martingala es una sucesión de
funciones que verifican una cierta condición, que involucra una integral probabilı́stica.
Seguimos al trabajo de Fefferman, [4]. Dada una función f ella puede ser muy irregular
ya que puede tener singularidades o puede oscilar en forma complicada; en estos casos la
noción de convolución es útil pues si f es convolucionada con el núcleo de Poisson Pt,
por ejemplo, se obtiene una integral (la integral de Poisson) la cual es bien regular y se
comporta como una constante sobre pequeños intervalos de longitud t. La convolución de
funciones es usada frecuentemente en el análisis armónico. Asumamos que f es definida
en el intervalo [0, 1] el cual es descompuesto en forma diádica en la forma siguiente [4],

Consideremos la etapa n = 3, por ejemplo, y consideremos el último subintervalo
[7
8
, 1)] y formemos su promedio u3(x) = 1

1
8

∫ 1
7
8
f(t)dt = 8

∫ 1
7
8
f(t)dt. Luego, de un modo

general se induce que se tiene el promedio un(x) = 2n
∫ i

2n

i−1
2n
f(t)dt. La sucesión un(x) es

un ejemplo de martingala.

Si los un(x) son limitados en todas partes, entonces ellos tienen un lı́mite en casi todas
partes. Observemos que los un(x) son promedios de una función f , luego por el teorema
de diferenciación de Lebesgue se tiene los un(x) convergen ctp. a f(x). Al respecto se
tiene el teorema de Calderón (1950): “Sea Γ(x) un cono con vértice en x en Rn y u(x, t)
una función armónica definida en el semi-espacio superior Rn+1

+ . Sean,
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E1 = {x ∈ Rn/u(x, t) es limitada en Γ(x)} y
E2 = {x ∈ Rn/ existe ĺımt→0 u(x, t) , (x, t) ∈ Γ(x)}

entonces se tiene que E1 = E2, a menos de un conjunto de medida nula”.
Luego, si u(x, t) es una función armónica sobre Rn+1

+ y E es un conjunto de medida
positiva en Rn, tal que para todo punto x ∈ E existe un cono Γ(x) tal que sup(x,t)∈Γ(x) |u(x, t)| <
∞, entonces en casi todo punto de E, u(x, t) tiene un lı́mite no-tangencial. Observemos,
también, que vı́a estos argumentos, el teorema de Calderón se relaciona con la idea de
martingala.

Un Juego de Azar. [4]. Supongamos que se tiene el siguiente capital inicial u0 =
1
20

∫ 1

0
f(x)dx, donde f es una función definida en el intervalo [0, 1]; esto será el caso ini-

cial t = 0, n = 0. Estando en el salón de juego tenemos la libertad de decidir si empiezo
o no a jugar; si decidimos a jugar, t = 1, entonces se pasa a etapa n = 1, 1

21
; y a fin de de-

terminar en qué intervalo nos ubicamos de ,
lanzamos una moneda al aire. Luego el capital ahora será u1 = 1

2

∫ 1
2

0
f(t)dt o 1

2

∫ 1
1
2
f(t)dt.

Bien, después de esta jugada primera, decidimos nuevamente si continuamos o no jugan-
do. Si continuamos jugando pasamos a la etapa n = 2, 1

22
y t = 2. Esta vez el capital

u2 será el promedio sobre alguno de los intervalos de longitud 1
4
. De esta manera el ca-

pital será el promedio sobre un determinado subintervalo diádico. Entonces, ¿cómo varı́a
el capital en el tiempo t? ... Se observa que si continuamos jugando entonces el capi-
tal variará en la forma un+1(x) − un(x) en el tiempo t, y el tamaño de la apuesta será
|un+1(x)− un(x)|. Y ası́ podemos seguir jugando ... hasta que paremos y de esta manera
se llega a un “lı́mite”(tiempo de “parar”) pues se puede ganar o perder y lo “razonable”
es ponernos en el promedio y poner un tope al juego, es decir, parar de jugar cuando
se llega a tal tope. Ası́ surge la expresión “tiempo de parar” (“stopping time”). Esta
idea fue abstraı́da matemáticamente y es un útil concepto en el análisis de los procesos
estocásticos.

Veamos un argumento cotidiano. Si en cada jugada apostamos una elevada cantidad de
dinero entonces sentimos que nuestro dinero no va a permanecer limitado; en cambio, si
siempre apostamos pequeñas cantidades entonces nuestro capital estarı́a limitado. Cuan-
do jugamos, al apostar se usan diferentes estrategias; por ejemplo, si apostamos grandes
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cantidades de dinero y ganamos, podrı́amos parar de jugar y retirarnos; pero si perde-
mos podrı́amos apostar todo lo que nos queda al azar! Ası́, podrı́amos decir que cuando
apostamos grandes cantidades, el capital tiende a ser divergente; en cambio a pequeñas
apuestas, el capital tiende a converger. De esta manera para que tengamos un lı́mite de
nuestro capital, es importante que hagamos pequeñas apuestas y por tanto el capital estará
limitado. Esto concuerda con el teorema de Calderón.

Ahora bien, expresemos estas ideas en forma analı́tica: la expresión
supn |un(x)| < ∞ nos dice que nuestros capitales son limitados y esto motiva construir
el conjunto E = {x/ supn |un(x)| < ∞} . Se observó que el conjunto E es igual al con-
junto F = {x/

∑∞
n=1[un(x) − un−1(x)]

2 < ∞} ctp. De esta expresión se destaca que la
expresión {

∑∞
n=1[un(x)−un−1(x)]

2} 1
2 es llamada la “función cuadrado martingala” o la

función S. Esta función S cuando se la considera desde el punto de vista de las funcio-
nes armónicas, se la conoce como la función área de Lusin, la cual es útil en el análisis
armónico, en particular en la teorı́a de Littlewood-Paley. Por otro lado, recordemos que
la variación de un capital en un juego de azar es de la forma un(x) − un−1(x) y que el
tamaño de la apuesta es dado por |un(x) − un−1(x)|, lo cual sugiere tomar el gradiente
∇u en el caso de una función armónica u(x, t) definida sbre el semi-espacio superior R2

+;
la sumatoria es reemplazada por una integral y se tiene como función área de Lusin lo
siguiente

Su(x, t) =

{∫
Γ(x)

|∇u(y, t)|2y1−ndydt

} 1
2

.

También por analogı́a se tiene para la función maximal, u∗(x) = supΓ(a) |u(x)|. Se verifi-
ca que, en algún sentido, Su y u∗ son equivalentes y que se verifica
||u∗||Lp ≃ ||Su||Lp , 0 < p < ∞. En este terreno se obtuvieron muchos resultados que
contribuyeron al desarrollo del análisis armónico y de la teorı́a de martingalas.

1.3. Martingalas, Integrales Singulares y la Clase LlogL: Una visión. Se remarca
que varias teorı́as que nacieron en el análisis armónico fueron puestas en el lenguaje de las
probabilidades, de los procesos estocásticos, en particular de las martingalas. Un ejemplo
de lo expresado es la teorı́a de las integrales singulares de Calderón-Zygmund, iniciada
en 1952, [5], la cual es aplicada a las probabilidades relacionadas con las transformadas
martingalas que fueron consideradas por D. L. Burkholder en 1966, [6]. Uno de los resul-
tados centrales de la teorı́a de Calderón-Zygmund es demostrar que el operador integral
singular Tf(x) =

∫
Rn k(x − y)f(y)dy, donde el núcleo k(x) satisface ciertas condicio-

nes, es un operador limitado en Lp, 1 < p < ∞, esto es, se tiene ||Tf ||Lp ≤ Ap||f ||Lp .
En tal teorı́a está la idea de descomponer la función en dos funciones: una “buena” y la
otra “mala”, ideas que fueron estudiadas en el contexto de las martingalas, en donde se
han verificado análogas desigualdades para transformadas martingalas; ver [7]. Veamos
algunos argumentos al respecto. En 1939 Jean Ville introdujo el nombre de “martingala”,
teorı́a que fue desarrollada como un capı́tulo de los procesos estocásticos (ver el libro
J.L.Doob, 1953, [8]) y conectada con la clase LlogL:

LlogL = {f/
∫
|f(x)|log+|f(x)|dx <∞} , donde

log+|f | = log|f |, si |f | ≥ 1, = 0 si |f | < 1.
Ahora recordemos que en un juego de azar aparece el supremo de una sucesión de fun-
ciones, y también el supremo de una función; el considerar supremos es una estrategia
usada con frecuencia en este tipo de análisis, armónico y de martingalas. Por ejemplo un
supremo muy usado, y famoso, es la función maximal de
Hardy-Littlewood

Mf(x) = sup
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy

donde B(x, r) es una bola de centro x y radio r; |B(x, r)| es su medida de Lebesgue.
Otro caso es el siguiente, caso discreto, sea f1, f2, ... una sucesión de variables aleatorias
y pongamos

An =
∑n

k=1 fk
n

y A∗ = supn |An|
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Se observó que las funciones maximales de Hardy-Littlewood y A∗ pueden ser considera-
das como casos particulares en un contexto más amplio, en el de las martingalas. Veamos
dos de tales resultados.

Teorema 1.1. Teorema de Burkholder: A∗ ∈ L1 si y solo si f ∈ LlogL.
Teorema 1.2. Teorema de E.Stein: Mf ∈ L1 si y solo si f ∈ LlogL. Gundy, [7],

verifica que ambos teoremas pueden ser interpretados como resultados especiales de la
teorı́a de martingalas, a donde se llevan resultados generalizados del análisis real. De esta
manera ambos teoremas anteriores son casi los mismos bajo la óptica de las martingalas.

2. Algunas Ideas Matemáticas. Sea Ω un conjunto no-vacı́o; una σ-álgebra en Ω es
una familia de subconjuntos F tal que:

(i) ∅ ∈ F .

(ii) Si A ∈ F , entonces Ac ∈ F .

(iii) Si An ∈ F , entonces
⋃∞

n=1An ∈ F .

(Ω, F ) es llamado un espacio medible.

Ejemplo 2.1. Sea (Ω, F ) un espacio medible y f : Ω → Y una función donde Y es
un cierto conjunto. Entonces G = {S ⊂ Y/f−1(S) ∈ F} es una σ-álgebra.

Definición 2.1. (Probabilidad). Sea F una σ-álgebra de subconjuntos de Ω. La fun-
ción P : F → [0, 1] es llamada una probabilidad si:

• P (Ω) = 1 y

• si {An} es una familia de conjuntos en F y Ai ∩ Aj = ∅, i ̸= j entonces se tiene
P (

⋃∞
n=1An) =

∑∞
n=1 P (An).

La terna (Ω, F, P ) se llama espacio de probabilidad. Una variable estocástica f es
una función F -medible y su esperanza es su integral E(f) con respecto a P ; esto es
E(f) =

∫
f(x)dP (x). Sea ahora f ∈ L1

loc(Ω), F -medible y F ′ una subálgebra de F ,
entonces la esperanza condicional de f es definida siendo la función F ′-medible g sobre
Ω, definida vı́a:

∫
A
f(x)dP (x) =

∫
A
g(x)dP (x), para toda A ∈ F ′.

Nota 2.1. Tal función g existe unı́vocamente. (Radon-Nikodyn).
Notación: g = E(f/F ′).

Corolario 2.1.

(i) Si F ′ = F , entonces f = g.

(ii) Si f ≥ 0, entonces
∫
g(x)dx ≥ 0 o E(f/F ′) ≥ 0.

(iii) Si f es F ′-medible, entonces E(f/F ′) = f ; en particular, E(1/F ′) = 1.

(iv) E(f1 + f2/F
′) = E(f1/F

′) + E(f2/F
′). Se tiene, también∫

A

(f1 + f2)(x)dP (x) =

∫
A

(g1 + g2)dP (x) y E(αf/F ′) = αE(f/F ′).

(v) E(E(f/F ′)/F ′) = E(f/F ′). [Si E(E(f/F ′)/F ′) = g1 y E(f/F ′) = g2 se
tiene, respectivamente,

∫
A
E(f/F ′)dP =

∫
A
g1dP y

∫
A
fdP =

∫
A
g2dP . Luego,∫

A
fdP =

∫
A
g1dP y por tanto g1 = E(f/F ′) = g2].

(vi) Si h es F ′ - medible y está en L∞, entonces E(hf/F ′) = hE(f/F ′).

(vii) Si F ′
1 ⊂ F ′, entonces E(E(f/F ′)/F ′

1)) = E(f/F ′
1). [si g = E(f/F ′) y g1 =

E(f/F ′
1) considerando la hipótesis se tiene

∫
A
fdP =

∫
A
gdP , para todo A ∈ F ′

1

y
∫
A
fdP =

∫
A
g1dP , para todo A ∈ F ′

1, de donde se obtiene E(f/F ′) =
E(f/F ′

1). Pero de (v) se tiene que E(E(f/F ′
1)/F

′
1) = E(f/F ), de donde se ob-

tiene la tesis].
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(viii) Si f y g están en L2(Ω) entonces
∫
Ω
E(f)gdP =

∫
Ω
fE(g)dP .

[
∫
Ω
E(f)gdP =

∫
Ω
E(E(f)g)dP =

∫
Ω
E(f)E(g)dP ,∫

Ω
fE(g)dP =

∫
Ω
E(fE(g))dP =

∫
Ω
E(f)E(g)dP ].

(ix) Si f ∈ Lp(Ω, F, P ), 1 ≤ p ≤ ∞, entonces

E(f/F ′) ∈ Lp(Ω, F, P ) y ||E(f/F ′)||Lp ≤ ||f ||Lp .

[Sea 1
p
+ 1

q
= 1; E(f/F ′) es F ′-medible; luego,

||E(f/F ′)|| = sup
g medible en F ′; ||g||Lq≤1

{
∫
Ω
E(f(x)).g(x)dP} =

sup
g medible en F ′; ||g||Lq≤1

{
∫
Ω
f(x).g(x)dP} ≤

sup
g medible en F; ||g||Lq≤1

{
∫
Ω
f(x).g(x)dP} = ||f ||Lp].

Definición 2.2. (Definición de Martingala) {F ′
n}, n = 0, 1, ..., una sucesión creciente

de subálgebras de F , esto es F ′
0 ⊂ F ′

1 ⊂ F ′
2 ⊂ ... y sea f = {fn} una sucesión de

variables estocásticas adaptada a {F ′
n}, n = 0, 1, ..., en el sentido de que cada fn es F ′

n-
medible. La sucesión f = {fn}, n = 0, 1, ..., es una martingala si E(fn/F ′

n−1) = fn−1.
Observemos que la definición implica∫

A

fndP = E(fn/F
′
n−1)dP =

∫
A

fn−1, para todo A ∈ F ′
n−1.

Ejemplo 2.2. Sea Ω = [0, 1] con la usual medida de Lebesgue y F ′
n la σ-subálgebra

generada por los intervalos Ii = [ i
2n
, i+1

2n
], i = 0, 1, ..., n− 1. Ahora se define

fn(x) = 2i
∫
Ii

f(y)dy, donde x ∈ Ii, i = 0, 1, ..., n− 1.

Entonces f = {fn} es una martingala.
Ejemplo 2.3. Sea la función área de Lusin: Sf = {

∑∞
n=1(fn − fn−1)

2} 1
2 . Si Snf =

{
∑n

i=1(fi − fi−1)
2} 1

2 , entonces {f 2
n − (Snf)

2} es una martingala.
Recordemos nuestra situación de jugador al azar; vimos la conveniencia de parar en

determinado momento; es decir, dejar de jugar en un tiempo dado. Esto es el “stopping
time”, tiempo de parar; esta idea fue puesta en un contexto abstracto vı́a la noción: “Un
“tiempo de parar” es una aplicación T : Ω → Z+ = {0, 1, 2, ...,∞} tal que para todo
n, el conjunto {x/T (x) ≤ n} está en F ′

n”.
Esta idea está relacionada con procesos fı́sicos. Ası́, sea u(x, t) una función armónica de-
finida en el subespacio superior Rn+1

+ . Entonces el movimiento browniano es descrito por
(xt, yt), t ≥ 0, que inicia su movimiento en (x0, y0) ∈ Rn+1

+ y termina o “para” en el
tiempo T = ı́nf{t/yt = 0}.
Es decir, el movimiento browniano en Rn+1

+ consiste en partir de un punto (x0, y0) ∈ Rn+1
+

y parar en el primer momento en que la trayectoria “toca” al contorno Rn.

2.1. Procesos Estocásticos. Una definición base es la de proceso estocástico; la idea
es: si se tiene determinado sistema, él puede cambiar o evolucionar de acuerdo al tiempo
en función de cierta ley. Ası́, sea Xt el estado del sistema en el tiempo t, el cual podrı́a
ser considerado como una variable aleatoria para cada valor de t. El conjunto o colección
de estas variables aleatorias es llamado un “proceso estocástico”. Se observa que en un
proceso estocástico las variables aleatorias no son independientes entre si. Y, justo por
esta dependencia se tienen distintas clases de procesos. Más formalmente: “Sea el espa-
cio de probabilidades (Ω, F, P ) y el conjunto T , llamado espacio parametral. Un proceso
estocástico es una familia de variables aleatorias {Xt/t ∈ T} parametrizada por T , en
donde las variables toman valores en un conjunto S, que se llama espacio de estados”.
El espacio parametral puede ser discreto o continuo. Como ejemplo del primer caso
sea T = {0, 1, 2, ...} y se tiene un proceso a tiempo discreto y, en general, se escribe
{Xn/n = 0, 1, 2, ...}. Por otro lado, si (por ejemplo) T = [0,∞] se tiene un proceso a
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tiempo continuo y se escribe {Xt/t > 0}.
Ver las excelentes Notas de L. Rincón, [9] para mayores detalles.

El movimiento browniano o proceso de Wiener es un ejemplo de proceso estocástico;
otro es el proceso de Poisson, esto es un proceso que registra los sucesos muy pocos pro-
bables en tiempo continuo, como sucede en el campo de los seguros; en este proceso el
tiempo transcurrido entre los saltos cumple una distribución exponencial. Otros ejemplos
de procesos estocásticos son los procesos de Markov, los procesos estacionarios, las mar-
tingalas, los procesos de Lévy (el movimiento browniano y los procesos de Poisson son
ejemplos de procesos de Lévy), los procesos gausianos, ... . Debemos destacar al libro
de J. L. Doob (1910-2001), [8], pues es un tratado pionero de los procesos estocásticos
que fue publicado en 1953 y es fuente de consulta de posteriores escritos sobre los proce-
sos estocásticos. Según Doob un “proceso estocástico es la abstracción matemática de un
proceso empı́rico cuyo desarrollo es gobernado por leyes probabilı́sticas”. La obra consta
de 654 páginas y cubre el universo conocido entonces sobre este tema.

Veamos otras ideas matemáticas en la ruta que nos interesa.

2.2. Variables Aleatorias. Todo evento es caracterizado por una propiedad P , que
depende del resultado aleatorio del experimento. A todo evento le está asociado un sub-
conjunto F de puntos de Ω, donde Ω es el conjunto de los resultados posibles y que es
llamado “el espacio de muestras”. Tal subconjunto, clásicamente, es una σ- álgebra F de
Ω y ası́, el experimento es caracterizado por el par (Ω, F). Recordemos que una probabili-
dad es una función P : F → [0, 1] con las propiedades dadas anteriormente y que el trı́o
(Ω, F, P ) es llamado un espacio de probabilidades. La función P tiene las propiedades:

P (∅) = 0; P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B); P (
∞⋃
i=1

Ai) ≤
∞∑
i=1

P (Ai).

Sea R1 la recta y B1 es la σ-álgebra generada por los intervalos abiertos de R1; si se pone
Ω = R1 y µ es una medida (de probabilidad) en R1 y B1 , la función distribución de
µ es definida siendo f(x) = µ[(−∞, x]], para todo x ∈ R1. f es una función monótona
creciente, continua a la derecha; f(−∞) = 0 y f(+∞) = 1.
Sea (Ω, F, P ) un espacio de probabilidades y sea ∆ ∈ P (observemos que ∆ ⊂ Ω). La
función X : ∆ → R = R1 ∪ (−∞,∞) es llamada una variable aleatoria si para todo
conjunto de Borel B, es decir para B ∈ B1 se tiene {w/X(w) ∈ B} ∈ ∆∩F (es la traza
de F en ∆).
Se tiene que “X es una variable aleatoria si y solo si {w/X(w) < x} ∈ F , para todo
x ∈ R1”.

Nota 2.2. Este resultado aun es cierto si < es reemplazado por ≤, > o ≥. Toda
variable aleatoria X induce en (R1, B1) una probabilidad vı́a: PX(B) = P (X−1(B), para
todo B ∈ B1. Esta idea induce a la definición.

Definición 2.3. Dada la variable X , definida en (Ω, F, P ), se llama la función dis-
tribución de probabilidades de X , a la función distribución asociada a la medida PX

inducida en (R1, B1) por X . Ası́ se tiene:
f(x) = PX [(−∞, x]] = P [X−1((−∞, x])] = P [{w/X(w) ≤ x}].

Se verifica que: si X , Y son variables aleatorias definidas en (Ω, F, P ), entonces X +
Y ; XY ; X

Y
, Y ̸= 0; máx(X, Y ) y mı́n(X, Y ) son variables aleatorias.

Una variable aleatoria es llamada simple si ella toma a la máximo un número finito de
valores distintos. Se sabe que toda variable aleatoria X es el lı́mite de una sucesión {Xn}
de variables aleatorias simples; además, si X ≥ 0, {Xn} puede ser construida siendo
monótona creciente. En este caso sean α1, α2, ..., αn los valores asumidos por X y sea
X−1({αi}) = Ai, i = 1, ..., n. Entonces se tiene la definición (nuevamente)

Definición 2.4. “La esperanza de X es E(X) =
∑n

i=1 αiP (Ai)”. (Esta es la suma
parcial de la integral con respecto a P que vimos antes).
Veamos al respecto; sea X una variable aleatoria cualquiera. Si X ≥ 0 , existe una su-
cesión {Xn} de variables aleatorias simples tales que Xn ≥ 0 y Xn → X; {E(Xn)} es
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monótona creciente y si ella fuera limitada, entonces se define E(X) = ĺımn→∞E(Xn).
Si no fuera limitada, se asume E(X) = +∞. Por otro lado, si X es cualquiera, se tiene
X = X+ −X−, donde X+ ≥ 0 y X− ≥ O, y también se tienen E(X+) y E(X−). Si al
menos unos de estos valores es finito, se define

E(X) = E(X+)− E(X−).

Nota 2.3. Si ambos X+ y X− son infinitos, E(X) no es definida.
Notación: E(X) =

∫
Ω
X(w)dP (w).

Corolario 2.2. Si {An} es una sucesión disjunta, entonces∫⋃∞
n=1 An

X(w)dP (w) =
∑∞

n=1

∫
An
X(w)dP (w). También se tiene

• Si X1 ≤ X ≤ X2 entonces∫
A

X1(w)dP (w) ≤
∫
A

X(w)dP (w) ≤
∫
A

X2(w)dP (w),

con A ∈ F .

•
∣∣∫

A
X(w)dP (w)

∣∣ ≤ ∫
A
|X(w)|dP (w).

• Si {Xn} → X ctp. y si |Xn| ≤ Y , con E(Y ) <∞, entonces
ĺımn→∞E(Xn) = E(X).

Sea r > 0 un número real y X una variable aleatoria; se define el momento absoluto
de orden r de X vı́a: E(|X|r), si esta expresión es finita; en caso contrario el momento
es igual a +∞. Si E(|X|) < ∞, el momento absoluto central de orden r es definido
siendo E(|X −E(X)|r). Si r = 2, el momento absoluto central se llama varianza de X .
Se tiene entonces

var(X) = σ2(X) = E{(X − E(X))2} = E(X2)− (E(X))2.

Desigualdad de Chebyshev: sea X una variable aleatoria tal que E(X2) < ∞, en-
tonces dado ϵ > 0 se tiene P [{w/|X(w)− E(X) ≥ ϵ}] < 1

ϵ2
σ2(X).

Vectores Aleatorios. Sea g una función definida en la variable aleatoria X; se sabe que
de un modo general la esperanza de g es
E(g(x)) =

∫
g(x)df(x) =

∫
g(x)f(x)dx, donde f(x) = f

′
(x).

Si g(x) = x, E(X) = µ y es llamada la media de X . Si g(x) = (x− µ)2,
E(X − µ)2 = σ2 es llamada la varianza de X . Un vector aleatorio, n-dimensional, es
un vector columna X = (X1, ..., Xn)

′, donde Xi es una variable aleatoria,
i = 1, ..., n. La función distribución de X es definida vı́a
f(x1, ..., xn) = P [X1 ≤ x1, ..., Xn ≤ xn], para todo x1, ..., xn en R. La esperanza del
vector aleatorio X es: E(g(X)) =

∫
g(x1, ..., xn)df(x1, ..., xn).

Las variables aleatorias X1, ..., Xn son independientes si

P [X1 ≤ x1, ..., Xn ≤ xn] = P [X1 ≤ x1]...P [Xn ≤ xn].

Si E[Xi] <∞, i = 1, ..., n, la media de X = (X1, ..., Xn) es
µX = E(X) = (E(X1), ..., E(Xn)).

Si X = (X1, ..., Xn)
′ y Y = (Y1, ..., Yn)

′ son dos vectores aleatorios tales que Xi y Yj
tienen varianza finita, para todo i, j, entonces se define la matriz covarianza de X y Y
siendo la matriz: cov(X,Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))′].

En el contexto n-dimensional un proceso estocástico es una familia de variables alea-
torias {Xt}t∈T definidas sobre un espacio de probabilidades (Ω, F, P ), donde se remarca
que para cada t ∈ T fijo se tiene una función Xt(•) definida sobre Ω. Ası́ mismo, para
w ∈ Ω fijo, X•(w) es una función sobre T . Por otro lado, las funciones {X•(w)/w ∈ Ω}
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sobre T son llamadas las realizaciones o muestras del proceso {Xt}t ∈ T . Ası́ mismo,
si {Xt}t∈T es un proceso tal que la varianza de Xt es finita para cada t ∈ T , entonces

E[(Xr − E(Xr))(Xs − E(Xs))], donde r, s ∈ T,

es llamada la función autocovarianza de {Xt}; y se denota cov(Xr, Xs).
Nota 2.4. Cuando T = Z (los enteros), el proceso {Xt}t=0,±1,±2,... se llama una serie

de tiempo, la cual es usada frecuentemente en la teorı́a de probabilidades.
En los procesos estocásticos se tiene la idea de filtración la que está relacionada con las

martingalas. Veamos algunos argumentos, [9]. Sea (Ω, F, P ) un espacio de probabilidad,
donde F es una σ-álgebra. Se tiene la definición

Definición 2.5. “Una filtración es una familia de σ-álgebras {Fn}, n = 1, 2, ... donde
Fn ⊆ Fm si n ≤ m. Cuando Fn = σ{X1, ..., Xn}, n ≥ 1, se tiene la llamada filtración
cánónica del proceso {Xn}n≥1.
En el caso de tiempo continuo se tienen ideas análogas con {Ft}t≥0. En este contexto se
dice que:
“Un proceso estocástico {Xn}n≥1 es adaptado a una filtración {Fn}n≥1 si la variable X
es Fn-medible, para cada n ≥ 1”. Ası́ mismo se dice que:
“Un proceso {Xn}n≥1 es predecible respecto a la filtración {Fn}n≥0 si para cada n ≥ 1,
Xn es Fn−1-medible”. Por otro lado, se tiene también la noción de tiempo de paro (re-
cordemos la sección 3). Una variable aleatoria Xp con valores en N ∪ {∞} es lla-
mada un tiempo de paro respecto a la filtración {Fn}n≥1 si para cada n ≥ 1 se tie-
ne {Xp ≤ n} ∈ Fn”. Cuando se tiene el caso tiempo continuo se tiene la definición:
“Xp : Ω → [O,∞) ∪ {∞} es un tiempo de paro respecto a una filtración {Ft}t≥0 si se
tiene que para cada t ≥ 0, (Xp ≤ t) ∈ Ft.

En este contexto, y una vez más!, se tiene la noción de martingala: “Un proceso es-
tocástico discreto {Xn}n≥1 es llamado martingala, respecto a una filtración {Fn}n≥1 si se
verifica que:

•
∫
Ω
XndP <∞.

• El proceso es adaptado a la filtración {Fn}n≥1.

• E(Xm/Fn) = Xn ctp. para todo n ≤ m (condición de la martingala). (*)
Nota 2.5. Si en (*) en lugar de tener =, se tiene ≥, el proceso se llama una submar-

tingala; y si se tiene ≤, se llama una supermartingala. Para interpretar esta definición,
volver a los ejemplos motivadores dados en la sección 3.

3. Análisis Armónico-Estocástico. Los EspaciosHp yBMO. En esta sección con-
tinuamos explorando la interrelación entre el clásico análisis armónico y el análisis es-
tocástico, y su relación con los, también, clásicos espacios de Hardy y los espacios de
oscilación media acotada, BMO. Todo ello es estimulado porque rescatando resultados
centrales de un análisis “puro”se encontraron modelos análogos en un análisis que tiene
muchas aplicaciones concretas, al mundo donde vivimos. Y esto es importante, y un ob-
jetivo de este escrito es rescatar tal valor como una motivación para un lector interesado
en estos temas.

3.1. El Espacio Hp(R). , 1 < p < ∞. La evolución de los espacios Hp está re-
lacionado con fundamentales cuestiones del análisis real y del complejo. Veamos; sea
f ∈ Lp(R), 1 < p < ∞, esto es,

∫
R |f(x)|

pdx < ∞, al cual le asociamos la función
analı́tica F (x+it) = U(x, t)+iV (x, t), dondeU(x, t) = P (x, t)∗f (convolución), siendo
P (x, t) = t

π(t2+x2)
el núcleo de Poisson y V (x, t) = Q(x, t) ∗ f , donde Q(x, t) = x

π(t2+x2)

el núcleo conjugado de Poisson. Se verifica que∫∞
−∞ |F (x+ it)|pdx ≤ Ap||f ||pLp , para todo t > 0, lo que sugiere la definición:

Hp(R) = {F (x+ it) analı́ticas/||F ||Hp =

(
sup
t>0

∫ ∞

−∞
|F (x+ it)|pdx

) 1
p

<∞}.

Se tiene la aplicación bicontinua Lp → Hp, f(x) → F (x+ it) que satisface
||f ||Lp ≤ ||F ||Hp ≤ Ap||f ||Lp .
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Aún más, tal aplicación es sobreyectiva y Lp es isomorfo topológicamente con Hp. Si
p = 1 se verifica que la aplicación H1(R) → L1(R),
F (x, t) → f(x) = ĺımt→0 U(x, t) es inyectiva y continua pero no sobre. La imagen de
H1 es la clase de las funciones f ∈ L1 tal que f̂ ∈ L1.

Caso n-dimensional. Para definir Hp(Rn) se exigen condiciones extras; sea x ∈ Rn,
t ∈ R+ y F (x, t) = (u0(x, t), u1(x, t), ..., un(x, t)), donde las componentes son funciones
armónicas en Rn+1

+ y la correspondiente matriz jacobiana J , tiene traza cero. Bien; bajo
ciertas condiciones (“las condiciones de Cauchy-Riemann”) se define

Hp(Rn) = {F (x, t)/||F ||Hp =

(
sup
t>0

∫
Rn

|F (x, t)|pdx
) 1

p

<∞}, 1 < p <∞.

Nota 3.1. La definición de Hp(Rn) tiene sentido para 0 < p < ∞, pero el rango
0 < p < 1 es más delicado.

Los espacios Hp(Rn) son caracterizados en términos de la función maximal no-
tangencial. Veamos. Sea u(x, t) una función armónica definida sobre Rn+1

+ , a la que se
le asocia la función maximal (recordemos al teorema de Calderón! Sec. 1.2) u∗(x) =
sup|x−y|<t |u(y, t)|, llamada la función maximal no-tangencial de u(x, t) (o de f si u es la
integral de Poisson de f ). En el caso particular n = 1 y F (x+ it) = U(x, t) + iV (x, t) ∈
Hp(R), se verifica que la función F ∗(x) = sup|x−y|<t |F (y + it)| está en Lp y se tiene
||F ∗||Lp ≃ ||F ||Hp .
Además se verifica que ||u∗||Lp ≃ ||F ||Hp , esto es ||F ∗|| ≈ ||u∗||Lp . Recı́procamente, si u
es una función armónica en R2

+ tal que u∗ ∈ Lp, entonces u es la parte real de un elemento
en Hp. En conclusión se tiene el fundamental resultado de Burkholder-Gundy-Silverstein
de 1971, [10]:

“Los elementos de Hp(R) se identifican con las funciones armónicas cuyas funciones
maximales no-tangenciales están en Lp(R)”. Un argumento similar vale en Rn, lo que
permite dar la redefinición
“Hp(Rn) = {u(x, t) armónicas /u∗(x) ∈ Lp(Rn)}”, donde además se tiene
||u||Hp(Rn) ≃ ||u∗||Lp , 1 < p <∞.

3.2. Los EspaciosBMO. . Los espacios de oscilación media acotada,BMO, fueron
introducidos por F. John-L. Nirenberg en 1961, [11], espacios que fueron muy investiga-
dos en conexión con distintas áreas del análisis armónico y estocástico. Por definición se
tiene:

BMO = {f ∈ L1(Q0)/[f ]BMO = sup
Q⊂Q0

1

|Q|

∫
Q

|f(x)− fQ|dx ≤M <∞},

donde Q0 es un cubo fijo en Rn, y tanto Q0 como Q son cubos con lados paralelos
a los ejes coordenados; fQ es el promedio 1

|Q|

∫
Q
f(x)dx. Con la norma ||f ||BMO =

[f ]BMO + ||f ||L1(Q0), BMO es un espacio de Banach.

En la segunda mitad del siglo pasado estos espacios fueron investigados, generali-
zados y aplicados a diversas áreas del análisis, como son las ecuaciones en derivadas
parciales, las funciones analı́ticas, la teorı́a de la probabilidad, en particular en el análisis
estocástico que ahora nos interesa, los espacios de tipo parabólico, en la teorı́a de inter-
polación, ... . Observemos que el espacio de la funciones acotadas, L∞, está contenido
en BMO; ası́ como BMO ⊂ Lp(Q0), para 1 < p < ∞; esta observación es importante
cuando se comprobó que BMO es el adecuado substituto de L∞ en ciertas situaciones
que fallan en el caso lı́mite L∞. Ası́ mismo, el substituto de L1 es el espacio de Hardy H1

(⊂ L1), definido (esta vez!) por

H1(Rn) = {f ∈ L1/Rjf(x) ∈ L1, j = 1, 2, ..., n},

donde Rj es la transformada de M. Riesz, definida por [Rjf ]̂ (x) =
xj

|x| f̂(x). H
1 es un

espacio de Banach con la norma ||f ||H1 = ||f ||L1 +
∑n

j=1 ||Rjf ||L1 .
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Un fundamental resultado que relacionaH1 conBMO fue establecido por Ch. Feffer-
man en 1971, [2], y ampliamente desarrollado por el central trabajo de Fefferman-Stein,
[3] en 1972; tal teorema afirma que (H1)∗ = BMO(∗ = dualidad), donde < f, g >=∫
f(x)g(x)dx, con f ∈ S0, g ∈ BMO. Tal funcional se extiende por continuidad a una

forma bilineal continua sobre H1 ×BMO. Se tiene la siguiente caracterización:

“g ∈ BMO si y solo si g = g0 +
∑n

j=1Rjgj , donde gj ∈ L∞, j = 0, 1, ..., n”.

3.3. Los Operadores Integrales Singulares. [5]. De un modo general sobre los es-
pacios BMO y H1, y sus respectivas generalizaciones, se hacen actuar operadores de
tipo convolución, como son los operadores integrales singulares de Calderón-Zygmund
Tf(x) = v.p.

∫
Rn h(x−y)f(y)dy, donde el núcleo h(x) es homogéneo de grado −n, esto

es satisface h(λx) = λ−nh(x) ó h(x) = |x|−nh( x
|x|);

∫
Σ
h(x)dσ = 0; además h(x) satis-

face ciertas condiciones de regularidad, como h ∈ C∞(Σ), donde Σ = {x ∈ Rn/|x| = 1}
(la esfera unitaria). En la teorı́a clásica se sabe que: “T : Lp → Lp, 1 < p < ∞, es un
operador continuo”, y que los casos crı́ticos son p = 1 y p = ∞, lo que resalta el papel
de los espacios BMO y H1. De un modo general, en el contexto de los operadores tipo
convolución, se tiene el teorema de U. Neri, [12], “si g ∈ L1, entonces T : H1 → H1,
f → g ∗ f , es un operador continuo el que se extiende a un operador continuo sobre
BMO, con norma ≤ ||g||L1”.

La extensión de estos espacios, BMO y H1, a los de tipo Sobolev es vı́a (k ∈ Z+):
H1

k = {f ∈ H1/Dαf ∈ H1, |α| ≤ k}, ||f ||H1
k
= ||f ||H1 +

∑
|α|≤k ||Dαf ||H1 ,

BMOk = {f ∈ BMO/Dαf ∈ BMO, |α| ≤ k},
||f ||BMOk

= ||f ||BMO +
∑

|α|≤k ||Dαf ||BMO, espacios que con sus respectivas normas,
son espacios de Banach. Se tiene, [12]:
“si h es un núcleo de Calderón-Zygmund, entonces se tiene T : H1

k → H1
k ,

f → h ∗ f , y T : BMOk → BMOk, f → h ∗ f , son operadores continuos”.

Por lo expuesto, vamos sintiendo que mucho de lo investigado en el análisis armóni-
co ha encontrado el lenguaje apropiado en el análisis estocástico y ası́ tener teorı́as que
pueden resolver situaciones concretas de nuestra vivencia. En particular, resaltamos la co-
nexión tenida de clásicas teorı́as con las series de Fourier, una teorı́a central que surgió a
inicios del siglo XIX y que tuvo una gran influencia en el desarrollo de importantes teorı́as
en el siglo XIX, el XX y aún en el presente. Una visión de este progreso lo da el capı́tulo 2
del libro de Petersen, [1], que nos permitimos reproducir porque nos ayuda a comprender
la evolución de las ideas clásicas que se hicieron en el análisis armónico y que algunas
fueron reproducidas en relación con el movimiento browniano, los espacios de Hardy Hp

y los espacios BMO; ası́ como se encontraron relaciones con los operadores integrales
singulares de Calderón-Zygmund e ideas afines, como la teorı́a de Littlewood-Paley, por
ejemplo. Veamos algunas notaciones a ser usadas.D es el disco unitario {z ∈ C/|z| < 1}
en el plano complejo, Γ = {eiθ/0 ≤ θ < 2π} es su contorno siendo m su normaliza-
ción. Sea f una función definida sobre D, 0 < p < ∞ y 0 ≤ r < 1; entonces se define

Mp(r, f) =
(∫ 2π

0
|f(reiθ)|pdm(θ)

) 1
p
. En este contexto, una función analı́tica f definida

sobre D pertenece al espacio Hp si supr<1Mp(r, f) = ||f ||p < ∞. H∞ es el espacio de
las funciones analı́ticas acotadas sobre D. ũ representa la única función conjugada de u,
una función armónica de valor real. Sea 0 < σ < 1 fijo; sea un cı́rculo de centro en el
origen y radio σ; y sea eiθ un punto sobre la frontera de D; de este punto se traza las dos
tangentes al anterior cı́rculo; esto determina un dominio que se denotará con Ωσ(θ) a su
interior. (“idea de convergencia no-tangencial”). Entonces:

• la clásica función maximal de una función f , definida sobre D es
Nσf(e

iθ) = sup{|f(z)|/z ∈ Ωσ(θ)}; ası́ mismo se definen:

• la función cuadrado SσF (e
iθ) =

[∫ ∫
Ωσ(θ)

|F ′(z)|2dxdy
] 1

2
, donde F es una fun-

ción analı́tica sobre D;
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• la función de Littlewood-Paley g
F
(eiθ) =

[∫ 1

0
(1− r)|F ′(reiθ)|2dr

] 1
2
, donde F

es una función analı́tica sobre D.

Ahora veamos las contribuciones hechas en el siglo pasado, las que están relacionadas
con trabajos hechos en el análisis estocástico (martingalas, ...).

(i) En 1930 G. H. Hardy-J. E. Littlewood, [13], verificaron que “para cada p , 0 <
p <∞, existe una constante c tal que si F = u+ iũ es analı́tica sobre D entonces
se tiene

|NσF (e
iθ)|pdm(θ) ≤ c sup

0≤r≤1

∫ 2π

0

|F (reiθ)|pdm(θ),

esto es ||NσF ||Lp(Γ) ≤ cp||F ||Hp .

(ii) En 1930 N. Lusin, [14], probó que “para todo σ, 0 < σ < 1, existe una constante
Aσ tal que siF (z) =

∑∞
n=0 anz

n está enH2, entonces se tiene
∫ 2π

0
[SσF (e

iθ)]2dm(θ) ≤
Aσ

∑∞
n=0 |an|2”. Se observa entonces que se tiene SσF (e

iθ) <∞, ctp θ.

(iii) Los matemáticos polacos J. Marcinkiewicz y A. Zygmund probaron en 1938, [15],
que

• “Para cada σ, 0 < σ < 1, p con 0 < p <∞, existe una constante Ap,σ tal que
||SσF ||Lp(Γ) ≤ Ap,σ||F ||Hp , donde F es una función analı́tica sobre D”.

• “Si F es una función analı́tica sobreD y tiene un lı́mite no-tangencial en todo
punto de un subconjunto E de Γ, el cual tiene medida positiva, entonces se
tiene SσF (e

iθ) <∞, ctp sobre E.

(iv) En 1943 D. Spencer, [16], prueba que: “Si F es una función analı́tica sobre D, si
E ⊂ Γ tiene medida positiva y si para cada eiθ existe σ(θ), 0 < σ < 1, tal que
SσF (e

iθ) <∞, entonces F tiene un lı́mite no-tangencial en todo punto de E”.

(v) En 1931 Littlewood-Paley, [17], probaron que “para cada p, 0 < p < ∞, existe
una constante Cp tal que si F es una función analı́tica sobre D, entonces se tiene
||g

F
||Lp(Γ) ≤ Cp||F ||Hp”. Recı́procamente, para 1 < p <∞, existe una constante

Bp tal que para cada F analı́tica sobre D se tiene ||F ||Hp ≤ Bp||g F
||Lp(Γ)”.

(vi) Marcı́nkiewicz-Zygmund en 1938, [2], nos dicen: “para cada σ,
0 < σ < 1, existe una constante Aσ tal que si F es una función analı́tica sobre D,
entonces se tiene

g
F
(eiθ) ≤ AσSσF (e

iθ), para todo θ ∈ [0, 2π]”.

Nota 3.2. En 1938 G. Gasper extendió algunos de estos resultados sobre g
F

y SσF
a mayores dimensiones; ver [18]. Ası́ mismo, M. Riesz en 1920 hizo notables con-
tribuciones a los espaciosHp, 0 < p <∞, dondeHp = {u armónica de valor real en D/||u||Hp =
sup0≤r<1Mp(r, u) <∞}, yH∞ = {u armónica limitada de valor real en D con la norma del supremo}.
Entonces Riesz prueba que para p, 1 < p < ∞, existe una constante Cp tal que
se tiene

||ũ||Hp ≤ Cp||u||Hp , para todo u ∈ Hp.

(vii) Le debemos al matemático ruso A. N. Kolmogorov el siguiente resultado, 1925,
[19]: “para cada p, 0 < p < 1, existe una constante Cp tal que si u ∈ H1 entonces
||ũ||Hp ≤ Cp||u||H1”. En 1974 B. Davis, [20] usó el movimiento browniano para
dar una demostración de este resultado de Kolmogorov y encontró mejores valo-
res para la constante Cp.
Una Visión del Espacio Dual de Hp, [1]. Recordemos que el dual de H1 es
BMO, donde BMO es el substituto de L∞ y que H1 es el substituto de L1 pues
los casos crı́ticos de los espacios Lp son p = 1 y p = ∞. Es posible que es-
te resultado de Fefferman haya sido motivado por el trabajo de M. Riesz sobre
los espacios Lp, 1 ≤ p < ∞. El resultado de Riesz dado en la Nota anterior
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sugirió que si g ∈ Lq(Γ) para algún q > 1 (y entonces existe una expansión
g(eiθ) ∼

∑∞
n=−∞ ane

inθ), entonces esta expansión está en Hq. Esta observación
motivó para identificar al espacio dual de Hp, 1 ≤ p < ∞. Se llegó a demostrar
que (Hp)∗ = Hq, donde 1 ≤ p < ∞ y 1

p
+ 1

q
= 1. En esta dirección se tienen las

contribuciones A. E. Taylor ,1950, [21] y otros trabajos.
El Enfoque Martingala. Ya hemos manifestado que muchas de las ideas del
análisis armónico fueron puestas en la teorı́a de las martingalas. Se han escrito mu-
chos trabajos al respecto; algunos de ellos aparecen en las Referencias. Veamos.
Sea la sucesión f1, f2, ..., fn, ... una martingala, donde E(fn+1/f1, ..., fn) = fn,
entre otros detalles. Entonces se define:

(a) la función maximal de {fn} es f ∗ = supn |fn|;

(b) la función cuadrado de {fn} vı́a Sf = [
∑∞

n=1(fn+1 − fn)
2]

1
2 .

Entonces, D. L. Burkholder en 1966, [6], probó que para cada p, 1 < p < ∞,
existen las constantes cp y Cp tal que se tiene: cp||Sf ||p ≤ ||f ∗||p ≤ Cp||Sf ||p.
Este resultado fue extendido por B.Davis en 1970, [22], para el caso p = 1. En
el caso de las martingalas, el resultado anterior fue extendido a 0 < p < 1 por
Burkholder-Gundy en 1970, [23], siempre que las martingalas satisfagan ciertas
condiciones de regularidad. En [10] Burkholder-Gundy-Silverstein (BGS), 1971,
verifican el vital resultado: “para cada σ, 0 < σ < 1, y p, 0 < p < ∞, existen las
constantes cσ y Cσ,p tal que si u es una función armónica sobre D y F = u + iũ
es su relacionada función analı́tica, entonces se tiene

cσ,p||Nσu||Lp(Γ) ≤ ||F ||Hp ≤ Cσ,p||Nσu||Lp(Γ)”.

Este resultado de (BGS) jugó un rol muy importante en el estudio de los clásicos
espacios de Hardy, los cuales fueron llevados al lenguaje de las martingalas donde
también contribuyeron B. Davis y otros. En esta ruta el problema de la dualidad,
notablemente estudiado por Ch. Fefferman-E.Stein, [3], también fue investigado
vı́a las martingalas. El arriba teorema de (BGS) también implica que “si 0 < p <
∞, entonces F ∈ Hp si y solo si la función maximal de Re(F ) está en Lp”.

(viii) Regresamos al trabajo de Fefferman-Stein, [3]; se establece que: “si F = u + iũ
es una función analı́tica sobre D y 0 < p <∞, entonces
F ∈ Hp si y solo si NσF ∈ Lp si y solo si SσF ∈ Lp si y solo si Sσu ∈ Lp si y
solo si Nσu ∈ Lp”.
En el mismo trabajo Fefferman-Stein establecen que:
“para una función de valor real ϕ ∈ L2(Γ) con

∫
ϕdm = 0, se tiene

existe una constante C tal que
∣∣∣∫ 2π

0
F (eiθ)(ϕ(eiθ)dm(θ)

∣∣∣ ≤ C||F ||H1 para todo

F ∈ H1 (m medida de Lebesgue) si y solo si ϕ = ψ1 + ψ̃2, donde
ψ1, ψ2 ∈ L∞(Γ) si y solo si ϕ ∈ BMO si y solo si
||ϕ||BMO = supI

1
m(I)

∫
I

∣∣ϕ−
∫
I
|ϕ|

∣∣ < ∞, I intervalo”. Además, se dedujo que
toda funcional lineal continua sobre H1 es determinada por una única función
ϕ ∈ BMO y que (H1)∗ = BMO.

4. Hp y BMO-Martingalas. Temas Afines. El capı́tulo 7 del libro de Petersen, [1],
está dedicado a las versiones martingalas de los espacios Hp y BMO. Como ya se ha
mencionado, las versiones clásicas de estos espacios y otros temas relacionados fueron
puestos en el lenguaje de las martingalas. En esta sección pretendemos dar una visión de
estos aspectos, donde se ha escrito mucho. Veremos nuevamente las nuevas versiones de
los ya mencionados analistas armónicos como Burkholder, Gundy, Garsia, ..., y de otros.

Veamos algunos argumentos; Seguimos a N. Roussanov, [24]. Sea (Ω, F, P ) un es-
pacio de probabilidad y {Fn}, n ∈ N, una sucesión decreciente de σ-álgebras tal que⋃

n Fn = F . Recordemos que una sucesión f = {fn}, n ∈ N, es una martingala si cada fn
es integrable, si fn es Fn-medible para todo n ∈ N y si E(fm/Fn) = fn para todo n ≤ m.
Si {fn} es una martingala se usará la siguiente notación: d0f = 0, dnf = fn − fn−1;
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la función maximal f ∗ = supm∈N |fm|; f ∗
n = supm≤n |fm|;

la función cuadrática Sm(f) =
(∑

n≤m |dnf |2
) 1

2 ; S(f) =
(∑

n∈N |dnf |2
) 1

2 ;

la variación cuadrática condicional sm(f) =
(∑

n≤mEn−1/|dnf |2
) 1

2 ;

s(f) =
(∑

n∈NEn−1/|dnf |2
) 1

2 .

4.1. Espacio de Hardy Martingala. Sea 0 < p ≤ ∞; por definición:
mHp,s = { espacio de martingalas /||f ||Hp,s = ||s(f)||p <∞},
mHp,S = { espacio de martingalas /||f ||Hp,S = ||S(f)||p <∞},
mHp,∗ = { espacio de martingalas /||f ||Hp,∗ = ||f ∗||p <∞},

Nota 4.1. Se usa la notación mHp ≡ mHp,S .

Nota 4.2. Si f ∈ L1 se observa que la sucesión f = (Enf)n∈N es una martingala.
(Enf = E(f/Fn)).
Si q ≥ 2 y f ∈ L2, para una martingala f sean las funciones ỹ tal que
En(|f − En−1f |2) ≤ En(ỹ

2), n ∈ N , entonces se define
mHq = {f ∈ L2/||f ||Hq = ı́nf ỹ[E(ỹ

q)]
1
q ≤ ∞}.

4.2. Espacio BMO-Martingala. Sea 1 < q <∞, entonces

mBMO = {f ∈ Lp/||f ||BMOf
= sup

n∈N
||(En|f − En−1f |q)

1
q ||q <∞.}

Vamos a tratar de “digerir” estas expresiones de un modo más explı́cito y pensando en
el teorema de la dualidad de Fefferman, [25]. Sea la sucesión {fn}, n ≥ 1, donde fn =
E(f/Fn), tal que satisface:

(a) fn es Fn-medible para todo n ∈ N;

(b) E(fn+1/Fn) = fn para todo n ∈ N;

(c) fn ∈ L1, para todo n ∈ N;

(d) supn ||fn||1 <∞.

Si una sucesión f = {fn} satisface (a) a (d), se dice f ∈ mL1 (“L1-martingala”). Se tiene
el siguiente resultado (Doob, [8], [25]): “si f = {fn} ∈ mL1, entonces fn → g ctp., para
alguna función g en L1”.

4.3. Espacios Lp-martingala, 1 < p <∞. . Por definición

mLp = {f = {fn}/f es una martingala y ||f ||mLp = sup
n∈N

||fn||Lp <∞}.

Nota 4.3. mLp es un espacio de Banach. Además, se observó que si 1 < p < ∞,
entonces mL ≃ Lp. Sea ahora f ∈ L1(Ω, F ); por definición (el operador maximal de f
como una martingala): Mf = supnE(f/Fn). El espacio H1 martingala se define vı́a

mH1 = {f ∈ L1(Ω, F )/||f ||mH1 = ||Mf ||L1 <∞}.

Ahora sea f# = supn∈NE(|f − fn−1|/Fn). El espacio BMO - martingala es

mBMO = {f ∈ L1(Ω, F )/||f ||mBMO = ||f#||L∞ <∞}.

4.4. Teorema de la Dualidad Martingala. [3]. “(mH1)∗ = mBMO”. Este artı́cu-
lo de Ch. Fefferman-E. Stein contiene un gran avance en la teorı́a de los espacios Hp y
contribuyó a mayores investigaciones sobre tales espacios, sobre todo en el caso de va-
rias variables. Ahı́ se desarrolla más la dualidad H1-BMO introducida por Fefferman,
en el contexto clásico, y luego puesta en el lenguaje de las martingalas. Contiene cinco
capı́tulos:
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I. Introducción.

II. Dualidad de Hp y BMO.

III. Aplicaciones a las acotaciones en Lp.

IV. Caracterización deHp en términos de propiedades de contorno de funciones armóni-
cas.

V. Teorı́a de variable-real de Hp.

Veamos algunos argumentos de la Introducción pues nos da interesantes mensajes so-
bre lo que tratará el “paper”. La clásica teorı́a de los espacios Hp tiene una interesante
historia desde la época de Hardy; ella está relacionada con la teorı́a de funciones comple-
jas y con las series de Fourier y su formulación n-dimensional comenzó en 1960 en un
trabajo de Stein-G. Weiss. Los autores de [3] mencionan que el objetivo de tal investiga-
ción es presentar un nuevo punto de vista de los espacios Hp en el contexto de la variable
real. Precisan que tres centrales ideas les motivaron su trabajo:

(a) los resultados sobre la acotación de ciertos operadores integrales singulares (teorı́a
de Calderón-Zygmund) podrı́an ser extendidos de los espacios Lp, 1 < p < ∞, a
los espacios Hp, p ≤ 1.

(b) El trabajo de Burkholder-Gundy-Silverstein, [10], ya mencionado arriba, motivó a
Fefferman-Stein de cómo su teorema podrı́a ser extendido a n-dimensiones. Vea-
mos la idea. Sea f = u+ iv una función analı́tica; entonces, “f ∈ Hp; 0 < p <∞
si y solo si la función maximal no-tangencial de u está en Lp”. Este resultado fue
probado usando el movimiento browniano y ası́ surgen puentes entre el análisis
armónico y el análisis estocástico.

(c) La tercera idea fue la identificación del espacio dual de H1 con el espacio BMO,
el espacio de las funciones de oscilación media acotada, resultado establecido por
Fefferman en [2] y que es el substituto de L∞. Mencionamos que la versión mar-
tingala del teorema de dualidad fue establecido por A. Garsia-C. Herz. Además,
Fefferman-Stein exploran nuevos caminos sobre el espacio H1 y posibles exten-
siones a Hp, p < 1. El lector interesado en estos temas es sugerido ver el trabajo
de Fefferman-Stein, [3].

Veamos algunos otros aspectos sobre el teorema de dualidad en relación con las mar-
tingalas y temas afines. El punto de partida es el artı́culo de Ch. Fefferman [2], en donde
se anuncian cuatro teoremas, que son:

Teorema 4.1. “BMO es el espacio dual del espacio de Hardy H1(Rn), donde el
producto interno es dado por < f, g >=

∫
Rn f(x)g(x)dx con f ∈ BMO y g pertenece

al subespacio densoC∞ de las funciones rápidamente decrecientes enH1”. Recordamos
que H1 es el espacio de las funciones f ∈ L1(Rn) cuyas transformadas de Riesz Rj(f)
están todas en L1.

Teorema 4.2. “f ∈ BMO si y solo si f = g0 +
∑n

j=1Rj(gj), donde
g0, g1, ..., gn están en L∞(Rn)”.

Nota 4.4. Ver [26] para mayores detalles sobre la transformada de Riesz. Fefferman
dice que la idea central de las pruebas de T1 y T2 es el estudio de la integral de Poisson de
una función en BMO.

Teorema 4.3. “f ∈ BMO si y solo si
∫
Rn

|f(x)|
(|x|+1)n+1dx <∞ (*) y∫

|x−x0|<δ, 0<t<δ
t|∇u(x, t)|2dxdt ≤ Cδn para todo x0 ∈ Rn y δ > 0, donde si f satisface

(*), ella tiene una integral de Poisson u(x, t) definida sobre Rn+1
+ ”. Fefferman afirma

que los teoremas (4.1) a (4.3) pueden ser usados para estudiar al espacio H1.
Teorema 4.4. “Sea F = (u0(x, t);u1(x, t), ..., un(x, t)) una función armónica sobre

Rn+1 satisfaciendo las ecuaciones de Cauchy-Riemann, ver [26]. Si la función maximal
no-tangencial u∗0(x) = sup|x′|<t, t>0 |u0(x − x′, t)| está en L1, entonces F está en H1”.
Este resultado, dice Fefferman, generaliza al resultado 1-dimensional de D. Burkholder-
R. Gundy-M. Silverstein, [10]. Estos teoremas, y otros temas, fueron desarrollados en el
artı́culo de Fefferman-Stein, [3] en donde se establece (en el lenguaje de las martingalas;
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ver [27]) que
“existe una constante universal C tal que para dos martingalas fn = E(f/Fn) y gn =
E(g/Fn), donde f0 = 0, se tiene∣∣∣∣∫

Ω

fngndP

∣∣∣∣ ≤ C||f ||H1||g||BMO. (4.1)

Por otro lado, Burguess Davis, en 1970, [22], estableció las desigualdades
1

C1

E(f ∗) ≤ E(S(f)) ≤ C2E(f
∗), para todo f tal que E(f/F0) = 0 (4.2)

donde C1 y C2 son dos constantes universales”.

Garsia, en [27], prueba que ambos lados de 4.2 siguen de 4.1, y de esta manera un
resultado en el análisis armónico sirve para establecer uno en el análisis estocástico. Por
razones de completitud veamos las notaciones usadas en 4.1 y 4.2, [27]; sea (Ω, F, P ) un
espacio de probabilidades y sea F0 ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ Fn ⊂ ... una sucesión de σ-álgebras tal
que F =

⋃∞
n=1 Fn. Si f es una variable aleatoria en L1(Ω, F, P ) se pone: fn = E(f/Fn),

∆fn = fn − fn−1; f ∗
n = máxm≤n |fm|, f ∗ = supn |fn|; Sn(f) = (

∑n
m=1∆f

2
m)

1
2 ,

S(f) = supSn(f).
Se tienen los espacios:Hp = {f/E([S(f)]p) <∞}, con la norma ||f ||Hp = [E([S(f)]p]

1
p ,

p ≥ 1; y BMO = {f/ supn≥1 ||E(|f − fn−1|2/Fn)||∞ <∞ con la norma
||f ||BMO = supn≥1 ||[E(|f − fn−1|2/Fn)]

1
2 ||∞.

El análogo martingala del teorema de la dualidad de Fefferman fue probado por Garsia
y C. Herz, con contribuciones de R. Gundy. Recordamos que los espacios BMO fueron
introducidos por John-Nirenberg (JN) y fueron puestos en el contexto BMOp con 1 <
p <∞, y su contexto martingala exige algunas condiciones complementarias. En [28], C.
Herz introduce el espacio BMOp, 1 ≤ p <∞, los H1-martingalas, y diversas otras ideas
al respecto (es un artı́culo un tanto técnico). En [29], Herz estudia el dual del espacio Hp-
martingala, 0 < p ≤ 1, y que el dual puede ser caracterizado como un espacio de Lipschitz∧

α, α = 1
p
− 1; observa que cuando p = 1 y α = 0 se obtiene el clásico teorema de

Fefferman. También considera la teorı́a martingala de la transformada de Hilbert al estilo
de los operadores de Calderón-Zygmund. Este artı́culo es más “digerible” y puede ser de
interés estudiarlo en relación con los espacios Hp-martingala, 0 < p ≤ 1.

5. Donald Burkholder. (1927 - 2013). Esta sección la dedicamos al Professor D.
Burkholder por sus contribuciones a la teorı́a de la probabilidad, en particular a la teorı́a
de las martingalas, y su conexión con el análisis armónico. Burkholder recibió su PhD
en estadı́stica en 1955 por la U. North Carolina. Fue invitado a dar diversas conferencias,
lecturas en diversos congresos; en particular en el Congreso en honor a A. Zygmund en
Chicago, 1988. Fue electo miembro de la Academia de Ciencias de los EEUU en 1992.
Fue reconocido por distintas instituciones académicas por sus contribuciones a la teorı́a
de la probabilidad, a los procesos estocásticos, al análisis funcional y al análisis de Fourier.

Demos una visión de algunos de sus trabajos:
(i) “Integral Inequalities for Convex Functions of Operators on Martingales”

,con B. J. Davis y R. F. Gundy, [30]. Sea M una familia de martingalas sobre
un espacio de probabilidades (Ω, F, P ) y sea ϕ una función no-negativa sobre
[0,∞]. Cuestión; si U y V son operadores sobre M con valores en el conjunto de
las funciones F -medibles, no-negativas, sobre Ω, ¿bajo que condiciones adicio-
nales se tendrá que λp0P (V f > λ) ≤ c||Uf ||p0p0 , λ > 0, f ∈ M , implicará que
Eϕ(V f) ≤ cEϕ(Uf), f ∈ M? ... E es la esperanza, la integral es sobre Ω con
respecto a P y c denota un real positivo, no necesariamente la misma.

(ii) Inequalities for Operators on Martingales, [31]. En este artı́culo de 1970, Burkhol-
der informa sobre recientes desarrollos en la teorı́a de extrapolación de operado-
res; ası́, una aplicación a las funciones armónicas conjugadas conduce a una ca-
racterización de la función maximal de la clase de Hardy Hp, lo que es descrito en
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el trabajo [10]. Nos dice que un operador definido en el espacio Lp, p ≥ 1, de un
espacio de probabilidad, puede ser visto como un operador sobre una familia de
martingalas, lo que es más conveniente en dicho trabajo. El resultado central dice,
ver (i):
“Sea M una familia de martingalas sobre un espacio de probabilidad (Ω, F, P ) y
U y V son operadores sobre M , con valores en el conjunto de las funciones F -
medibles, no-negativas. Si ϕ es una función no-negativa sobre [0,∞], ¿ bajo qué
condiciones se tiene Eϕ(V f) < cEϕ(Uf), f ∈M?, ..., ¿capaz de la desigualdad
||V f ||1 ≤ c||Uf ||2, f ∈M?, que es más facil de probar!

(iii) Boundary Behaviour of Harmonic Functions in a Half-Space and Brownian
Motion, [32]. A. Calderón en 1950, [33], estudia un problema propuesto por A.
Zygmund que trata sobre el comportamiento de las funciones armónicas en la
frontera de un determinado dominio, cuestión que tuvo como antecedentes apor-
tes de Priwaloff, 1923, y de Plessner, 1928; aportes que tuvieron como punto de
partida al teorema de Fatou, 1906 : “sea u(z) una función armónica y limitada
sobre |z| < 1; entonces u tiene lı́mite no-tangencial sobre todo punto eiθ ctp. de la
frontera”.
Este argumento está relacionado con el famoso problema de Dirichlet en las EDP’s.
Calderón prueba para el caso de n-variables el resultado de Priwaloff y aunció:
“Sea F (P ) una función armónica para xn > 0, P = (x1, x2, ..., xn), tal que para
todo punto Q de un conjunto E de medida positiva del hiperplano xn = 0 existe
una región ΓQ limitada por el cono con vértice en Q y un hiperplano xn = cons-
tante, en donde F (P ) es acotada. Entonces, c.t.p. en E, la función tiene un lı́mite
conforme P converja a Q ∈ E no-tangencialmente a xn = 0”.

Este artı́culo de Calderón motivó la evolución de diversas ideas, sobre todo en la
teorı́a del potencial; ası́, se tienen contribuciones de L. Carleson, 1962, [34], de
R. Hunt-R. Wheeden, 1968, B. Dahlberg, 1976, D. Jerison-C. Kenig, 1980, ....
En el mismo año, 1950, Calderón publicó otro artı́culo, [35], sobre las funciones
armónicas, el cual extiende un resultado de Marcinkiewicz-Zygmund, 1938. Cal-
derón resuelve el problema: “sea F (P ), P = (x1, ..., xn), una función armónica
para xn > 0, y tal que para todo Q de un conjunto E, |E| > 0, sobre el hiperplano
xn = 0, existe una región contenida en xn > 0, limitada por un cono con vérti-
ce en Q y un hiperplano xn = constante, donde la función es acotada, entonces
ctp., la integral

∫
1

xn−2
n

grad2Fdw extendida sobre cualquier región limitada por un
cono con vértice en Q ∈ E, un hiperplano xn =constante, y contenido en xn > 0,
es finita”. Si n = 2 se obtiene el resultado de Marcinkiewicz-Zygmund donde la
tesis es

∫
grad2Fdw < ∞. Se observa también que en 1943 Spencer probó el

recı́proco del resultado de Calderón, resultado que se puede expresar en la forma
(E. M. Stein): “sea F una función armónica en Rn+1

+ . Entonces ctp. Q ∈ Rn, se
tiene, F tiene un lı́mite no-tangencial en Q si y solo si A(F )(Q) <∞, donde

A(F )(Q) =

[∫
Γ(Q)

|∇F |2y1−ndxdy

] 1
2

, |∇F |2 =
∣∣∣∣∂F∂y

∣∣∣∣2 + n∑
i=1

∣∣∣∣∂F∂xi
∣∣∣∣2 ”.

Ahora vamos al artı́culo [32] de Burkholder-Gundy. En relación con el artı́culo
de Calderón y de Marcinkiewicz - Zygmund, Spencer, Privalov y Stein, los auto-
res opinan que el comportamiento de las funciones armónicas en el semi-espacio
Rn+1

+ fue discutido desde dos puntos de vista: el geométrico y el probabilı́stico y
en el presente artı́culo ellos van a comparar esos dos puntos de vista con respecto
a: (i) la convergencia local en el contorno y (ii) a los espacios Hp, obteniendo
las observaciones:(i’) la existencia de un lı́mite no-tangencial para ctp. en un con-
junto E de medida de Lebesgue positiva en Rn ≡ ∂Rn+1

+ , es más restricta que la
existencia de un lı́mite probabilı́stico ctp. en E, cuando n ≥ 2; cuando n = 1,
la existencia de un lı́mite no-tangencial ctp. en E, implica la existencia de un
lı́mite probabilı́stico ctp. en E, y recı́procamente. (ii’) Para todo n ≥ 1, la fun-
ción maximal no-tangencial de u está en Lp, 0 < p < ∞ si y solo si la función
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maximal-movimiento Browniano está en Lp. De esta manera, según Fefferman-
Stein, [3], prueban en Rn: “el espacio Hp definido probabilı́sticamente coincide
con el espacio Hp definido geométricamente”. Pero, Burkholder-Gundy observan
que los argumentos usados en R2

+ no pueden ser extendidos a R3
+.

Se observó que las contribuciones sobre la convergencia local, desde el punto de
vista geométrico, se deben a Marcinkiewicz-Zygmund, [15], a Spencer, [36], a Pri-
valov, [37] para n = 1, a Calderón, [33] y [35] y a Stein [38] para n > 1. Veamos
la notación a ser empleada en el siguiente resultado. Γ(x; a, k) = {(s, y)/|x−s| <
ay, 0 < y < k} representa el cono en Rn+1

+ con vértice en x ∈ Rn, altura k, y
ángulo a. La función maximal no-tangencial de una función u definida sobre Rn+1

+
es definida vı́a:

N(u; a, k) = sup
(s,y)∈Γ(x;a,k)

|u(s, y)|;

y la función área vı́a: A(u; a, k)(x) =
[∫ ∫

Γ(x;a,k)

|∇u(s, y)|2y1−ndxdy

] 1
2

.

Se observa que las funciones N y A son funciones monótonas crecientes en los
parámetros a y k. Burkholder-Gundy establecen el siguiente resultado que sinteti-
za los resultados de los mencionados analistas anteriores:
Teorema 5.1. “ Sea u una función armónica en Rn+1

+ , entonces los siguientes
subconjuntos de Rn = ∂Rn+1

+ son iguales ctp.

{x/N(u; a, k)(x) <∞}; {x/A(u; a, k)(x) <∞};
{x/ ĺım(s,y)→x, (s,y)∈Γ(x;a,k) u(s, y) existe y es finito }”.

Ahora, los autores establecen el resultado similar al teorema 5.1 pero en el lengua-
je de las probabilidades. Veamos. Sea u una función armónica definida en Rn+1

+ y
sea zt = (xt, yt), t > 0, un movimiento browniano n+1-dimensional que se inicia
en el punto (x0, y0) ∈ Rn+1

+ y se frena o para en el tiempo τ = ı́nf{t/yt = 0}.
Esto se llamará “movimiento browniano en Rn+1

+ ”, [32]. Se afirma que u(xt, yt)
es una integral estocástica de la forma:

u(xt, yt) = u(x0, y0) +

∫ t

0

< ∇u(zs), dzs > .

Con Px0,y0 denotan la medida sobre el espacio de las trayectorias de (x0, y0) a Rn

correspondiente al proceso (xt, yt), t > 0. También mencionan a la medida con-
dicional P x

x0,y0
correspondiente a un proceso browniano que se inicia en (x0, y0) y

termina en un punto x ∈ Rn. [Por definición de la medida condicional se asume:
P x
x0,y0

(ĺımt→τ u(xt, yt) existe y es finito) = 1 para todo x ∈ Q (Q es el cubo uni-
tario en Rn) con la medida Lebesgue].

La función maximal browniano de u es definida vı́a u∗ = supt<τ |u(xt, yt)|. La
función área A(u) en su versión browniana es definida vı́a

S(u) =

[
u2(x0, y0) +

∫ τ

0

|∇u(xt, yt)|2dt
] 1

2

.

Ahora establecen el análogo al teorema 5.1:
Teorema 5.2. Sea u una función armónica en Rn+1

+ . Entonces los siguientes sub-
conjuntos de Rn = ∂Rn+1

+ son iguales ctp. para todo (x0, y0) ∈ Rn+1
+ ;

{x/P x
x0,y0

(u∗ <∞) > 0}; {x/P x
x0,y0

(S(u) <∞) > 0} y
{x/P x

x0,y0
(ĺımt→τ u(xt, yt) existe y es finito ) > 0}.

Alrededor de las ideas dadas en los citados teoremas 5.1 y 5.2, Burkholder-Gundy
presentan diversos resultados usando el lenguaje de las probabilidades.
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(iv) Teorı́a Martingala y Análisis Armónico en Espacios Euclidianos, [39]. El si-
glo XX fue escenario de muchos progresos del análisis real y funcional, ası́ como
del análisis estocástico como podemos ver en lo escrito hasta ahora; de un modo
general la teorı́a de la probabilidad fue investigada en su relación con el análisis
armónico con aportes de matemáticos vistos en las secciones anteriores y de otros
como B. Davis, P. Lévy, N. Wiener, A. N. Kolmogorov, ... . La probabilidad tiene
desde los años treinta su propia autonomı́a y es objeto de diversas investigaciones
por la utilidad en nuestra vida cotidiana de solución de diversos problemas. En
esta ruta está el estudio de las martingalas por su utilidad en el análisis armónico,
las integrales singulares, en la teorı́a ergódica, en las ecuaciones diferenciales es-
tocásticas, ... .
Un problema que tuvo en este desarrollo fue el “movimiento browniano”; veamos
algunas ideas al respecto. En 1828 (ver sección 2) se observó, en el microsco-
pio, el movimiento caótico de partı́culas de polen en un depósito de agua las que
chocaban con partı́culas vecinas causando cierto “desorden”. Einstein elaboró una
teorı́a que explicaba tal situación, trabajo que fue muy importante en la fı́sica y en
la matemática aplicada, ası́ como en la biologı́a, en la economı́a (bolsa de valores),
ingenierı́a; la teorı́a de probabilidades se aplicó en los mercados financieros. El es-
tudio matemático riguroso del movimiento browniano fue iniciado por N. Wiener
en 1923, quien hizo una construcción matemática del modelo de Einstein del mo-
vimiento browniano, introduciendo la llamada “medida de Wiener” en el espacio
de las trayectoria. Remarquemos que un “movimiento browniano” es un proceso
continuo, con trayectorias continuas, es adaptado con B = {Bt, Ft/0 ≤ t < ∞}
definido en un espacio de probabilidad (Ω, F, P ) tal que satisface ciertas propie-
dades, (ver [40] para otros detalles).

Veamos ahora el trabajo de Burkholder, [39]. En este trabajo, el autor estudia la utili-
dad de las martingalas en el análisis armónico. Es un trabajo que trata la relación de las
martingalas con el análisis armónico en Rn+1

+ . Consta de 6 secciones que por el interés
de nuestro escrito pasamos a describir someramente. En la sección 1 da una introducción
en donde describe el contenido del artı́culo. Ası́, presenta a las martingalas y la relación
con el comportamiento de las funciones armónicas en Rn+1

+ . También se estudia el caso
complejo con énfasis en altas dimensiones. Nos recuerda que la función maximal f ∗ de
una martingala f (f ∗(x) = supn |fn(x)|), poniendo ||f ||p = supn ||fn||, satisface,

||f ||p ≤ ||f ∗||p ≤ q||f ||p

donde 1
p
+ 1

q
= 1, 1 < p <∞; desigualdades similares a las de Hardy-Littlewood.

La sección 4 está dedicada a las funciones armónicas u en Rn+1
+ ; sea Na = Na(u) la

función maximal no-tangencial de u definida sobre Rn vı́a
Na(x) = sup{|u(s, y)|/(s, y) ∈ Γa(x)}, donde (cono) Γa(x) = {(s, y)/|x − s| < ay},
a > 0.
Ası́ mismo se define la integral área de u siendo la función no-negativa Aa = Aa(u) vı́a,

A2
a(x) =

∫ ∫
Γa(x)

|∇u(s, y)|2y1−ndsdy.

Sea la aplicación ϕ : [0,∞] → [0,∞], con ϕ(0) = 0, no-decreciente, continua que
satisface la condición de crecimiento ϕ(2λ) ≤ cϕ(λ), λ > 0, c una constante positiva.
Entonces se establece el resultado:
“Si u es una función armónica Rn+1

+ , entonces se tiene∫
Rn ϕ(Aa(u))dx ≤ c

∫
Rn ϕ(Na(u))dx; además, si ĺımy→∞ u(0, y) = 0,

se tiene
∫
Rn ϕ(Na(u))dx ≤ c

∫
Rn ϕ(Aa(u))dx”.

Las secciones 5 y 6 están dedicadas a algunas aplicaciones de lo tratado en el tra-
bajo citado; ası́, considera desigualdades con peso w, a la teorı́a ergódica, al trabajo de
Calderón-Torchinsky sobre las funciones maximales parabólicas, ... . Se sugiere leer este
artı́culo, [39], pues hay ideas que se podrı́an desarrollar en un seminario con la ayuda de
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la bibliografı́a dada, (32 trabajos).

Otros trabajos de Burkholder que citamos, son: One-side maximal functions and Hp,
[41]; Distribution Function lnequalities for Martingales, [42]; Hp spaces and Exit Times
of Brownian Motion, [43], donde se puede encontrar valiosa información sobre el tema
que hemos tratado.

6. Integrales Estocásticas. El punto de partida de toda esta historia es la integral de
Riemann, su célebre sumatoria, el tipo de funciones a integrar, los dominios de integra-
ción; el surgimiento de espacios de funciones; en particular los espacios de Lebesgue Lp,
1 ≤ p ≤ ∞, y sus generalizaciones. En fin, el camino seguido para superar las dificulta-
des analı́ticas habidas con la integral de Riemann las hemos expuesto en los artı́culos I,
II y III, [44]. Ahora estamos en el mundo de probabilidades, las variables son aleatorias
y por tanto es difı́cil usar este tipo de variables en una suma de Riemann pues las fun-
ciones a integrar tienen rutas donde las variaciones pueden ser no-acotadas, las funciones
tienen oscilaciones muy altas. Hubo que sortear algunas dificultades analı́ticas para in-
troducir la “integral estocástica”; se presentaron algunos modelos. En esta dirección fue
útil el modelo de Henstock-Kurzweil (ver [44], II) para obtener una alternativa de integral
estocástica, en el sentido de Itô; otra alternativa fue el modelo de Stratonovich ya que
ambas integrales estocásticas fueron útiles en el cálculo y en las ecuaciones diferenciales
estocásticas. Se observó que ambas integrales podı́an ser expresadas como lı́mites de su-
mas del tipo “Riemann-Stieltjes 2son modeladas usando la teorı́a de martingalas. Veamos
algunas ideas. (Seguimos a Jingwei Liu , 2018, [45]). Sea (Ω, F, P ) un espacio de proba-
bilidad; (Ft), t ∈ [0, T ], es una filtración (ver final de la sección 5) continua, completa a la
derecha generada por un movimiento browniano 1-dimensional (Bt), t ∈ [0, T ]. (Cada Ft

contiene los conjuntos P-nulos de F0). Un proceso estocástico ϕ(w, t), w ∈ Ω, es llamado
“ previsible ”si ϕ(w, t) ∈ (Ft) para cada t. (Un proceso estocástico previsible es llamado
también un proceso estocástico “adaptado”). Veamos la notación usada en el citado tra-
bajo. X(t) = Xt ≜ X(w, t) denota un proceso estocástico X(•, t) ; ϕt ≜ ϕ(w, t). lim
denota el lı́mite 2-promedio. Se tienen las definiciones de integral:

Definición 6.1. Sea ϕ(•, t) un proceso estocástico previsible con respecto al movi-
miento browniano Bt. Sea ∆n = {t0, t1, ..., tn} la partición 0 = t0 < ... < tn = T del
intervalo [0, T ]; sean ∆ti = (ti+1−ti), ||∆n|| = máx0≤i≤n−1∆ti. La integral estocástica
de Itô del proceso estocástico ϕ(•, t) es definida vı́a∫ T

0

ϕtdWt = ĺım
||∆n||→0

n−1∑
i=0

ϕ(Bi, ti)(Bti+1
−Bti).

Definición 6.2. Sea X(•, t) un proceso estocástico (de segundo orden) definido sobre
Ω× [0, T ], el cual verifica E[X2(•, t)] < +∞; sean la partición
0 = t0 < ... < tn = T ; ||∆n|| = máx(ti+1 − ti) y ui ∈ [ti, ti+1]. La integral cuadrado-
promedio es definida como un lı́mite cuadrado-promedio vı́a∫ T

0

X(t)dt = ĺım
||∆n→0||

n−1∑
i=0

X(ui)(ti+1 − ti)

siempre que el lı́mite exista para cualquier partición y puntos ui. La función X(t) es
llamada “cuadrable-promedio integrable”sobre [O, T ].
Se observó que si en vez de ϕ(Bi, ti) se considera ϕ

(
Bti+Bti+1

2
, ti

)
en la integral es-

tocástica de Itô, entonces se obtiene la integral estocástica de Stratonovich. Ası́ se tiene
la

Definición 6.3. (Integral de Stratonovich). Sea ϕ(•, t) un proceso estocástico previ-
sible con respecto al movimiento browniano Bt. Sean ∆n = {t0, t1, ..., tn} la partición
0 = t0 < t1 < ... < tn = T , de [0, T ], ∆ti = (ti+1 − ti); ||∆n|| = máx∆ti. Entonces, la
integral de Stratonovich del proceso estocástico ϕ(•, t) es :∫ T

0

ϕt ◦ dWt = ĺım
||∆n||→0

n−1∑
i=0

ϕ

(
Bti +Bti+1

2
, ti

)
(Bti+1

−Bti).



Ortı́z F.- Selecciones Matemáticas.2024; Vol.11(1):117-152 137

Debe observarse que el definir a las integrales estocásticas fue una tarea complicada
pues si en un espacio de probabilidad (Ω, F, P ) se desea definir a la integral estocástica
según el modelo Riemann-Stieltjes
It(w) = ĺım||P ||→0

∑
ti∈P XSi

(w)[Bti(w) − Bti−1
(w)], donde X = (Xt), t > O, es un

proceso estocástico y B = (Bt), t ≥ 0, es un movimiento browniano sobre el espacio de
probabilidad, y se escribirı́a para la integral estocástica: It(w) =

∫ t

0
Xs(w)dBs(w), para

todo w ∈ Ω, todo t ≥ 0; además, P es una partición
0 = t0 < t1 < ... < tn = T del intervalo [0, T ] y ti−1 < si < ti, tal metodologı́a tiene
el inconveniente de que las trayectorias del movimiento browniano tienen una variación
total infinita; pueden haber variaciones “bruscas”, no acotadas, que hacen peligrar la exis-
tencia de la integral, definida de esta forma; por ello se puso diversas condiciones extras
en el proceso X = (X) en las definiciones 6.1, 6.2 y 6.3.

Es oportuno remarcar el uso de algunas ideas del análisis funcional (6.2) en el de-
sarrollo del análisis estocástico; por ejemplo los espacios de Lebesgue Lp, 1 ≤ p < ∞,
sirvieron para introducir integrales estocásticas. Veamos. Sea (Ω, F, P ) un espacio de pro-
babilidad y sea L1(Ω, F, P ) el espacio vectorial de las clases de equivalencia de variables
aleatorias reales (en análisis real, estas son las funciones medibles) definidas sobre el es-
pacio de probabilidad dado. Se observó que el espacio L1(Ω, F, P ) contiene al espacio
clásico L1(Ω, F, P ) = L de las variables aleatorias reales que son integrables. Este espa-
cio es un espacio de Banach con la norma ||f ||1 =

∫
Ω
|f |dP , donde f ∈ L1. Por otro lado,

el espacio L1(Ω, F, P ) contiene, a su vez, al espacio L2(Ω, F, P ) = L2 de las variables
aleatoria reales que son cuadrados integrables ( que es un espacio de Hilbert ) que está
provisto del producto interno < f, g >=

∫
Ω
fgdP , donde f y g ∈ L2. Se sabe que L2. es

completo con la norma

||f ||2 = [< f, f >]
1
2 =

[∫
Ω

f 2dP

] 1
2

<∞.

Se observa que ||f ||1 ≤ ||f ||2 (por la desigualdad de Schwartz), y desde que P es una
probabilidad se tiene ||1||2 = 1.
En general se tienen los espacios de Banach Lp, 1 ≤ p < ∞, definidos sobre (Ω, F, P )
como el espacio de las funciones p-ésima integrables, con la norma
||f ||p =

[∫
Ω
|f |pdP

] 1
p , donde f ∈ Lp, 1 ≤ p <∞.

¿Y si p = ∞? ... Veamos; una variable aleatoria real es llamada acotada si existe
una constante c tal que |f | > c es “despreciable”, es decir se tiene |f | ≤ c. Se tiene L∞

como la clase de equivalencia de las variables aleatorias reales que son acotadas. Se tiene
||f ||∞ = sup |f(X)|. Veamos ahora las martingalas relacionadas con L1. Recordemos
que una sucesión (Xn), n ∈ N, de variables aleatorias reales integrables definidas sobre
(Ω, F, P ) se llama una martingala si ella satisface E(Xi+1) = Xi, i = 0, 1, ..., n , para
todo n ∈ N. Una martingala se llama cuadrado integrable si Xn ∈ L1, para todo n. Se
verifica que

• Sea (Yn), n ∈ N, una sucesión de variables aleatorias reales (independientes cen-
tradas) en L1. Entonces la sucesión Xn =

∑n
m=1 Ym, n ∈ N, es una martingala;

ver ejemplo 2 de la sección 5).

• Sea (Xn), n ∈ N, una martingala de cuadrado integrable adaptada a la sucesión
creciente (Bn), n ∈ N, de subálgebras de F , entonces la sucesión Y0 = X0,
Yn = Xn −Xn−1, n ≥ 1, de las diferencias sucesivas de variables aleatorias Xn,
es una sucesión ortogonal y se tiene

E(X2
n) =

n∑
m=0

E(Y 2
m), para todo n ∈ N.

(Recordemos que en un espacio de Hilbert una serie ortogonal
∑

n fn es conver-
gente si y solo si ||fn||2 <∞).
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Veamos ahora algunos usos de la teorı́a de la medida en el análisis estocástico. Seguimos
a Memo Garro, [46]. Sea (Ω, F, P ) un espacio de probabilidad con filtración (Ft), t ≥ 0.
Se dice que “un proceso estocástico X = (Xt), t ≥ 0 sobre (Ω, F, P ) es medible si la
aplicación X : [0,∞]× Ω → R definida vı́a X(t, w) = Xt(w), (t, w) ∈ [0,∞)× Ω, es (
Borel) B(Rt)× F -medible.( X es una función de dos variables )”.
También se dice que: “el proceso X = (Xt), t ≥ 0, es llamado progresivamente me-
dible, relativo a la filtración (Ft), si para cada t ≥ 0 la aplicación (en dos variables)
X : [0, t] × Ω → R, definida por X(s, w) = Xs(w), para todo (s, w) ∈ [0, t] × Ω, es
B([0, t])× F -medible”.
En este contexto, se dice que X = (Xt), t ≥ 0, es adaptado, relativo a la filtración (Ft),
t ≥ 0, si para cada t, la variable aleatoria Xt es Ft-medible. Se observó que si X = (Xt),
t ≥ 0, es un proceso adaptado, con trayectorias continuas, entoncesX es progresivamente
medible. Ası́ mismo, un movimiento browniano, adaptado a alguna filtración, es progre-
sivamente medible.

6.1. Procesos Elementales. La idea ahora es clarificar la definición de “integral es-
tocástica”; en esta ruta se usan los llamados procesos elementales. Como siempre, sea
(Ω, F, P ) un espacio de probabilidad filtrado con (Ft), t ≥ 0; T es un número real.
“Un proceso estocástico H = (Ht), 0 ≤ t ≤ T es llamado elemental (función sim-
ple en la teorı́a de la medida), relativo a la filtración (Ft), t ≥ 0, si existe una partición
0 = t0 < t1 < ... < tn = T y si existen algunas variables aleatorias Ai, que son Fti−1

-
medibles y cuadrado integrables, donde 1 ≤ i ≤ n, tales que Ht =

∑n
i=1AiX(ti−1,ti)(t),

para todo t ∈ [0, T ] . (X = función caracterı́stica). Se verifica que todo proceso elemen-
tal es progresivamente medible relativo a la misma filtración (Fi), t ≥ 0; y la variable
aleatoria Ht, 0 ≤ t ≤ T , es cuadrado integrable”.

Nota 6.1. El autor, [46], considera (Ft), t ≥ 0, como la filtración generada por un
movimiento browniano B = (Bt), t ≥ 0, definida sobre (Ω, F, P ).

6.2. Integral Estocástica. Sea H = (Ht), t ∈ [0, T ] un proceso elemental, entonces
por definición la integral estocástica de H , respecto a B, es∫ T

0

HsdBs =
n∑

i=1

Ai(Bti −Bti−1
).

Observemos que esta es una integral de Riemann-Stieltjes para funciones elementales
y sus propiedades son análogas a las del análisis real. Se observó que el valor de la integral
es independiente de la representación del proceso H , y la integral

∫ T

0
HsdBs es una va-

riable aleatoria que es FT - medible. Se tiene, además “Sea H = (Ht), 0 ≤ t ≤ T , y H̃ =
(H̃t), 0 ≤ t ≤ T dos procesos elementales y a un número real; entonces (Ht + aH̃t), 0 ≤
t ≤ T , es también elemental y se tiene

∫ T

0
(Ht + aH̃t)dBt =

∫ T

0
HtdBt + a

∫ T

0
H̃tdBt”.

Teorema 6.1. (Itô) “Si H = (Ht), 0 ≤ t ≤ T , es un proceso elemental, entonces se
tiene

E

[∫ T

0

HtdBt

]2
= E

[∫ T

0

H2
t dBt

]
”.

Como consecuencia de esta relación se verifica que: “el espacio H2
0,T (Ω, F, P ), (Ft),

t ≥ 0, de todos los procesos elementales H = (Ht), 0 ≤ t ≤ T , es un subespacio
vectorial de L2(Ω, F, P ), y la aplicación I : H2

0,T → L2, definida vı́a I(H) =
∫ T

0
HtdBt,

para todo (Ht) ∈ H2
0,T , es una isometrı́a (continua) lineal”.

6.3. El Espacio L2. Por definición, L2
0,T = {procesos X = (Xt), t ≥ 0, medibles y

adaptados /E
[∫ T

0
x2tdt

]
<∞}.

Nota 6.2. L2
0,T es un espacio vectorial.

El objetivo, ahora, es extender la definición de integral estocástica a procesos en L2
a,T .

Para ello se da la definición,
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Definición 6.4. “Un procesoX = (Xt), t ≥ 0, es continuo en media cuadrática sobre
[0, T ] si es cuadrado integrable y para todo t0 ∈ [0, T ] se tiene

ĺım
t→t0, t∈[0,T ]

E(Xt −Xt0)
2 = 0”.

La idea es que todo proceso en L2
a,T , continuo en media cuadrática, es aproximado

por procesos elementales, en media cuadrática. Ası́, se tiene “ Sea H = (Ht), t ≤ 0, un
proceso en el espacio L2

a,T que es continuo en media cuadrática sobre [0, T ]. Entonces,
existe una sucesión de procesos elementales H(n) = (H

(n)
t ), t ∈ [0, T ], n ≥ 1, tal que

ĺım
n→∞

E

[∫ T

0

(Ht −H
(n)
T )2dt

]
= 0”.

Se observó que el subespacio de los procesos elementales es denso en el espacio
L2
a,T . En efecto, se tiene: “Sea H = (Ht), t ≥ 0, un proceso en L2

a,T ; entonces exis-
te una sucesión de procesos elementales H(n) = (H

(n)
t ), t ∈ [0, T ], tal que se tiene

ĺımn→0E
[∫ T

0
(Ht −H

(n)
t )dt

]
= 0”.

Ahora, Garro considera la integral estocástica para un proceso estocástico en L2
a,T ,

esto con respecto a un movimiento browniano. Previamente se considera el resultado:
“ Sean H(n) = (H

(n)
t ) y H̃(n) = (H̃

(n)
t ), t ∈ [0, T ], dos procesos elementales tal que

E
[∫ T

0
(H

(n)
t − H̃

(m)
t )2dt

]
→ 0, m,n→ ∞, entonces se tiene

E

[(∫ T

0

(H
(n)
t −H

(m)
T )dBt

)2
]
→ 0, m,n→ ∞”.

Aún veamos el resultado: “Sea H = (Ht), t ∈ [0, T ], un proceso en L2
a,T ; si existe

una variable aleatoria It, FT -medible, cuadrado ı́ntegrable, tal que si H(n) = (H
(n)
t ),

t ∈ [0, T ], es una sucesión de procesos elementales tal que
ĺımn→∞E

[∫ T

0
(H

(n)
t −Ht)

2dt
]
= 0, entonces se tiene∫ T

0

H
(n)
t dBt → It, si n→ ∞, en el espacio L2(Ω, F, P )”.

Se da, ahora, la definición de integral estocástica
Definición 6.5. “Sea H = (Ht), t ∈ [0, T ], un proceso en L2

a,T , entonces la integral
estocástica de H respecto al movimiento browniano B sobre [0, T ] es∫ T

0

HtdBt = ĺım
n→∞

∫ T

0

H
(n)
t dBt,

donde el lı́mite es en L2(Ω, F, P ) yH(n) = (H
(n)
t ), t ∈ [0, T ], es una sucesión de procesos

elementales que verifican

ĺım
n→∞

E

[∫ T

0

(H
(n)
t −Ht)

2dt

]
= 0.

De esta definición se verifica que :

1. “Si H = (Ht), t ∈ [0, T ] es un proceso en L2
a,T , entonces se tiene

E

[∫ T

0

HtdBt

]2
= E

[∫ T

0

H2
t dBt

]
”.
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2. “Si H = (Ht) y H̃ = (H̃t), 0 ∈ [0, T ], son procesos en L2
a,T y a, b son constantes,

entonces se tiene:∫ T

0

(aHt + bH̃t)dBt = a

∫ T

0

HtdBt + b

∫ T

0

H̃tdBt”.

El lector interesado en esta presentación de la integral estocástica puede consultar el
artı́culo de Garro, [46].

Hagamos algunos comentarios sobre lo que estamos dando en forma panorámica. De-
sarrollado el análisis armónico con teoremas centrales mucho de ello fue aplicado para
construir un cálculo estocástico en donde se obtuvieron resultados análogos pero con la
ventaja de sus aplicaciones en varias áreas de la ciencia, como son la fı́sica, las matemáti-
cas financieras, la biologı́a, la medicina, ..., y en el mismo desarrollo de tal cálculo. En
las aplicaciones surgieron funciones X , que dependen del tiempo, y que satisfacen cier-
tas ecuaciones diferenciables o integrables cuyas soluciones explican la evolución en el
tiempo de algún hecho fı́sico. Esta situación condujo, de algún modo, a los problemas
clásicos de las ecuaciones en derivadas parciales, como son el problema de Dirichlet y
de Cauchy, que en el caso de las probabilidades es necesario hacer algunos ajustes dado
que la información extra puede ser muy ‘variable”. Y acá el movimiento browniano Bt

(también llamado proceso de Wiener) entró en juego por sus propiedades adecuadas (son
derivables en el sentido generalizado). Este concepto, surgido en el siglo XIX, fue muy
importante en el desarrollo de la teorı́a de los procesos estocásticos, en particular en la
teorı́a de la integral estocástica, y ası́ surgieron nuevas teorı́as de integración, como he-
mos visualizado anteriormente. Es oportuno remarcar que fue N. Wiener quién demostró
la existencia de un modelo matemático que explicó al movimiento browniano.

En la evolución de la integral estocástica vimos que primero se la define para procesos
elementales o simples, usando B como si fuera de variación acotada en la teorı́a clásica;
luego, en el caso general se usa aproximaciones con integrales de procesos elementales.
Esta idea fue generalizada usando otros integradores (B es un integrador; dx en la integral
de Riemann), como fueron las semi-martingalas. De ser el caso, cuando se introduce una
integral, luego se la generaliza o extiende; ası́ la integral de Itô (1944), que vimos ante-
riormente, fue generalizada con la integral de Skorohod en 1975. La integral de Itô fue un
gran avance en la evolución de la integral estocástica, una de las más influyentes teorı́as
en el siglo XX debido a sus aplicaciones, tanto en la matemática como en aplicaciones en
otras áreas, en particular en las ecuaciones diferenciales estocásticas. El descubrimiento
de Itô fue muy importante, tanto en la matemática pura como en la aplicada, pero, esta
integral tuvo algunos defectos en relación a la teorı́a de la medida y surgieron otras pro-
puestas, más generales, como la integral de Ayed-Kuo. En la sección siguiente daremos
un panorama de la integral estocástica a través de las integrales introducidas, como las
que ya estamos mencionando. En esta dirección sugerimos ver las referencias [47], [48],
[49], entre otras, las que hemos consultado.

6.4. La Integral de Itô. Remarcamos que el cálculo estocástico funciona en los
procesos estocásticos y la integral es coherente que generaliza a la integral de Stieltjes-
Lebesgue. La idea es definir, con rigor, integrales de procesos estocásticos con respecto
a otros procesos estocásticos (el movimiento browniano). En esta ruta se tiene el cálculo
de Itô que extiende los métodos del cálculo clásico a procesos estocásticos; este cálculo
tuvo éxito en aplicaciones a problemas concretos, como por ejemplo, en las finanzas. En
análisis nos es familiar la integral de Riemann-Stieltjes; ésta, fue modelo para la integral
introducida por Itô pues es una generalización estocástica de aquella. En este escenario
los integrandos y los integradores son procesos estocásticos. Ası́, si H es un proceso es-
tocástico adaptado a la filtración generada por el proceso W (integrador), que en un inicio
fue el movimiento browniano Bi, t ≥ 0, y después se usó una semimartingala pues ella es
un proceso estocástico que son buenas integradoras y la integral de Itô se construye con
ellas; el movimiento browniano es una semimartingala. Veamos algunos detalles analı́ti-
cos. [49]. Sea (Ω, F, P ) un espacio probabilı́stico y (Bt), t ≥ 0 un movimiento browniano
sobre tal espacio. Sea la filtración (Ft), t ≥ 0, tal que Bt es Ft-medible para todo t ≥ 0;
y Bt −Bs es independiente de Fs, para todo 0 ≤ s ≤ t.
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Definición 6.6. “Un proceso estocástico Xt : [0, T ](T > 0) × Ω → R es llamado
(Ft)-adaptado (ad) (o “non-anticipating”) si para todo t ∈ [0, T ], la función w → Xt(w)
es Ft-medible”.

Definición 6.7. “L2
ad([0, T ]× Ω)[≡ L2

ad] = {procesos estocásticos X/

• (t, w) → X(t, w) es B([0, T ])× F - medible, (B = Borel);

• X es adaptado a la filtración (Ft), t ∈ [0, T ],

•
∫ T

0
E(X2

t )dt <∞}”.

Definición 6.8. “Un proceso estocástico X ∈ L2
ad es un proceso elemental (“step

process”) si tiene la forma Xt(w) =
∑n

i=1 ξi−1(w)Xi−1(t), donde
0 = t0 < t1 < ... < tn = T”.

Definición 6.9. La Integral de Itô (para procesos elementales).
“Sea X ∈ L2

ad un proceso elemental, entonces por definición:∫ T

0

Xt(w)dBt(w) =
n∑

i=1

ξi−1(w)
[
Bti(w)−Bti−1

]
”.

Entre las propiedades de esta integral, se tiene, donde a, b ∈ R; X y Y ∈ L2
ad:

P.1. (linealidad)
∫ T

0
(aXt + bYt)dB = a

∫ T

0
XtdBt + b

∫ T

0
YtdBt.

P.2. E(
∫ T

0
XtdBt) = 0.

P.3. (isometrı́a de Itô) “E
[(∫ T

0
XtdBt

)2
]
=

∫ T

0
E(X2

t )dt”.

Nota 6.3. Como en el análisis clásico, la clase de los procesos elementales, dado
arriba, es denso en el espacio L2

ad. Este resultado es usado para definir a la integral de
Itô en L2

ad. Ası́ tenemos:
Definición 6.10. Integral de Itô (en L2

ad). Sea el proceso X ∈ L2
ad; por definición∫ T

0

XtdBt = L2(Ω)− ĺım
n→∞

∫ T

0

X
(n)
t dBt,

donde {X(n)
t }, n ∈ N, es una sucesión de procesos elementales en L2

ad que tienden a X ,
esto es,

ĺım
n→∞

∫ T

0

E
[
(Xt −X

(n)
t )2

]
dt = 0.

Nota 6.4. Se verifica que el lı́mite mencionado existe. Además, esta integral satisface
también las propiedades P.1., P.2. y P.3. Por otra parte, la integral de Itô es vista como
un proceso estocástico y si X ∈ L2

ad, entonces el proceso estocástico It =
∫ t

0
XsdBs,

t ∈ [0, T ], es una martingala con respecto a la filtración (FT ), t ≥ 0. Para los detalles de
lo expuesto, ver [49].

6.5. La Integral de Skorohod. Hemos visto en la integral de Itô que el proceso X
debe ser adaptado; pues bien, es esta dirección, una extensión de la integral de Itô fue
obtenido por A. V. Skorokhod al introducir una integral para procesos estocásticos que no
son adaptados al movimiento browniano, integral que es también conocida como “integral
de Hitsuda-Skorohod”, e introducida en los años 1970’s. Skorohod siguió el camino de
Wiener-Itô de la expansión de caos, mientras que Hitsuda el del ruido. (Ver [49]). Veamos
algunos argumentos analı́ticos. Sea (Xt), t ∈ [0, T ], un proceso estocástico (t, w)-medible
y sea (Ft), t ∈ [0, T ] una filtración browniana; además, se asume que Xt es FT -medible
para cada t ∈ [0, T ], ..., (*); y que se tiene E(X2

t ) < ∞, para todo t ∈ [0, T ] ... (**).
Entonces se tiene, por definición de la integral de Skorohod:
“Sea (Xt), t ∈ [0, T ], un proceso estocástico que satisface (*), (**) y la expansión
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X(t, w) =
∑∞

n=0 In[fn(•, t)], [expansión de Wiener-Itô: sea f ∈ L2([0, T ]), una función
simétrica, entonces, por definición In(f) =

∫
[0,T ]n

f(t1, ..., tn)dBt1 ...dBtn ], entonces

δ(X) =

∫ T

0

X(t, w)δB(t) integral de Skorohod.

(δ(X) es una variable aleatoria de valor real en L2(Ω)). En este caso la variable aleatoria
X es dicha Skorohod-integrable.

En otras palabras se tiene: sea B = (Bt), t ∈ [0, 1] un movimiento browniano y
H = (Ht), t ∈ [0, 1], un proceso estocástico medible con respecto a B, el cual no es
necesariamente adaptado, y que satisface E

∫ 1

0
H2

t dt < ∞. Además, este proceso Ht

puede ser desarrollado en una serie ortogonal (n-dimensional) de integrales estocásticas:
Ht =

∑∞
n=0 In[fn(•, t)], donde fn ∈ L2([0, 1]n+1) es simétrica en las primeras n varia-

bles. Entonces, por definición, la integral de Skorokhod es δ(h) =
∑∞

n=0 In+1fn. Nota-
ción: δ(H) =

∫ 1

0
HtdBt, siempre que la serie converja en L2(Ω); fn es la simetrización

de f en todas sus variables .
Nota 6.5. Si el proceso X es Skorohod-integrable, ello es representable por X ∈

Dom(δ).

Se observó que la integral de Skorohod es una extensión de la integral de Itô, es decir,
si ellas coinciden para integrandos adaptados. La respuesta es sı́. En efecto, se tiene:
“Sea X = (Xt), t ∈ [0, T ], un proceso estocástico en L2

ad([0, T ] × Ω). Entonces, X es
Skorohod-integrable, X ∈ Dom(δ), y se tiene

∫ T

0
X(t)δBt =

∫ T

0
X(t)dBt”.

Nota 6.6. Para mayores detalles sobre la integralde Skorohod ver [49].
Anatolii Skorohod (1930-2011) fue un excelente cultor del analizar estocástico. Según

los especialistas, una de las más importantes nociones del cálculo estocástico moderno es
la integral estocástica de Skorohod introducida en 1975, donde expone una generalización
de la integral estocástica de la época. La integral es introducida como un operador sobre
ciertos funcionales. Ver el artı́culo [50] donde se exponen sus ideas de cómo se construyó
la integral, ası́ como una información sobre su vida y obra.

6.6. La Integral de Stratonovich. Esta es una integral que se define de un modo
similar a la integral de Riemann; es una alternativa a la integral de Itô y es usada con
frecuencia en el campo de la fı́sica. En algunos casos es más fácil de manipular que la
integral de Itô y tiene interesantes propiedades como que se tiene la regla de la cadena.
Veamos algunas ideas, a manera de recuerdo. El llamado proceso de Wiener (W) es un
proceso estocástico en tiempo continuo, y es también llamado movimiento browniano
estándar (B) y es importante en la matemática pura como en la aplicada ya que ha con-
tribuido al estudio de las martingalas en tiempo continuo. Ası́, en la fı́sica se usa para
modelar el movimiento browniano y de la difusión de pequeñas partı́culas en un fluido;
también es útil en ciertas formulaciones en la mecánica cuántica. Y, también, juegan un
rol importante en la formulación matemática de las finanzas. En las aplicaciones a pro-
blemas concretos se destaca que las integrales estocásticas son usadas en el contexto de
la integral de Stratonovich; la que es una herramienta útil en la solución de ciertas ecua-
ciones diferenciales estocásticas.

En la construcción de las integrales estocásticas es usual considerar martingalas li-
mitadas en L2, para martingalas locales y las semimartingalas .Veamos. Como siempre,
(Ω, F, P ) es un espacio de probabilidad. La noción de martingala fue extendida a la no-
ción de martingala “local”por K. Itô y S. Watanabe en 1965; ası́, “una martingala local,
X = (Xt, Ft), es un proceso adaptado tal que es posible hallar una sucesión de tiempos
de detención (Tn), n ≥ 1, la que crece al infinito y tal que los procesos detenidos Xn,
n ≥ 1, son martingalas”.
Se remarca que T : Ω → R+ es un tiempo de detención si {T ≤ t} está en Ft.
Por otro lado, una semimartingala es un proceso estocástico Xt, t ≥ 0, que se puede
expresar como la suma Xt = Vt +Mt, donde Vt es una componente con variación relati-
vamente pequeña y Mt es una componente de variación rápida (es el ruido).
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Demos ahora una idea rápida de la integral de Stratonovich. “Si X e Y son dos pro-
cesos adaptados continuos, sean las sumas de Stratonovich
Sn =

∑n−1
j=0

1
2
(Ytj + Ytj+1

)(Xtj+1
−Xtj). Entonces la integral de Stratonovich es

∫ T

0
Yt ◦

dXt = ĺımn→∞ Sn, cuando ||Pn|| = máxi=0,...,n−1(ti+1 − tj) → 0, donde
Pn = {0 = t0 < ... < tn = T} es una partición de [0, T ]”.
También se da una definición de la integral de Stratonovich relacionándola con la integral
de Itô;
Veamos. “Sean X e Y dos procesos estocásticos adaptados y continuos tal que la integral
de Itô

∫ T

0
YtdXt esté definida; entonces por definición, la integral de Stratonovich es∫ t

0

Ys ◦ dXs =

∫ t

0

YsdXs +
1

2
[Y,X]t,

donde, en general, “siX = (Xt), t ≥ 0, es una martingala local, continua, entonces existe
un proceso creciente, denotado con [X,X]t, el cual es único tal que X2

t − [X,X]t es una
martingala local, continua”.

La integral de Stratonovich tiene propiedades análogas a las del análisis usual. Ası́,
vale la regla de integración por partes (con las anteriores hipótesis):

X(t)Y (t) = X(0)Y (0) +

∫ t

0

Xs ◦ dYs +
∫ t

0

Ys ◦ dXs y

d(XtYt) = X(t) ◦ dYt + Y (t) ◦ dXt.

Para mayor información sobre esta integral el lector puede consultar en Internet; en parti-
cular ver [51].

7. La Integral de Ayed - Kuo. El punto de partida es el artı́culo [52] de W. Ayed-H.
Kuo donde los autores dan una extensión de la integral de Itô, (2008). En este trabajo se
introduce el concepto de independencia instantánea para ciertos procesos estocásticos an-
ticipados (o no-adaptados)(“anticipating”) y consideran la clase de los procesos estocásti-
cos independientemente instantáneos como una contraparte de los procesos estocásticos
adaptados de la teorı́a de la integración estocástica de Itô. Luego definen su integral, de
Ayed-Kuo, de un proceso estocástico como una combinación lineal de productos de pro-
cesos estocásticos con independencia instantáneas con procesos adaptados. Afirman que
con esta nueva integral se puede verificar la fórmula de Itô.

En un segundo trabajo, [53], de 2010, Ayed-Kuo explican las ideas introducidas en
[52] remarcando que la integral de Ayed-Kuo es una extensión de la integral de Itô y que
el punto esencial fue el descubrimiento de lo contrario a la teorı́a de Itô, es decir, se tienen
los procesos estocásticos independientes instantáneos versus los procesos estocásticos
adaptados. Posteriormente, en el 2014, [54], H. Kuo nos da una breve introducción a
la teorı́a general de la integral estocástica el cual es un artı́culo muy útil pues nos da un
panorama de la nueva teorı́a introducida por Ayed-Kuo y su contorno. Ası́, se da una breve
visión del cálculo de Itô y de la teorı́a del “ruido blanco” y con estas ideas se extiende la
teorı́a de Itô. Luego Kuo nos da una breve visión de la teorı́a de Itô sobre la integración
estocástica. En 1942 salió publicado el trabajo de K.Itô, [54], donde introdujo su teorı́a
sobre la integral estocástica. Kuo describe el escenario matemático de aquella época (en
plena II G.M.!) en el cual se desarrollaban los progresos en el cálculo estocástico y del
análisis funcional. Ver [54], pag.113. Nos dice que la original motivación que tuvo Itô
para introducir su integral fue la construcción de un proceso estocástico a partir de un
generador infinitesimal. Se enuncia el teorema:

Teorema 7.1. “Sea B(t) un movimiento browniano y sea
∆n = {a = t0, t1, t2, ..., tn = b} una partición del intervalo [a, b]; entonces se tiene

n∑
i=1

[B(ti)−B(ti−1)]
2 → b− a en la norma L2(Ω),

cuando ||∆n|| = máx1≤i≤n(ti− ti−1) converge a cero”. N. Wierner fue el primero en dar
una rigurosa construcción del movimiento browniano B(t).
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Luego presenta a la integral de Wiener:
∫ b

a
f(t)dB(t), la que es construida vı́a las eta-

pas: sea f(t) una función simple, esto es, f(t) =
∑n

i=1 aiX(ti−1,ti) y se define I(f) =∑n
i=1 ai[B(ti)−B(ti−1)].

Ahora, para f ∈ L2[a, b] se escoge una sucesión {fn} de funciones simples tal que fn → f
en L2[a, b]; se verifica que la sucesión {I(fn)} es de Cauchy en L2[a, b]. Entonces, por de-
finición de la integral de Wiener,

∫ b

a
f(t)dB(t) = ĺımn→∞ I(fn), en la norma de L2(Ω).

Nota 7.1. Esta integral es bien definida. Además, la aplicación f →
∫ b

a
f(t)dB(t) es

una isometrı́a de L2[a, b] en L2[Ω]. Ahora Kuo pasa a discutir la integral de Itô; para ello
veamos brevemente lo siguiente. Sea B(t) un movimiento browniano y (Ft), t ≥ 0, la
filtración asociada, esto es, Ft = σ[B(s)], 0 ≤ s ≤ t; Si a ≥ 0 sea la ecuación diferencial
estocástica dXt = XtdB(t), Xa = ξ, t ≥ a, ... [*] donde ξ es F - medible. Se sabe que la
solución de este problema es Xt = ξeB(t)−B(a)− 1

2
(t−a), t ≥ a.

Si a = 0 y ξ = x ∈ R, entonces se obtiene la solución Xt = xeB(t)− 1
2
t, t ≥ 0... [**].

Se observó que Xt en [**] es una martingala y un proceso de Markov (esto es, un
proceso evolutivo que consiste de un número finito de estados en el cual la probabilidad
de que ocurra un evento depende solamente del evento anterior). Estas dos propiedades
fueron las que guiaron a Itô a desarrollar su integral estocástica en 1942. Relacionado
a B(t) y a (Ft) se asume que B(t) es Ft-medible para cada t y que B(t) − B(s) y Fs

son independientes para todo s ≤ t. Además se asume que Ft = σ[B(s)], 0 ≤ s ≤ t.
L2
ad([a, b]× Ω) es el espacio de Hilbert de todos los procesos estocásticos f(t, w) tal que

satisfacen f(t) es adaptado a (Ft), esto es, f(t) es Ft - medible para cada a ≤ t ≤ b,
y que se tiene

∫ b

a
E(|f(t)|2)dt < ∞. Itô define su integral, al inicio del desarrollo de la

integración estocástica,
∫ b

a
f(t)dB(t) donde f(t) ∈ L2

ad([a, b]× Ω).

La integral de Itô satisface los iguientes resultados:
“Sea f ⊂ L2

ad([a, b] × Ω) y si E[f(t)f(s)] es una función continua de t y s, entonces se
tiene∫ b

a

f(t)dB(t) = ĺım
||∆||→0

n∑
i=1

f(ti−1)[B(ti)−B(ti−1)] → b− a en la norma L2(Ω),

donde ∆′
ns son particiones de [a, b]”.

Nota 7.2. Si f fuera un proceso estocástico continuo, entonces se tiene la misma tesis.
“Sea f ∈ L2

ad([a, b]× Ω), entonces se tiene: E
[∫ b

a
f(t)dB(t)

]
= 0 y

E

[∣∣∣∣∫ b

a

f(t)dB(t)

∣∣∣∣2
]
=

∫ b

a

E(|f(t)|2)dt”.

Nota 7.3. La última igualdad implica que f →
∫ b

a
f(t)dB(t) es una isometrı́a de

L2
ad([a, b] × Ω) en L2(Ω). Para ampliar la información que nos permita comprender

más lo que estamos tratando, remarquemos la definidón de la integral de Itô. Ver [55],
cap. 4. Si f es un proceso estocástico simple en L2

ad([a, b] × Ω) dado vı́a f(t, w) =∑n
i=1 ξi−1(w)X[ti−1,ti](t), donde ξi−1 es Fti−1

-medible y E(ξ2i−1) < ∞; Luego se define
I(f) =

∑n
i=1 ξi−1(w)[B(ti) − B(ti− 1)]. Se verifica que E[I(f)] = 0 y E[|I(f)|2] =∫ b

a
E[|f(t)|2]dt. Además se tiene un resultado de aproximación en la ruta para definir la

integral estocástica de Itô
∫ b

a
f(t)dB(t), donde f ∈ L2

ad([a, b]× Ω).
“ Sea f ∈ L2

ad([a, b] × Ω), entonces existe una sucesión {fn(t)}, n ≥ 1, de procesos
estocásticos simples en L2

ad([a, b]× Ω) tal que ĺımn→∞
∫ b

a
E[|f(t)− fn(t)|2]dt = 0”.

Ahora se pasa a la etapa final para definir a la mencionada integral. Como se verifica
que
E[|I(fn)− I(fm)|2] =

∫ b

a
E[|fn(t)− fm(t)|2]dt→ 0, si n,m→ ∞, se tiene que {I(fn)}

es una sucesión de Cauchy en L2(Ω).
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Definición 7.1. Por definición I(f) = ĺımn→∞ I(fn) en L2(Ω). I(f) es definida como
la Integral de Itô, la que es denotada vı́a

∫ b

a
f(t)dB(t).

Nota 7.4. El lı́mite existe. Esta definición satisface las propiedades enunciadas ante-
riormente.

7.1. La Fórmula de Itô. Seguimos con [54] y [55]. Los trabajos de Itô fueron la
fuente de motivación para que Ayed-Kuo construyeran una nueva integral basada en
sumas de Riemann. Por ello, es importante tener, al menos panoramicamente, clara la
idea de la teorı́a de Itô. Entre estas ideas está la “fórmula de Itô”. En su libro, Kuo
nos da una simple motivación de esta fórmula: en los cursos de cálculo se sabe que
d
dt
f [g(t)] = f ′[g(t)]g′(t) siempre que f y g sean funciones diferenciables; integrando,

esta fórmula toma la forma

f [g(t)]− f [g(a)] =

∫ t

0

f ′[g(s)]g′(s)ds,

fórmula que en el contexto estocástico, y usando el movimiento browniano B(t), toma la
forma

f(B(t)) = f(B(a)) +

∫ t

a

f ′(B(s))dB(s) +
1

2

∫ t

a

f ′′(B(s))ds

donde f es continuamente diferenciable dos veces. Kuo aclara que el término 1
2

∫ t

a
f ′′(B(s))ds

surge como consecuencia de la variación cuadrática, no-cero, del movimiento browniano
B(t).
En 1944, [37], Itô probó:

Teorema 7.2. (T. Itô) “Sea f ∈ C2, entonces se tiene

f [B(t)]− f [B(a)] =

∫ t

a

f ′(B(s))dB(s) +
1

2

∫ t

a

f ′′(B(s))ds

donde la primera integral es una integral de Itô, y la segunda integral es una integral de
Riemann para cada ruta de B(s)”.

Nota 7.5. El término extra en esta fórmula es la que diferencia la teorı́a de Itô del
cálculo clásico. Ver el capı́tulo 7 de [55] para muchos otros detalles al respecto.

7.2. La Integral de Ayed-Kuo. Ver [52], [53], [54], [49]. La integral de Ayed-Kuo
es una generalización de la integral de Itô ya que ella se construye en el contexto del
cálculo no-adaptado. El concepto de proceso “instantáneamente independiente”(i, i), es
útil en la nueva teorı́a. Ası́, “Un proceso estocástico (Ht), t ∈ [0, T ], es llamado (i, i) con
respecto a la filtración (Ft), t ∈ [0, T ], si y solo si Ht es independiente de Ft para cada
t ∈ [0, T ]”.

Definición de Integral de Ayed-Kuo. “Sea (f(t)), t ∈ [0, T ], un proceso estocásti-
co Ft-adaptado y sea (Ht), t ∈ [0, T ], un proceso estocástico (i, i) con respecto a Ft.
Entonces: ∫ T

0

f(t)HtdBt = ĺım
|Pn|→0

n∑
i=1

f(ti−1)Hti [B(ti)−B(ti−1)]

donde el lı́mite existe en probabilidades, (Pn denota particiones del intervalo [0, T ]).∫ T

0
f(t)HtdBt es la integral estocástica de Ayed-Kuo de f(t)Ht”.

Nota 7.6. La integral de Ayed-Kuo es lineal. Además tiene propiedades semejantes a
la integral de Itô; como se sabe esta integral es una martingala, propiedad que no tiene
la integral de Ayed-Kuo. Esto fue una motivación para introducir el concepto de casi-
martingala (“near martingale”), propiedad que sı́ satisface la integral de Ayed-Kuo. En
[49] se da un ejemplo que muestra que la integral de Ayed-Kuo no es una martingala.

Definición 7.2. “Un proceso estocástico (Xt), t ≥ 0, es llamado casi-martingala con
respecto a la filtración (Ft), t ≥ 0, si verifica:
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(i) para todo t ≥ 0, E(Xt) <∞,

(ii) para cualquier s < t, se tiene E(Xt/Fs) = E(Xs/Xs), c.s. (casi seguramente), o
equivalentemente E(Xt −Xs/Xs) = 0, c.s.

Nota 7.7. Se observó que si una casi-martingala Xt es adaptada, entonces Xt es una
martingala.

Teorema 7.3. Sean f y ϕ dos funciones continuas sobre R y sea
Xt =

∫ t

a
f(B(s))ϕ(B(b) − B(s))dB(s), a ≤ t ≤ b, entonces el proceso Xt, t ∈ [a, b],

es una casi-martingala. (Se asume que E|Xt| < ∞ para todo t ∈ [a, b]). El lector es
sugerido a ver los artı́culos [54] y [56] para ver los detalles de lo expuesto, ası́ como
muchos otros resultados sobre la integral de Ayed-Kuo. Ası́ mismo es útil el capı́tulo 5
del trabajo [49]. Los artı́culos [57] y [58] nos ayudan a ampliar el universo de lo que se
está tratando, las integrales de Itô y de Ayed-Kuo.

7.3. Kiyosi Itô y Hui-Hsiung Kuo. Uno de los personajes más importantes del
cálculo estocástico, a decir de los especialistas, es sin duda Koyosi Itô quien es considera-
do el pionero de la integración estocástica y de las ecuaciones diferenciales estocásticas.
Itô nació en el Japón el 07 de Setiembre de 1915 y falleció el 10 de Noviembre del 2008.
Se graduó de Bachiller en Ciencias en 1938 y obtuvo su Doctorado en 1945 por la Uni-
versidad de Tokio. Trabajó en la Oficina de Estadı́stica donde inició sus notables trabajos
en procesos estocásticos que lo llevarı́an a su integral estocástica y a elaborar su cálcu-
lo, el “cálculo de Itô”. Sus trabajos sobre eventos variables fueron aplicados a diversos
campos de la matemática aplicada y de preferencia en la investigación de la matemática
financiera; también son notables sus trabajos sobre procesos de difusión sobre variedades.
Fue profesor en la Universidad de Tokio, ası́ como en diversas instituciones como la de
Stanford, en el instituto para Estudios Avanzados en Princeton, ... . Fue distinguido con
diversos premios académicos, como el Premio Asahi en 1977, el Premio Wolf en 1987, el
premio Kyoto en 1998, el Premio Gauss en el 2006.

Fue autor de muchos trabajos cientificos publicados en prestigiosas revistas, ası́ como
de diversos libros sobre probabilidades, con énfasis en el cálculo estocástico, destacando
sus trabajos pioneros sobre la integral estocástica y por esto es considerado el “padre de
la integración estocástica”. R. Jarrow-P. Protter en [59] nos da un recorrido histórico de
la integración estocástica en el perı́odo 1880-1970 tratando, desde luego, la contribución
de Itô y las motivaciones que tuvo para construir su integral, la que fue dada en su primer
trabajo de 1944, [60], año en que Kakutani publica dos breves trabajos relacionando el
movimiento browniano con las funciones armónicas; en esos años 40’s se investigaron
relaciones existentes entre las martingalas y el análisis armónico. Ası́, se desarrollaron las
martingalas basado en la teorı́a del potencial probabilı́stico. En 1948, E. Hille y K. Yoshi-
da, en forma independiente desarrollaron la estructura de los semi-grupos de operadores
fuertemente continuos, lo que contribuyó a clarificar el rol de los generadores infinitesi-
males en la teorı́a de los procesos de Markov. En esta dirección, Itô construyó una ecua-
ción diferencial estocástica de la forma dXt = σ(Xt)dWt + µ(Xt)dt, (W = proceso de
Wiener). Un problema que tuvo Itô fue dar sentido a la diferencial estocástica σ(Xt)dWt,
lo que lo logró dar en su artı́culo de 1944. Luego de algunos progresos, en 1951, Itô probó
la hoy conocida como “fórmula de Itô”: f(Xt) = f ′(Xt)dXt +

1
2
f ′′(Xt)d[X,X]t, donde

f ∈ C2. Como se sabe, esta fórmula es una extensión de la fórmula de cambio de varia-
bles en el cálculo de Riemann-Stieltjes pues nos dice la diferencia entre el cálculo de Itô
y el clásico cálculo. En [59] se dan otros logros obtenidos por Itô, ası́ como los obtenidos
posteriormente hasta 1970. Sin embargo el artı́culo de 1944 fue el punto de partida hacia
la formalización de diversas ideas que estuvieron alrededor de un cálculo estocástico. En
el Prefacio del libro de Kuo, [55], se observa que en la fórmula de Itô aparece un término
de corrección, la “corrección de Itô”que resulta de la variación cuadrática no-cero del mo-
vimiento browniano. Posteriormente se usaron integrales que envolvı́an la no-existencia
de la derivada del movimiento browniano, algo conocido como “ruido blanco”. Ası́ surgió
la idea de Itô de considerar el producto de ruido blanco con la diferencial-tiempo, la dife-
rencial movimiento browniano. La integral resultante fue muy utilizada en la matemática
aplicada. Esta idea de Itô, usar el producto del ruido blanco y la diferencial tiempo como
una diferencial movimiento browniano (usado como un integrador) fue el camino para
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definir la integral estocástica. Su método fue una combinación de las técnicas Riemann-
Stieltjes, respecto al integrador, con las de Lebesgue, respecto al integrando.

7.3.1. Hui-Hsiung Kuo. es un matemático de origen Taiwanés nacido en 1941 y que
adquirió la nacionalidad norteamericana. Recibió su grado de Bachiller en Matemáticas
en 1965 por la Universidad de Taiwan; su grado de Master en 1968 y su grado de Doctor
en 1970 por la Universidad de Cornell. En este mismo año fue profesor visitante en el
Instituto Courant en Nueva York y al año siguiente fue profesor asistente en la Universi-
dad de Virginia y, en general, fue profesor visitante en diversas instituciones académicas.
El Profesor Kuo es reconocido como investigador en el análisis estocástico con énfasis en
la integral estocástica, en la teorı́a del ruido blanco y en el análisis infinito-dimensional,
esto es, la teorı́a de integración sobre variedades infinito-dimensional; trabajó en las me-
didas gausianas en espacios de Banach, en la teorı́a de distribuciones de ruido blanco. En
particular, Kuo orientó su investigación a resolver ecuaciones diferenciales estocásticas,
ası́ como ecuaciones de dimensión infinita. Ha escrito muchos trabajos de investigación
en las mencionada áreas, ası́ como diversos libros en donde destacamos “Introduction to
Stochastic Integration ”(2006). Kuo, por su labor cientı́fica en pro del análisis estocástico,
ha merecido diversos premios y honores.

7.4. La Integral sobre Variedades de Dimensión Infinita. , [61]. Kuo, en 1971,
propone desarrollar una teorı́a de integración sobre una deseada clase de variedades de
dimensión infinita, que está relacionada con el espacio abstracto de Wiener. Este tipo de
espacio fue primero introducido por Gross en 1965, [62], el cual generaliza a los espacios
de Wiener clásicos. Wiener en 1923 introdujo una medida en el espacio de Banach C
que consiste de las funciones continuas de valor real sobre (0, 1], que se anulan en el
cero y con la norma del supremo. C ′ es el subespacio de las funciones absolutamente
continuas en C, con derivadas cuadrado-integrables, que es un espacio de Hilbert con
el producto interno < x, y >=

∫ r

0
x′(t)y′(t)dt. i es la aplicación inclusión de C ′ en

C. Entonces, por definición: (i, C ′, C) es llamado el espacio clásico de Wiener. Por otro
lado, luego de algunos argumentos de análisis funcional, se define al triple (i,H,B) como
el espacio abstracto de Wiener, donde H es un adecuado espacio de Hilbert real y B es
la completación deH con respecto a una norma medible fija sobreH . El espacio abstracto
de Wiener fue introducido por L.Gross en 1965, [62]. Luego Kuo pasa a usar argumentos
del análisis funcional para desarrollar los prerrequisitos hacia su integral. Ver [61] para
los detalles de esta integral sobre espacios abstractos.

7.5. Introducción a la Integración Estocástica. Vamos a dar un panorama de este
excelente libro sobre la integral estocástica del Profesor H. H. Kuo, [55], dado que es una
útil fuente para aprender sobre el tema, hasta el año 2006. El libro está dedicado a Kiyosi
Itô. Consta de 11 capı́tulos. Veamos brevemente.

1. Introducción. Integrales. Revisa a la integral de Riemann y a la de Riemann-
Stieltjes. Hace algunas reflexiones e interrogantes sobre estas integrales. Concluye
enunciando algunas propiedades que debe satisfacer el proceso estocástico B(t),
que define como un cierto lı́mite, preparando ası́ la definición del proceso llamado
“movimiento browniano”.

2. Movimiento Browniano. Kuo comienza introduciendo la definición de movi-
miento browniano, ası́ como de algunas de sus propiedades. Luego define a la
integral de Wiener. Da varios ejemplos ilutrativos. Luego comenta a la esperan-
za condicional; digamos algunas palabras: sea (Ω, F, P ) un espacio de probabi-
lidad fijo. Lp(Ω), 1 < p < ∞, es el espacio de todas las variables aleatorias
X que satisfacen E(|X|p) < ∞, el cual es un espacio de Banach con la norma
||X||p = (E(|X|p)

1
p .

L2 es un espacio de Hilbert. En L1(Ω) se usa la norma ||X||p = E|X|. Luego se
define a la esperanza condicional: “Sea X ∈ L1(Ω, F ); sea G una σ-álgebra tal
que G ⊂ F . La esperanza condicional de X , dado G, es la única variable aleatoria
Y tal que:

(i) Y es G-medible ,
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(ii) se tiene
∫
A
XdP =

∫
A
Y dP , para toda A ∈ G.

Notación. Y = E(X/G). Ver la sección 5 de nuestro escrito.
Luego estudia a las martingalas.

3. Construcciones del Movimiento Browniano. Estudia al espacio de Wiener, ya
que a él se le debe la primera construcción, en 1923, de movimiento browniano.
Luego pasa a dar una serie de argumentos del análisis funcional.

4. Integrales Estocásticas. Es un interesante capı́tulo pues desarrolla el tema del li-
bro; comienza con los antecedentes y motivaciones; se considera al movimiento
brownianoB(t) como integrador de la integral; luego de examinar la idea de filtra-
ción para un movimiento browniano pasa a definir la integral estocástica siguiendo
las ideas de Itô, la que se logra siguiendo diversas etapas. Nos da algunos ejem-
plos para consolidar la idea de integral en este contexto. En este capı́tulo se trata
también la desigualdad submartingala de Doob, y se termina haciendo un análi-
sis entre las sumas de Riemann y las integrales estocásticas, dándose un teorema
donde se expresa la integral estocástica como el lı́mite de una suma de Riemann.

5. Una Extensión de Integrales Estocásticas. Se comienza dando una larga clase de
integrandos; se discuten varios ejemplos para ilustrar las ideas; luego se estudia
integrales estocásticas en general y los tiempos de parada; se termina esta parte
con los procesos estocásticos asociados, donde se establece que ciertos procesos
son martingalas locales.

6. Integrales Estocásticas para Martingalas. En este capı́tulo se usan las mismas
ideas que en los caps. 4 y 5 pero con algunas modificaciones tecnicas para definir
a la integral estocástica

∫ b

a
f(t)dM(t) con respecto a una martingala continua a

la derecha, cuadrado-integrable M(t) con lı́mites a la izquierda. Se recalca que
el integrando f(t) debe ser predicable para ası́ compensar los saltos de la mar-
tingala M(t); las martingalas se usan como integradores. Luego se extienden los
integrandos f .

7. La Fórmula de Itô. En una forma simple, Kuo nos motiva esta fórmula a partir
del cálculo infinitesimal (la regla de la cadena). Se estudia la fórmula de Itô en
su forma simple dando su demostración; luego se la generaliza levemente para
después estudiarla en su forma general. También se estudia esta fórmula en el caso
n-dimensional y el capı́tulo termina estudiando la fórmula de Itô para martingalas.

8. Aplicaciones de la Fórmula de Itô. Sabemos que la regla de la cadena es una
fórmula fundamental cuando estudiamos el cálculo infinitesimal; ası́ lo es, tam-
bién, la fórmula de Itô en el cálculo de Itô. En este capı́tuto Kuo da varias apli-
caciones de la fórmuta de Itô, en particular en la evaluación de las integrales es-
tocásticas. Ası́, inicia esta parte evaluando integrales estocásticas; estudia la inte-
gral de Stratonovich, ası́ como el teorema de descomposición de Lévy. Analiza
el movimiento browniano n-dimensional, ası́ como los procesos exponenciales y
el teorema de Girsanov en donde se plantea la pregunta: “¿existen procesos es-
tocásticos ϕ(t) tal que B(t) − ϕ(t) es un movimiento browniano con respecto a
alguna medida probabilı́stica?, B(t) es un movimiento browniano. Esta pregunta
fue motivada porque se sabe que B(t)− t, t ∈ [0, 1], es un movimiento browniano
con respecto a la medida de probabilidad Q dado por dQ = eB(1)− 1

2dP .

9. Integrales Múltiples de Wiener-Itô. N. Wiener fue un gran matemático que in-
cursionó en el análisis armónico dándonos un legado de fundamentales contribu-
ciones, en particular en la mecánica estadı́stica. Ası́ él definió ciertos polinomios
(“caos”) como sumas finitas de integrales múltiples con respecto al movimiento
browniano. Esto abrió nuevas investigaciones, ası́, en 1951, K. Itô introdujo nuevas
integrales múltiples, las que fueron llamadas “integrales múltiples de Wiener-Itô”;
éstas están relacionadas a las integrales estocásticas que Itô introdujo en 1944. Se
discute la cuestión: ¿cómo definir la integral doble

∫ b

a

∫ b

a
f(s, t)dB(t)dB(s) para

una función determinı́stica f(t, s)? Kuo discute esta cuestión. Este capı́tulo es un
tanto técnico.
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10. Ecuaciones Diferenciales Estocásticas. Las ecuaciones diferenciales, tanto or-
dinarias como las en derivadas parciales, juegan un rol vital en el cálculo clási-
co; es una área central de la matemática pues gracias a ellas el hombre encontró
los medios para interpretar y conocer al mundo en que vivimos. En consecuen-
cia, llevar estos modelos al mundo probabilı́stico, de variables aleatorias, debe
ser un capı́tulo de las matemáticas muy fascinante. Ası́ fue, en efecto, por las
importantes aplicaciones que se hicieron. Kuo, como siempre, motivó las ideas
centrales de lo que trata, con ejemplos muy simples del cálculo clásico, lo que
hace al inicio de esta parte. Expone sobre el teorema de existencia y unicidad de
las soluciones de ecuaciones estocásticas; estudia la propiedad de Markov: “ un
proceso estocástico Xt, t ∈ [a, b], satisface la propiedad de Markov si para todo
a ≤ t1 < t2 < ... < tn ≤ b, se tiene la igualdad

P (Xt ≤ x/Xt1 , Xt2 , ..., Xtn) = P (Xt ≤ x/Xtn),

para todo x ∈ R”.
Un proceso de Markov es un proceso estocástico Xt, t ∈ [a, b], que satisface la
propiedad de Markov. Kuo continúa este capı́tulo estudiando las soluciones de
ecuaciones diferenciales estocásticas, ası́ como algunas estimativas de tales solu-
ciones. Estudia los procesos de difusión en donde usa los procesos de Markov.
Termina el capı́tulo exponiendo la teoria de semigrupos y las ecuaciones de Kol-
mogorov para procesos de difusión lo que hace siguiendo el contexto de los semi-
grupos y luego el de las ecuaciones en derivadas parciales.

11. Algunas Aplicaciones y Tópicos Adicionales. Es el último capı́tulo donde Kuo
da varias aplicaciones de la integración estocástica a situaciones concretas, ası́ co-
mo da algunos tópicos relacionados a las aplicaciones. En primer lugar discute
las ecuaciones diferenciales estocásticas lineales, ası́ también expone ampliamen-
te las aplicaciones al mundo de las finanzas. Aplica, también, las integrales es-
tocásticas a la teorı́a de la filtración (G. Kallianpur, 1980). Luego trata la fórmula
de Feynman-Kac relacionada con el estado de una partı́cula en el tiempo t repre-
sentada por una función u(x, t), t ≥ 0, x ∈ R, la que satisface una ecuación de
Schrödinger; todo esto dentro de la mecánica cuántica. La sección 5 trata sobre
la aproximación de integrales estocásticas donde se describe una relación entre el
cálculo de Newton-Leibniz con el cálculo de Itô ,lo que es debido a E.Wong-M.
Zakai, 1965, quienes discutieron la convergencia de integrales ordinarias a integra-
les estocásticas, ası́ como la relación que existe entre las ecuaciones diferenciales
del cálculo infinitesimal con las ecuaciones diferenciales estocásticas. Finalmente,
en la sección 6, Kuo trata la teorı́a del ruido blanco y los circuitos eléctricos, en
donde usa algunas ecuaciones diferenciales estocásticas. Al final, nos indica que
sobre la teorı́a del ruido blanco podemos consultar, por ejemplo, su libro “White
Noise Distribution Theory”. 1996.

8. Breves comentarios sobre la Integral a través del Tiempo. I-II-III-IV.

(i) Los cuatro artı́culos, I, II, III y IV, de “la Integral, una Visión de su Evolución a
través del Tiempo”nos dan un panorama de la evolución de la noción de integral,
dando énfasis a las ideas, métodos y contribuciones hechas en pro de su desarrollo.

(ii) La idea fue, y es, dar al lector interesado motivaciones para hacer estudios más
detallados que podrı́an conducir a un trabajo de maestrı́a o doctorado, si las con-
diciones son las adecuadas. Se dan numerosas referencias bibliográficas.

(iii) Contribuir en nuestro paı́s, y otros, con una información sobre temas de relevan-
cia en el universo matemático, como es el análisis matemático en sus diferentes
niveles de rigor analı́tico.

(iv) En particular, difundir el análisis estocástico por sus grandes aplicaciones a pro-
blemas concretos, como es el mundo de las finanzas, de la fı́sica, la estadı́stica, y
otras áreas.

(v) Ası́ mismo motivar estudios sobre aspectos teóricos del análisis, pues donde hay
una buena matemática pura, hay una buena matemática aplicada.
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(vi) Motivar en nuestras universidades actividades como son hacer seminarios, grupos
de estudios, orientación de tesis, sobre temas concretos que existen en estos cuatro
artı́culos.

(vii) Los interesados en esta área matemática pueden complementar su información
consultando: [63] donde el autor expone temas del análisis real-armónico rela-
cionado con la teorı́a de Littlewood-Paley, la que es útil tanto en la matemática
pura como en la aplicada, es un libro avanzado y especializado . En [64],, [65] y
[66] se exponen los procesos estocásticos (las martingalas) usando resultados del
análisis real como son las desigualdad de John-Nirenberg , los espacios Hp y los
BMO. Estos trabajos son recomendados como temas para seminarios con estu-
diantes avanzados. El artı́culo [67] podrı́a ser útil para interesados en la estadı́stica
y ası́ aprender técnicas del cálculo estocástico. El autor pertenecı́a, entonces, a la
PUCP. En [56] los autores proponen la fórmula de Ito para la nueva integral de
Kuo y de esta manera se tiene un avance para tal fórmula; es un artı́culo que
podrı́a servir para una tesis de Maestrı́a, dando las demostraciones y análisis del
caso. Finalmente, en [68] Ito estudia las ecuaciones diferenciales estocásticas en
su relación con los procesos estocásticos. Este tema , las ecuaciones diferenciales
estocásticas , es un reto que esperamos algún dı́a escribir algo.
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S. M. Mex. 1995.
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