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Abstract

This article studies several generalizations in affine spaces. First, the notion of affine maps
is extended to bilinear maps defined in affine spaces, referred to as affine bilinear maps,
and symmetric and antisymmetric affine bilinear forms are examined. Next, differentiable
actions of a Lie group on affine spaces are defined, analyzing their isotropy group, orbit
space, and set of fixed points. Finally, the notion of tensor product between vector spaces
is extended to tensor product between affine spaces.

Keywords . Affine bilinear, affine action, affine tensor.

Resumen

En este articulo se estudian varias generalizaciones en espacios afines. Primero, se amplia
la nocion de aplicaciones afines a aplicaciones bilineales definidas en espacios afines,
denominadas aplicaciones bilineales afines, y se examinan las formas bilineales afines
simétricas y antisimétricas. Luego, se definen acciones diferenciables de un grupo de
Lie sobre espacios afines, analizando su grupo de isotropia, su espacio de orbitas y su
conjunto de puntos fijos. Finalmente, se extiende la nocion de producto tensorial entre
espacios vectoriales a producto tensorial entre espacios afines.
Palabras clave. Bilineal afin, accion afin, tensor afin.

1. Introducciéon. Los espacios afines son una estructura matemadtica préxima a la
del espacio vectorial en donde no tiene un punto privilegiado como el vector cero en
un espacio vectorial. Un espacio afin se refiere a la representacion matemética de un
conjunto de puntos, donde la caracteristica principal es la existencia de un conjunto de
movimientos preferentes conocidos como traslaciones. Estas traslaciones permiten ir de
cualquier punto a otro de manera unica y se modelizan utilizando el concepto de espacio
vectorial. Las propiedades geométricas de un espacio afin se mantienen invariantes por el
grupo de las aplicaciones afines biyectivas.
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En este articulo, comenzamos definiendo aplicaciones afines entre espacios afines pa-
ra luego generalizar a aplicaciones bilineales afines entre estos espacios. Estudiamos las
propiedades de las formas bilineales afines simétricas, antisimétricas y alternantes, re-
sultando en el Teorema 3.3. Posteriormente, en el contexto de los sistemas dinamicos,
extendemos la definicidn de accion diferenciable de un grupo de Lie sobre espacios afi-
nes, analizando su grupo de isotropia, su espacio de drbitas y el conjunto de sus puntos
fijos, presentados en los Teoremas 4.2, 4.3 y 4.4.

Utilizando el Teorema 5.1, proporcionamos la Definicién 5.1, que extiende la defi-
nicién de 2-tensor contravariante en un espacio afin. Para esta extension, consideramos
espacios afines con una forma bilineal afin cuya forma bilineal asociada sea un producto
interno. En general, la Definicién 5.2 nos provee de un espacio tensorial entre espacios
afines, y en el Teorema 5.3 se establecen las condiciones para que un tensor afin posea la
propiedad universal, similar a la de los tensores en espacios vectoriales. Como consecuen-
cia, se obtiene la relacion entre los tensores afines y los tensores en espacios vectoriales.

2. Preliminares. Iniciamos con algunas definiciones y teoremas referentes a espacio
afin y aplicaciones afines. Para mayor informacién puede consultar:[1], [2],[3], [4], [5],
[6].

Definicion 2.1. Sea A un conjunto no vacioy E = (E, +, ) un espacio vectorial. Se
dice que A es un espacio afin asociado a E si existe una aplicacion

p: AXE — A
(p,v) = ¢(p,v)
que satisface las propiedades:

1. Para cada p € A, la aplicacion ¢, : V — A, definida por ¢,(v) = ¢(p,v), es
biyectiva.

2. Paracadap € Ay para cadapar de vectores u,v € V, p(p,u+v) = o(p(p,u),v).

En lo que sigue denotaremos ¢(p,v) := p T4 v 0 por ¢(p,v) := p T v cuando no hay
lugar de confusion con respecto a A.
Observacion 2.1.

e Los elementos de A son llamados puntos y los elementos de V' son llamados vec-
tores.

o Del primer apartado de la definicion: dado q € A, existe un tinico vector v € V
tal que pt v = q.

e Del segundo apartado de la definicion: pt (uw+v) = (ptu) fv, para todo p € A
y para todo u,v € E.

La estructura de espacio afin lo denotaremos por (A, E, ) o por (A, F, t). La dimen-
si6n de un espacio afin A es la dimensién del espacio vectorial F.
Un modo equivalente a la definicién de espacio afin es tomar dos puntos en A y asignarle
un vector mediante una funcion.

Teorema 2.1. Sea A un conjunto no vacioy E = (E,+, ) un espacio vectorial. A es
un espacio afin asociado a E si 'y sélo si existe una aplicacion

v: AxXA — E
(p.q) = (p,q)
que satisface las propiedades:

1. Para cada p € A, la aplicacion v, : A — E, definida por ,(q) = ¥ (p,q), es
biyectiva.

2. Para cadap,q,s € A, ¥(p,q) + (g, s) = ¥(p, s).
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Figura 2.1: Aplicacion afin ¢’ o (f X f) = fo .

En lo que sigue denotaremos ¢ (p, q) = ]ﬁ Haciendo uso de esta notacion los apartados
del teorema quedarian: dado v € E existe un inico q € A tal que ]7] = v, y para cada

p7q73€A ﬁ+q?_ﬁ
Observacion 2.2. La relacion entre (A, E, @) dada por la definicion 2.1, y (A, E, 1)

dada por el teorema anterior, es que para cadap € A, ¢, : V — A es una funcion
biyectiva con inversa 1\, : A — V. Asi,

Yq) =04, () =ptDi y qa=ptDl

Teorema 2.2. Sean p, q, s, t puntos en un espacio afin A. Se cumplen las siguientes
propiedades:

1. pp=0.

2. m = 0 entonces p = q.
3. o4 = —qp.

4. ]ﬁzgﬁﬁ:ﬁ.
5. 04+ +5p=0.

Definicion 2.2. Sea A un espacio afin asociado al espacio vectorial V. Seap € Ay
F' un subespacio vectorial de V. Decimos que el conjunto

f:{UUEA;ﬁGF}Z{p—i—vEA;UGF}:zp—f—F

es una variedad lineal afin (o subespacio afin) que pasa por p y asociado al subespacio
vectorial F'.

Las aplicaciones lineales se definen como funciones cuyo dominio y contradominio
son espacios vectoriales, y tienen la propiedad de preservar las operaciones definidas en
dichos espacios. En el contexto de aplicaciones entre espacios afines, las aplicaciones
afines son importantes. Tienen el papel de preservar subespacios afines.

Definicion 2.3. Una aplicacion f : (A, V,¢) — (A", V' ') entre espacios afines se

dice que es una aplicacion afin si existe una aplicacion lineal f : V. — V' tal que, para

cada par de puntos p,q € A:
= f0)f ().

A la aplicacion lineal fvse le llama aplicacion lineal asociada a f. Fijando p € A

y puesto que F(5#) = f(p)f(x), entonces f(x) = f(p) ta F(3#), Vo € A. Algunas
propiedades de aplicaciones afines se enumeran en el siguiente teorema.

Teorema 2.3. Sea f : (A, V,¢) — (A", V', 4)') una aplicacion afin entre espacios
afines. Entonces

1. f esinyectiva siy solo si f lo es;

2. f es sobreyectiva si y solo si ]710 es;

3. f preserva subespacios afines.

La geometria afin se puede extender al espacio proyectivo; para ello, se puede con-
sultar con [7],[8], [9], [10], y otras definiciones usando coordenadas baricéntricas pueden
encontrarse en [11].
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3. Aplicaciones bilineales afines. Sean (A, E,v4), (B, F,¢p), (C,G,¥c) espacios
afines, donde £, F, G son espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K.
Definicién 3.1. Una aplicacion b : A x B — C' se llama aplicacion bilineal afin,

si existe una aplicacion bilineal b : E x F — G tal que: b(Wa(p,q), ¥5(r,s)) =
Yo (b(p,r),0b(q, s)), para todo p,q € Aypara todor,s € B.

Haciendo uso de las notaciones de la seccién anterior, tenemos b(pg, 78) = b(p, r)b(q, s ;,
A VrseB.
Sea©y: (Ax A) x (B x B) — C x C definido por O,((p, q), (r,s)) = (b(p,7),b(q, s))
para todo p,q € Ay paratodor,s € B. Asi se tiene la conmutatividad de los diagramas:

(Ax A) % (B x B) 2 CxC ((p,q). (r, 5)) —2 = (b(p,7), b(g, 5))

axyg P Paxidyg e

ExF _ G (0. 7%) b(pg, 7%) = bp, r)b(g, )

b b

Figura 3.1: Bilineal afin thc 0 ©, = bo (14 X 1p).

Ademas paracada o, 5 € Ryp,q,p',¢,r, 8,7, € Atenemos:

Waph + B, B78) = ab(ph,7) + Bb(q, )

= ab(p,)b(q, §+Bb(p’ r) (¢ 5)
W50 ot + prd) = ab(ih ) + @bm

= ab(p,)bg ,sﬁmb(p,r) (g, ).

Teorema 3.1. En la definicion anterior, si v = s o p = q, entonces b(p,r)b(q, r) =
0 o b(p,r)b(p, s) = 0.

Demostracion: Sir = s, en la definicién

B0, 7) = b(p, r)b(q, 1) = 0 = B(t;, 0) = b(p, r)b(q, 1) = b(p, T)b(g, 7 = 0.

De modo similar se prueba el caso p = q. 0

Teorema 3.2. Fijando (p,r) € AX B, se tiene b(z,y) = b(p, r)Tcg(ﬁ, @), Y (z,y) €

A x B. Demostracion:

b(p,r) tc b(PL, 7)) = ¢c(b(p,r),b(pt, 7))
wc(b(p, ), Yo(b(p,7), b(r,y)))
= (2)bpar) (V0 )bp.ry (b2, 1))
b(w,y).

0
Ejemplo3.1.Sean A=B=C=FE=F=G=R"yYa,¥p,Yc: R*"xR" - R"
definido como 1 4(p, q) = ¥5(p.q) = Yc(p,q) = ¢ — p, para todo p,q € R".
Sib:R" x R*™ — R" es afin bilineal, entonces su bilineal asociada B : R™ x R" — R"
es de la forma N
b(q 2% S) = b(qa S) - b(pv T)'
Y en términos del teorema anterior para (p,r) € R™ x R" fijo, se tiene

b(z,y) = bp,7) +§(f€ Py - r) N -
= b(p,r) +b(x,y) — b(z,7) = b(p,y) + b(p,7).

Vpqe
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Definicion 3.2. Sean ((A, E,v4) y (B, R, 1) espacios afines. Se dice que una apli-
cacion b : A x A — B es una bilineal afin simétrica o anti-simétrica o alternante, si es
una aplicacion bilineal afin en donde su bilineal asociado es una forma bilineal simétrica
o anti-simétrica o alternante, respectivamente.

Teorema 3.3. Sean (A, E, 1 4) y (R, R, ¢r) espacios afines, donde g es la operacion
usual en R. Sea b : A x A — R una forma bilineal afin. Entonces

1. b es simétrica si'y solo si b(x,y) = by, x), para todo z,y € A.
2. b es anti-simétrica si'y solo si b(z,y) = b(y, z) = b(x, x) para todo x,y € A.
3. bes alternante si 'y solo si b(x,x) = b(x,y) para todo z,y € A.

4. b es anti-simetrica si y solo si b es alternante.

Demostracion: Sib: E x E — R es la forma bilineal asociada a b, entonces

1. (=) Dados z,y,p,r € A tenemos

b(z,y) = b(p,7) +b(PE, 7)) y by, x) = b(r,p) + b(ry, pF).
Tomamos la diferencia de ambas ecuaciones y operamos
b(z,y) + b(r,p) = bly,z) + b(p,r), Vaz,y,pre A
En particular tomando x = r e y = p tenemos
b(xz,y) =bly,x), Vx,ye€ A
(<) Es claro de la primera parte de la prueba.

2. (=) Dados x,y,p,r € A tenemos

b(x,y) = b(p,r) + b(DE, ) y b(r,x) = bly,p) + b(yT, pt).
Tomamos la diferencia de ambas ecuaciones y operamos
b(x,y) + by, p) = b(p,7) + b(r, z).
Parap=r=y
b(x,y) + by, y) = by, y) + bly, z) = b(z,y) = b(y, z)
Parap=r==x
b(z,y) + by, ) = 2b(x, ) = blz,y) = b(z,x), Y,y € A

Por lo tanto las afines anti-simétricas son constantes con respecto a una de las
variables.
(«<=) Es trivial.

3. Si b es alternante

b5 ) = 0 < b(p, p)b(g,4) = 0 b(p, p) = b(q. q).

4. Es claro que las formas bilineales afines alternantes son anti-simétricas y bice-
versa.

O

Sea (A, E, 1) un espacio afin con F siendo un espacio vectorial real de dimensién
finita. Sea b : A x A — R una forma bilineal afin cuyo bilineal asociado es un producto
interno (-, -) : Ex E — R.Paracadapar (p,q) € Ax A, se cumple la siguiente propiedad:

b(z,y) = blp,q)+ (P2, q0), (v.y) € Ax A

Ademas, se tiene las siguientes afirmaciones:
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1. Si p# = g, entonces b(x,y) = b(p, q) + ||pF||*.
2.Sip = qyax =y, entonces b(z,z) = b(p,p) + ||p£||%. Es claro que b(z,z) >
b(p,p), para todo x € A. Ademas, s1 b(x, z) = b(p, p) entonces p = z.

A partir de lo anterior, se pretende definir una espacie de norma en A. Dado un punto
p € A, definimos la aplicacién || - ||, : A — R como |z, = ||p#|. Esta aplicacién
satisface las siguientes propiedades:

Al > 0.

—_—

. Si||z]|, = 0siysolosip=uz.

. dado & € R, [al[lz], = [lov- E].
NP+ B3l < Nelly + Nyl
BAl < Nzl + Nl

En las condiciones anteriores el espacio afin es un espacio métrico con métrica d(z,y) =

179
Sea (A, E, 1) un espacio afin con £ = (E, +, -) espacio vectorial real de dimensién
finita. Sea p € A fijo, definimos las operaciones afines +, y -,

A~ W

9

+,: AXA — A »: RxA — A
y
(IE, y) = +p($7 y) =T+pyY (CY,J?) — 'p(Oé, [L’) =QpT

tales que

b, +p(z, ) =D +D0 Yy Y, pla,x)) = api.

— ——3 : ——_S
x_‘_Py:p—i_p(xvy :ﬁ—i_@ y @y :p'p<05>x :Oéﬁ-

Entonces (A, +,, -») es un espacio vectorial. Mas atin,

lov o 2l = o (0, )l = llp 5 (@ )] = o] = [l [7] = lal|l]l,
o+ lly = |+ (2 9)llp = lp+p @ 65| = 15 + B < Nzl + 1yl

Por lo tanto, (A4, 4, », ||-||,») €s un espacio vectorial normado. Denotaremos a (A, +, -, ||-
||,) por T,,A 'y es llamado espacio tangente de A en el punto p. Ademds podemos observar
que v, : 1T,A — E es un isomorfismo lineal.

es decir,

4. Acciones sobre espacios afines. La nocion de derivada definido entre conjuntos
abiertos euclideanos se extiende a espacios afines, para ello puede consultar [12]. Aqui se
presenta una forma distinta de definir derivadas pero solo para acciones definidas en un
grupo de Lie sobre espacios afines. Sea (A, F, 1) un espacio afin de dimension n sobre un
espacio vectorial normado E'y sea G = (G, ) un grupo de Lie real con elemento neutro
e.

Definicion 4.1. Dada la aplicacion ¢ : G x A — A. Decimos que ¢ es una accion
continua G sobre A, si ¢ es una aplicacion continua G x A en A tal que:

1. ¢(e,p) =py
2. ¢(g1 * g2,p) = (g1, ¢(92,p)), para todo gy, g, € G y para todo p € A.

A partir de la definicién 4.1 consideremos ¢ : G x E — E definido por g(g, pg) =
pd(g,q), para todo g € G y para todo p,q € A. O de manera equivalente ¢(g,q) =

ptélg,ph).

Teorema 4.1. La aplicacion 5 : G X F — FE, dada por la definicion 4.1, es una
accion continua de G sobre E.
Demostracion: Dados p,q € Ay g1, 9> € G, tenemos
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é(e,04) = pole, ¢) = Dy

&(g1 % g2, p0) = pB(gr * g2,4) = (g1, D(go, q))i
;5(91,29(25(92, q;) = 5(91, 5(92,1@))

3. Continuidad de 6.

&(g,p0) = P9 9.¢) = lim ¢(p,¢(g,q))

(9, ﬁ)% (g0 poqo) (9, ﬁ)ﬂ (90,P0G0) (9,p%)—(g0,P0q0)
= w(poy 907(10 p0¢ QO,Q(); = ¢ 90,290%

En la prueba anterior, comenzamos utilizando la definicién de ¢ y luego aplicamos
el teorema 2,1. Dado que £ es un espacio vectorial normado, en la ultima parte
de la seccion 3 se muestra que el espacio afin se convierte en un espacio métrico.
Con esta métrica, 1) es una funcién continua.

O
Definicién 4.2. Una accion continua ¢ : G x A — A de G sobre A es llamado de

clase C* (resp. diferenciable) si ¢ : G x E — E es de clase C* (resp. diferenciable).

~
X

e
e

Figura 4.1: La relacion entre la accion ¢ y $

El grupo de isotropia, conjunto de orbitas y el conjunto de puntos fijos de ¢, por
definicion son:

1. Gy(¢) = {9 : 9(9,9) = ¢}
2. Oy(¢) = {#(9,q) : g € G}

3.3(¢0) ={q€A:¢(9,9) =q, Vg € G}

Teorema 4.2. Si G,(¢), O,(¢) ¥y > (¢) son el grupo de isotropia, el conjunto de
orbitas y el conjunto de puntos fijos de ¢, entonces

1. g€ Gy(¢) siysolosig e Gm(a), Vpe A

2. pQ, 3— Opi(0), ¥p,q € A

3. q € >.(¢) siysolo sipg € E((Z), Vpe A

Demostracion: Si g € G,(¢) tenemos

&(g.94) = po(g,q) =Dl Vp € A<= g € Gp(9), Vp € A.

Evaluando 1, en la orbita O,(¢), tenemos

Un(04(8)) = {Up(6(g.0)) 1 g € G} = {pd(g.q) : g € G} = {d(g, Pl) 1 g € G} = Oy (9).
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Entonces

Up(04(0)) = Og(9), Vp,q € A
Siq € ) (¢) tenemos

39,70 = polg.q) = Ph. Vp € A== Tl € Y (4). ¥p € A
Teorema 4.3. Dados q,q' € A, ¢ # ¢y ¢ ¢ Oy(¢). Entonces
1. 40,(9) = 40y (6) = Oo(6)
2. 40,(9) = 05:(9) ¥ 40y (¢) = O ().

Demostracion: Por la parte 2 del teorema 4.2

—) .
0,(0) = 05(3) y 7O, (¢) = 052(0), Vp,p' € A. (4.1)

En particular, sien (4.1) p = qy p’ = ¢’ tenemos

~ ~ ~ rE—
Oq(¢) = Og;(¢) = Oo(¢) = O7(¢) = ¢ Oy (9).

Nuevamente en (4.1) sip = ¢' y p’ = ¢ tenemos

- ~ ~ ~
4 04(0) = O(¢) = O_(9) y 404 (6) = O (9).

[l
Teorema 4.4. Sean p, p’ € A fijos. Dado q € A existe un tinico q € A tal que
P'O4(9) = pOs(9).
- —
Demostracion: Sea q = 1, 1(p'q). Entonces
~ -~
p0;(6) = O-2(0) = O () = P'Oy(9)-
[

Esto quiere decir, si A/G = {O,(¢) : ¢ € A} es el espacio de 6rbitas de ¢, entonces
¢p(A/G) = 1/’p’(A/G)'

5. Tensores afines. El estudio de tensores en espacios vectoriales es crucial en ma-
tematicas y fisica, ya que proporciona un marco formal para describir y manipular magni-
tudes que tienen direcciones especificas. Algunas referencia de ello puede consultar con

[13],[14], [15], [16].

Sea (A, E, ¢) un espacio afin con E espacio vectorial real de dimension finita. Sea A*
definido por

A*={f:A— R: f esaplicacion afin}.
Sea p* : A* x E — A* definido por ¢*(f,v)(p) = f(p(p,v)), paratodo (f,v) € A* x E,
p € E. Es natural pensar que ¢* va a dotar de una estructura afin a A* pero no es el caso;
ya que no satisface la primera propiedad de estructura afin.

Ejemplo 5.1. Sea h : R* — R una funciony A = {(z,y,z) € R® : 2 = h(z,y)}
el grdfico de h. Sea también 1) : A x A — R? definido por V((z,y,2),(z',y, 7)) =
(2 — x,y — ). Es fdcil verificar que (A, R? 1)) es una estructura afin.

Sea f : A — R una aplicacion afin en A con aplicacién lineal asociada f : R? — R,
entonces parap = (v,y,z) € Ayq= (2',y,2') € A, tenemos

—ff() = F@' —ay —y) =fy,2) — f(z,9,2)

= [y, 2) = [y 2) + [l@ —xy —y)
= f(l‘/,y/72,) - f(x,y, Z) + f(‘rlvy/) - f(x,y)
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Por el teorema de Riez existe un inico vector (u,v) € R? tal que f(x,y) = ((x,y), (u,v))
para todo (x,y) € R% Luego

f@ ') = fx,y,2) + (2 = 2)u+ (Y = y)o.
En particular, si tomamos p = (0,0, h(0,0)) € A tenemos

[y ) = f(p) + 2w+ y'v, V('Y 2) € A.
Desarrollando ¢5:

ei(a, B)(z,y, 2) " (f, (o, B))(,y, 2)
= fle((z,y,2), (a, 8)))
= flz+a,y+ B h(z+a,y+p))
= fp)+ @+ a)ut(y+ P,
para todo (x,y,2) € Ay (a, 3) € R Tomando dos vectores (o, 3) y (o, ') en el plano
tal que
gD*(f’ (&7 B))(I’, y7 Z) = ()0*<f’ (a/7 /8,))(2:‘7 y’ Z)'
Luego

fo)+@+aut(y+Pv=[fp)+(@+a)ut(y+fv = (a—a)u+(B-F)v=

Con esto probamos que @y : V — A* no es inyectiva.

Seab: A x A — R una afin bilineal cuyo bilineal asociado es un producto interno
): ExE — R.Sea H: A — A* definido por: paracadap € A, H(p) : A — R dado

por H(p)(q) = b(p, q).
Teorema 5.1. Sea (A, E, 1) un espacio afiny b : A x A — R forma bilineal afin cuyo
bilineal asociado es un producto interno (-,-) : E x E — R. Dado el conjunto

={feA":dpe Aconblp,p) = f(p)},

consideremos H : A — A% definido por: para cada a € A, H(a) : A — R dado por
H(a)(c) = b(a, ). Sea la aplicacion %, : A} x AT — E* definido por

Vi(f,9)(w) = (ba(H(f), H (g)),u), f,g€ A}, ucE.

Entonces (A5, E*, %) es una estructura de espacio afin.
Demostracion: Verifiquemos que H : A — A7 es una biyeccion.
H es inyectiva.
Dados p,q € A tales que H(p) = H(q), entonces evaluando en 7 cualesquiera de A, se
tiene

H(p)(r) = H(q)(r) = b(p,r) =blg,7), VreA
= b(r,s)+ (rp, sF) = b(r,s) + (7§, 5F), Vr,se A
= (rp,sF) = (7,5, Vr,seA
= (p—7q,57) =0, VrseA
= <@,ﬁ>20, Vr,s€ A
= ¢=0
= p=yq

H es sobreyectiva.

Dado f € A%, entonces existe p € A tal que b(p, p) = f(p). Sea f : E — R funcional
lineal asociado a f, entonces por el teorema de Riez existe un tnico vector v € F tal que
f(u) = (u,v) paratodo u € E.Parap € A, existe un tnico ¢ € A tal que v = pi.
Entonces f(z) = f(p) + (pt, p§j) para todo = € A.



Benito O.- Selecciones Matematicas.2024; Vol.11(1):42-55 51
Luego
H(q)(x) = blg,x)=b(p,p)+ (p§,pt) Yz € A

fp)+ (P, pt), Ve e A
f(x), Ve A

Ahora veamos que (A7}, E*,1%) es una estructura de espacio afin.
Dado f € Aj, definimos (¢%); : A} — E* como (¢%)(g) = ¥%4(f, g) paratodo g € A*.
Vamos a demostrar que (¢ ) s es biyectiva.

e Inyectiva. Dados g,g € A* tal que (¢%)r(9) = (¢%)s(g), entonces para cada

u€ekl

(V) r(9)(w) = (¥a)r(9) <¢A Y HT ), u) = (a(HH(S),
= Ya(HH(f), H ' (9)) = va(H(f), H (7))
= H S g)=H (g
= g=g.

e Sobreyectiva. Dado h € E* debemos hallar g € A7 tal que (¢%)(g) = h. Por el
Teorema de Riez existe un dnico vector § € E tal que h(u) = (u, ), para todo
u € F. Luego

(W) r(9)(w) = h(u) < (Ya(H(f), H ' (9),u) = (0,u)
< Ya(HY(f), H ' (9)
& (Ya)urpn(H(g)
& H ' (g)=(
< g=Ho (wA)_blpl(f)(e :

Dados f, g, h € A, vamos a probar ¢ (f, g)+¢7% (g, h) = V% (f, h). En efecto, evaluando
en cualquier © € £ tenemos

Valf,9)(w) + ¥ialg, h)(w) = (YalH (), H(9)),u) + (Ya(H " (9), H(h)), w)

I
~
<

S
—~
Sx
L
-
=

<
~

Cuando E es un espacio vectorial de dimension finita los espacios vectoriales de las
m-formas multilineales (llamadas m-tensores covariantes) es isomorfo al espacio dual de
Er®@FE*---@E*. Siguiendo esta ultima definicion se puede extender la nocion de tensores
covariantes para espacios afines.

Definicion 5.1. Dado (A, E, 1) un espacio afin con las condiciones del teorema 5.1.

El 2—tensor afin contravariante en A se denota por ARQA y se define como el conjunto
de aplicaciones bilineales afines

At x AT 5 R

Teorema 5.2. Si ' € AR A, entonces existe una vnica T € (E* @ E*)* tal que
U(g.k) =T(f,h) + 7(Wa(f, 9) @ Va(h k)),V f,g,h k € A].

Demostracion: Seal : A} x A} — R una forma bilineal afin con bilineal asociada
I': B x £* — R. Entonces

T4 (f, 9), ¥a(h,k)) = T(g.k) — T(f,h), ¥ f,g,h, k € AL
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Si (E* ® E*,m) es el producto tensorial, entonces por la propiedad universal que tiene el
espacio tensorial £* ® E*, existe un Unico funcional 7 : £* @ E* — Rtalque rom =1

Luego
(g, k) = T(f, h) = T(W4(f, 9), (b, k) = 7(¥4(f. 9) @ ¥a(h, k).

Asi
U(g.k) =T(f,h) + 7(Wa(f, 9) @ Va(h k)),V f,g,h k€ A].
U
Consideremos la aplicaciéon Or : (A} x A}) x (A} x A7) — R x R definido por
Or((f,g),(h,k)) = (I'(f,h),I'(g,k)). Por el teorema 4.2 el diagrama que sigue conmuta

(A} x AD) % (A} x A —2 . RxR

P XPh

Figura 5.1: I'(g, k) = T(f, h) + 7(V%(f,9) @ ¥4 (h, k)),¥Y f, g, h, k € A}.

En los tensores entre espacios vectoriales sabemos que:
W+ )Quw=vw+vVw, vRw+uw)=vw+vuw

y también
a(v®@w) =(aw) @w =1 ® (aw).

Veamos, para el caso de tensores afines, como recuperar esas propiedades.
L(g, k) = T(f,h) +7(Wa(f,9) @ Va(h,k)),V f, g9, h, k € Af. (5.1)
L(g' k) = T(fh) + r(Wha(fg) @ ¢ k)Y flog bk € AL (5.2)
I(g, k) = D(f,0)+7(Wa(f.9) @ ¥a(h k), V f, 9.0, K € A]. (5.3)
De (5.1)y (5.2)
[(g, k) + T(g', k) =T(f,h) + T(f', h) + 7((Wa(f, 9) + ¥a(f' 9") @ ¢a(h, k)
yde (5.1)y (5.3)

[(g, k) + T(g. k') = T(f,h) + T(f, h) + 7(4(f, 9) © (Walh, k) + L4 (R K))).
Para la otra propiedad debemos probar que dado o € R, (ap4)* = ). En efecto

() (f9)(w) = b((aa)(H(f), H (9)). u)
b<O”vZ)A(H_1(f)v H_l(g»’ U)
)

= ab(a(H'(f), H '(g)

Ahora

al'(g, k) = ol (f,h) +ar(is(f, 9) @ Pa(h, k)
= al'(f,h) + ()4 (f, 9) @ Ya(h, k).
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Asi tenemos:

(CCf )+ T h) (T (g, k) + T(g', k)) = 7((Walf.9) +¥alf 9") @ i(h, k)
(C(f,h) + T(f,h)) (g, k) + (g, k) = 7S, 9) @ (Wa(h, k) + ¢4 (R K)))
al (f,MT(g, k) = 7((a)a(f, 9) @ i (h, k).

Mis tensores afines. Sean (A3, E*,¢%) y (B, F*, ¢} espacios afines como en el teorema

5.1.Seal': A} x Bf — R una forma afin bilineal con bilineal asociada I':E*xF* >R
Entonces

T(Wi(f.9),¥5(h k) =T(g.k) = T(f.h), ¥ f,g € A, h,k € B;.

Sean V, W espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Sean (A, V,v4), (B, W, 1) dos es-
pacios afines.

Definicion 5.2. El par (AR B, 11) es llamado producto tensorial afin entre A'y B si
ARB es un K espacio afin y Il : A x B — A®B es una aplicacion bilineal afin tales
que satisfacen las siguientes propiedadades:

1. 11 : A x B — A®B es una bilineal afin asociada la aplicacion tensorial 7 :
VW —=sVeoW.

2. (A®B,V @ W, ¢ 5p) es una estructura de espacio afin.

Teorema 5.3. Dado un espacio afin (C,U,¢) y una bilineal afin ¢ : A x B — C,
entonces

1. existe una aplicacion afin f - ASB — C tal que p(a,b)o(c,d) = (f o I)(a, b)(f o I)(c, d)

para todo a,c € Ay paratodo b,d € B.

2. Fijando (a,b) € A x B, existe una tinica aplicacion afin f : AQB — C tal que
f(a®b) = p(a,b)y foll = ¢

Demostracion:

1. Como ¢, IT son aplicaciones bilineales afines asociado a la bilineal ¢ y 7, respec-
tivamente, entonces

po(haxihp)=1coO, y YugpoOn=mo (Ya X Yp),

donde @cp((a7 C)? (bv d)) = (90((1’ b)? 90(07 d)) y @H((a7 C), (b7 d)) = (H(a7 b)’ H(C7 d)) =

(a®b), (c®d), para todo a,c € Ay paratodo b,d € B.

Sea f : AQB — (' es un afin con lineal asociado 7, entonces ¢¢ o (f x f) =
ToYgp.-donde 7 : V@ W — U es la tnica aphcamon lineal tal que 7 o ™ = .

Luego,
o(ab)ple,d) = §(at,bd) = (rom)(@t, bd) = (r o m)(Wala, ), ¥p(b,d))
= ((rom) o (wa x ¥)((a0), (b,d)) = (70 (Ys55 0 On))((a,
70 Yagp)(Il(a, b),11(c,d)) = (7 0 Y a5p) (a®b, cRd)

(
(
(
(f o ) (a,0)(f o T1)(c, d).

2. Como a®b € AQBY p(a,b) € C, existe una dnica aplicacién afin f : AQB — C

cuya aplicacion lineal asociada es 7y f(a®b) = ¢(a, b). Asi continuando con el
item (1), tenemos

A b)p(e.d) = (f o) (a,b)(f o T (e, d), ¥ (c,d) € A x B.
Entonces ¢(c,d) = (f o IT)(¢, d), para todo (¢, d) € A x B.

c), (b, d))

_ P ———
Yoo (f x [))(a®b, c@d) = e (f(a®b), f(c@d)) = f(a®b) f(c®d)
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Bn

(Ax A) x (B x B) - (ABB) x (AZB)

Paxip Yawe

U E"" ,___,___3;\

Vx W =VaW

m

Figura 5.2: El producto tensorial afin y su propiedad universal.

OJ

En la demostracion del teorema anterior, si 7 fuera biyectiva, podriamos definir ¢ 455

siguendo la ruta del diagrama anterior. Asi, Y55 =7 o (Yc) o (f X f)y (ARB,V ®
W, 4z ) es una estructura de espacio afin. En efecto:

1. Fijo a®b, sea (Yazp),q, : ARB — V @ W, definido por (Y zp),z, (c@d) =
Y az5(a®Db, c®d) para todo c®d € AR®B. Entonces

WA@B)C@, (c®d) = %@B(@@ba c®d) = (177 01/100 (f x f))(a®b, c@d)
= (17 00)(f(a®D), f(cBd)) = 77" (V) j(ump) (f(cBA))

= (770 (W) jumm 0 ) (cB0).

Luego, (Y azn) 4z = <7'_1 ° (V&) (amn) © f> es biyectiva.

2. Sea a®b, c®d, e@m € AR B, entonces

i (0. GB) gy (T, Tm) 1<f(—c®d>>  (F(@d) ()
- 1 ( f(a®b) f(cd) + f (C®d)f(6®m)>
= 1< (a@d) f e®m)>

= Yagp(a®b, e@m).

Ejemplo 5.2. Dadas las transformaciones lineales g1, g, : V — W, sea la aplicacion
bilineal

o VXW—=SVeW

definido por p(v,w) = g1(v) ® g2(w). Existe una tinica aplicacion lineal 7 : V @ W —
V@ W tal que Tom = @, es decir, T(v @ w) = g1(v) ® go(w) para todov@w € V. W.
Se p : A X B — A®B una bilineal afin con bilineal asociado . Por el teorema anterior,

_ _ P —
fle®d) = f(a®b) tagp T ((a®_b>)(6®d))
@(Cv d) = 90(a7 b) TA@B 55(@7 bd) .

= f(a®bd) tazs 91(at) @ ga(bd).
—

Entonces 7((a®b)(c®d)) = g1 (

(

sk

) ®g2(a>i) = 7((at)® (ﬁi)) Si T es biyectiva entonces

)@ (bd) = (a@b)(cad).

S
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6. Conclusion. Extendemos la nocién de bilineal entre espacios afines y esto permite
extender a tensores contravariantes en un espacio afin. En general, se logra extender la
nocion de tensor entre espacios afines. En sistemas dindmicos, extendemos la definicién
de accion diferenciable de un grupo de Lie sobre un espacios afines, estudiando su grupo
de isotropia, su espacio de drbitas y sus puntos fijos.
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