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Abstract

In this work we present the Frobenius endomorphism for Elliptical Curves defined over finite fields and
some of their properties relative to their kernel and the condition of separability.
Keywords . Frobenius endomorphism; elliptic curve; finite field.

Resumo

Neste trabalho apresentamos o endomorfismo de Frobenius para Curvas Elipticas definidas sobre cor-
pos finitos e algumas de suas propriedades relativas a seu niicleo e a condi¢do de separabilidade.

Palavras-chave. Endomorfismo de Frobenius; Curva Eliptica; Corpo Finito.

1. Introducao. Seja K um corpo finito e £ uma curva eliptica definida sobre K. Dado que existem
apenas finitos pares (z,y) com z,y € K, o grupo E(K) é finito. Vdrias propriedades desse grupo, por
exemplo, sua ordem, acabam sendo importantes em muitos contextos. Os resultados ndo sio apenas inte-
ressantes por si s, mas também sdo pontos de partida para as aplica¢des criptograficas. Por outro lado,
certos automorfismos do grupo F(K) séo peculiares e fornecem informagdes importantes quando agem
sobre as coordenadas de pontos em F(K). Em particular temos o endomorfismo de Frobenius, o qual serd
apresentado neste trabalho assim como algumas de suas propriedades relativas ao nicleo e a separabilidade.

2. Endomorfismos de curvas elipticas. Seja £/ uma curva eliptica definida sobre um corpo K ar-
bitrdrio. Um endomorfismo de £ € um homomorfismo a : E(K) — FE(K) que estd dado por fungdes
racionais. Em outras palavras, a(P; + P2) = a(P1) + a(P;), onde Py, P, sdo pontos em E(K), e existem

fungdes racionais (quocientes de polindmios) R;(z,y), Rz2(x,y), com coeficientes em K tais que

Oé(xa y) - (R1($, y)7 RQ(xa y))7

para todo (z,y) € E(K). Dado que o é homomorfismo, temos que a/(c0) = co. Também iremos assumir
que « ndo é trivial, ou seja, existe algum ponto (x, y) tal que a(x,y) # oo [1].

Example 2.1. Sejam, a curva E : y* = 13 + Az + B e a aplicagdo o(P) = 2P. Entdo o é um
homomorfismo e a(x,y) = (R1(x,y), Rz(x,y)), onde

324+ A 2
Ry(x,y) = <2y> — 2z,
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men= (254) (o (554))

Estas contas provém das formulas adi¢cdo para ponto duplo numa curva eliptica pois «(P) = 2P. Dado
que o é um homomorfismo dado por fungées racionais, temos que o é um endomorfismo de E.

Para as funcdes racionais que descrevem um endomorfismo de F, serd de utilidade ter uma forma
padrdo. Por simplicidade assumiremos que a curva eliptica I/ estd dada na forma de Weierstrass. Seja
R(z,vy) qualquer fungdo racional. Como y* = 23 + Ax + B, para todo (z,y) € E(K), podemos substituir
qualquer poténcia par de y por um polindmio em z e substituir qualquer poténcia impar de y por y vezes
um polindémio em x e obter uma fungdo racional que é a mesma fungdo R(z, y) inicial agindo sobre pontos
de E(K). Por isso podemos assumir que

p1(z) + pa(z)y

Ble.y) = p3(@) + palz)y

Multiplicando numerador e denominador por p3 — p4y e substituindo 32 por 23 + Az + B obtemos

R(z,y) = QI(fc)q:(i)z(x)y.

Consideremos um endomorfismo dado por a(z,y) = (R1(x,y), Re(z,y)), como antes. Dado que « é um
homomorfismo, temos a(z, —y) = a(—(x,y)) = —a(z, y). Isto significa que

Ri(z,—y) = Ri(x,y) e Ra(x,—y) = —Ra(z,y).

Por causa disto, se R; é da forma R(z,y) = %

entdo g1 («) = 0. Portanto, podemos assumir que

, entdo ga(2) = 0 e se Ry é também dessa forma,

a(z,y) = (r1(z), r2(2)y),

onde 71, r2 sdo fungdes racionais [2].

Veja-se agora o que acontece quando uma das fungdes racionais ndo estd definida num ponto. Escre-
vemos 71 (x) = p(z)/q(x), onde os polindmios p e ¢ ndo tem fator comum. Se g(x) = 0 para algum ponto
(x,y), entdo assumimos que a(x,y) = co. Se ¢(x) # 0, temos que r2(z) estd definida e portanto « estd
definida.

Definimos o grau de o por

grau(a) = maz{grau(p(z)), grau(q(r))},

se « € ndo trivial. Quando « = 0, temos grau(0) = 0.

Seja a # 0. Dizemos que o = (r1(x, y), r2(x, y)y) é um endomorfismo separdvel se 7} (x) ndo é iden-
ticamente zero. Isto equivale a afirmar que p’(x) ou ¢'(x) néo sdo identicamente zeros (em caracteristica
0, um polindbmio nao constante tera derivada nao nula. Em caracteristica p > 0, os polindbmios
com derivada zero s&o exatamente aqueles da forma g(z?)).

Example 2.2. Do exemplo 2.1, sejam a curva E : y*> = x® + Ax + B e a aplica¢do o(P) = 2P.
Entdo tinhamos que o(x,y) = (R1(x,y), Ra(x,y)), onde

322 + A\°
Ri(z,y) = (21/) - 2z.

O fato de y* = x® + Az + B e algumas pequenas contas, permitem obter

x* — 2A2% — 8Bx + A?
4(x3 + Az + B)

ri(z) =

Assim temos que grau(a) = 4. O polinémio ¢'(z) = 4(3z* + A) é ndo nulo (incluindo o caso de
caracteristica 3, pois se A = 0 entdo x> + B teria raizes miiltiplas, que contraria a hipétese). Portanto o
é separdvel.
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3. O Endomorfismo de Frobenius. Uma importante aplicagio entre curvas elipticas definidas sobre
corpos finitos do tipo Iy, onde ¢ = p”, para algum n nimero natural e p primo, é o famoso endomorfismo
de Frobenius. Em geral, uma aplicagdo do tipo z — P pertence ao grupo de Galois Gal(F,/F,) e
quando se considera a curva sobre Fp induz um endomorfismo, chamado de Frobenius. Em termos gerais,
o interesse pelo endomorfismo de Frobenius € que seus pontos fixos, quando age sobre uma curva algebrica
cualquer, correspondem a solugdes médulo p [2].

Para I curva eliptica sobre I, temos

bq(w,y) = (27,y7).

Esta aplicacdao desempenha um papel importante na teoria das Curvas Elipticas.

Defini¢io 3.1. Considere o corpo F, e F, seu fecho algebrico. A aplicagio ¢, : Fy — F,, dada por
¢q(x) = 29, é 0 endomorfismo de Frobenius.

Este endomorfismo, agindo sobre as coordenadas dos pontos do grupo E(F,), € tal que

bq(z,y) = (%,947) e ¢4(c0) = oo.

O endomorfismo de Frobenius ¢, desempenha um papel fundamental na teoria das curvas elipticas definidas
sobre [F,,.

Example 3.1. Seja K um corpo de caracteristicap > 0, com q = p" e E uma curva eliptica dada pela
equacdo de Weierestrass. A curva E@ /K definida sobre K é obtida elevando os coeficientes da equagdo
de E a poténcia q e o endomorfismo de Frobenius ¢4 é dado por ¢q(x,y) = (z9,y?).

Dado que E\9 ¢ o lugar geométrico dos zeros da equagdo de Weierstrass, entio é uma curva eliptica
desde que sua equagdo seja ndo-singular.

Se K = T, entdo a aplicagdo g-ésima poténcia de K em K ¢é a identidade, tem-se que E@W = Ee
portanto ¢4 é o endomorfismo de Frobenius. Assim, o conjunto de pontos fixos por ¢, é exatamente E(F ),
ou seja, p4(E(F,)) = E(F,).

4. Propriedades fundamentais. [3], [2]

Lema 4.1. Seja E uma curva eliptica definida sobre ¥, e (z,y) € E(F,). Entdo
1. ¢4(z,y) € E(Fy),
2. (z,y) € E(Fy) < ¢q(,y) = (z,y).

Demonstragdo: Sabemos que
(a+b0)?=a?+b! e a?=aq,

se ¢ € uma poténcia da caracteristica do corpo e para todo a € F,.
1) Vamos considerar a forma generalizada da equacdo de Weierstrass para a curva E. Assim temos

Y2+ arzy + azy = 2° + axx® + asx + ag,

onde a; € I, para todo ¢.
Logo

(y)? + a1 (z%y?) + as(y?) = (z)° + az(29)? + as(z?) + ag.

Isto significa que (z9,y9) € E.
2) Sabemos que z € Fy <= ¢4(z) =2 ¢ y € F, <= ¢4(y) =y. Logo

(r,y) € E(Fy) <= w,y €Fy <= ¢g(x) =7 € ¢g(y) =y <= ¢g(2,y) = (2,9).

Example 4.1. Consideremos a curva eliptica E : y> + xy = 23 + 1 definida sobre Fo. Temos que
E(Fy) = {00,(0,1),(1,0),(1,1)}. Este é um grupo ciclico de ordem 4. Os pontos (1,0) e (1,1) sdo de
ordem 4 e o ponto (0,1) tem ordem 2.

Agora vamos obter o grupo E(Fy). Sabemos que Fy = {0,1,w,w?}, onde w satisfaz a relagdo
w? +w + 1 = 0 (que implica w3 = 1, apés multiplicar por w + 1). Obtemos os elementos de FE(Fy):

= 1= ¥’ +y=0 = y=0,1;
w = y2—|—wy:O = y=0,w;

= = y2+w2y:0 - y:O,wQ;

8 8 8 8 8
I

= o0 = Yy =o0.
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Assim temos
E(F4) = {00, (0,1),(1,0), (1,1), (w,0), (w,w), (w?,0), (w?,w?)}.

Como a caracteristica do corpo é 2, entdo existe ao menos um ponto de ordem 2. De fato, (0,1) tem
ordem 2. Portanto, E(F4) é um grupo ciclico de ordem 8, onde qualquer dos pontos contendo w ou w? é
um gerador, o que pode ser verificado diretamente ou observando que esses elementos ndo pertencem ao
subgrupo E(F3) de ordem 4. Dado que ¢o(x,y) = (22,y?) é 0 endomorfismo de Frobenius, verifica-se
que ¢ permuta os elementos de E(Fy) e

E(FQ) = {($7y) € E(]F4) : ¢2(x,y) = (a;y)}

Obsdervacao 4.1. Em geral, para qualquer curva eliptica E definida sobre F, e qualquer extensdo
F de Fy, o endomorfismo de Frobenius ¢4 permuta os elementos de E(F) e fixa os elementos do subgrupo
E(F,).

Lema 4.2. Seja E uma curva eliptica definida sobre ¥,,. Entdo ¢, é um endomorfismo de E, de grau
q e ndo separdvel.

Demonstragdo: Dado que ¢4(x,y) = (z7,y?), esta aplicacdo estd dada por fun¢des racionais e seu
grau € q.

Vamos mostrar que ¢, : E(F,) — E(F,) é um homomorfismo. De fato, sejam (z1,v1), (72,y2) €
E(F,), com x1 # xo. Sabemos que a soma é (z3,3), onde

Y2 — Y1

2
x3=m"—x1 — 22, ys=m(r1—x3)—y1, com m = .
T2 — 1

Observar que estamos operando com a forma de Weierstrass. O caso da forma generalizada de Weiers-
trass € essencialemente a mesma.
Elevando a poténcia ¢ cada expressdo acima obtemos
q q
24,4 q _Y%un

q9 _ _ / q q /
vy =m'" —af —23, yg=m'(2{ —235) —y{, com m' == 7
Ty — Xy

Isto implica que ¢q(z3,y3) = dq(T1, Y1) + dq(T2, y2).
Os casos onde x1 = x2 ou um dos pontos € oo sao similares. No entanto, existe uma sutileza no caso
de somar um ponto consigo mesmo. A férmula do ponto duplo afirma que 2(z1,y1) = (23, y3), onde

323 4+ A

x3=m®—2z1, y3=m(z1 —x3)— Y1, com m=
21

Quando elevamos a poténcia g obtemos

q_ 2 5q.4d q_ o l(d 4 q _
x5 =m" =292,  yd=m'(z{ —2) -y, com m' =

Dado que 2,3 ¢ A € F,, temos que 2¢ = 2,3% = 3, A? = A. Isto significa que temos obtido o duplo
do ponto (29, y?) sobre E.

Em vista de que ¢4 € um homomorfismo dado por fungdes racionais, entdo é um endomorfismo de E.
Como ¢ = 0 em IF, a derivada de 29 € identicamente zero. Portanto, ¢, ndo € separdvel.

O

O resultado a seguir fornece uma condi¢do suficiente para a nao separabilidade de um endomorfismo
de uma curva eliptica E/ definida sobre um corpo qualquer K. Neste caso o endomorfismo mencionado é
geral, ndo necessariamente de Frobenius.

proposicao 4.1. Seja o # 0 um endomorfismo separdvel na curva eliptica E. Entdo grau(a) =
card(Ker(a)), onde Ker(a) é o niicleo de o : E(K) — E(K). Se a # 0 é ndo separdvel, entdo
grau(a) > card(ker(a)).

Demonstragdo: Escrevamos a(z,y) = (r1(x),r2(x)y) onde r1(x) = p(x)/q(x), como antes. Entdo
r] # 0, de modo que p’q — pg’ ndo é o polindmio zero.

Seja S ={z € K: (p¢' —p'q)(x)q(xz) = 0}. Seja (a,b) € E(K) tal que

l.a#0, b#0,(a,b) # oo,

2. grau(p(x) — aq(z)) = maz{grau(p), grau(q)} = grau(«a),

3.a¢ri(S),

4. (a,b) € a(B(K)).

Dado que pqg’ — p’q ndo é o polindmio zero, entdo S € finito e portanto sua imagem por « € finita.
Vemos que a fungdo 1 (z) assume infinitos valores distintos quando x percorre K. Dado que para cada z,
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existe um ponto (z,y) € E(K), vemos que o(FE(K)) é um conjunto infinito. Por isso um tal ponto (a, b)
existe.

Afirmamos que existem exatamente grau(«) pontos (z1,y1) € E(K) tais que a(z1,y1) = (a,b). Para
tais pontos temos que

=a, yira(zy)="0.

Dado que (a,b) # oo, temos que g(x1) # 0. Sendo que ro(x1) é definida, b # 0 e y17r2(x1) = b,
temos que y; = b/r(z1). Portanto, neste caso, como x; determina y;, 6 precisamos contar os valores de
ZIq.

Por 2. temos que a equagdo p(z) —aq(x) = 0 tem grau(«) raizes , contando multiplicidades. Portanto
devemos mostrar que p — ag ndo tem raizes multiplas. Suponha que x( seja uma raiz multipla. Entdo

p(xg) —aq(zg) =0 e p'(z0) —aq'(zg) = 0.
Agora, apq’ = a’qq’ e ap'q = aqq’, de onde obtemos

ap(x0)q' (o) = ap’ (x0)q(xo).

Como a # 0, isto implica que ¢ é uma raiz de pq’ — p’q = 0 e assim xg € S. Portanto a = r1(x¢) €
r1(S), o que contraria a afirmacéo 3. Disto segue que p — ag ndo tem raizes multiplas e portanto tem
grau(«) raizes distintas.

Dado que existem exatamente grau(«) pontos (z1,y1) com a(z1,y1) = (a,b), o nicleo de « tem
grau(a) elementos. De fato, como a é um homomorfismo, para cada (a,b) € a(E(K)), existem exata-
mente grau(a) pontos (z1,y1) com a(z1,y1) = (a,b).

Se « ndo for separdvel, entdo os passos da prova acima valem, exceto que p’ — aq’ serd sempre o
polindémio zero, ou seja, o polindmio p(z) — ag(x) sempre tem raizes multiplas e portanto terd menos de
grau(a) solugdes.

O

Obsdervacao 4.2. Para aplicagcées posteriores, é necessdrio um critério adequado de separabilidade.
Se (x,1) é um ponto sobre a curva eliptica y* = x3 + Ax + B, entdo derivando y em relagdo a x obtemos
2yy’ = 322 + A. Analogamente, podemos derivar uma fungdo racional f(z,y) em relagdo a x:

L) = Foley) + fyen)y

onde f; e f, denotam as derivadas parciais.
Neste sentido temos o seguinte resultado.
Lema 4.3. Sejam E a curva eliptica y* = 23 + Az + B e (u, v) um ponto fixo sobre E. Escrevemos

(x,y) + (U,’U) = (f(x,y),g(x,y)),

onde f(x,y) e g(x,y) sdo funcdes racionais de x,y (os coeficientes dependem de (u,v)) e y é vista como
fungdo de x satisfazendo a relagdo dy/dx = (3z* + A)/(2y). Entdo

el @y 1
9(z,y) vy

Demonstragdo: As férmulas de adi¢do fornecem

flz,y) = <y_v>2—x—u,

r—u

g(xvy) = _(y — U)g i x(y - ’U)(x - u(); ——f—i;jlg(y - v)(x B ’U,)2 - U(QL' N ’LL)Sv
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Um célculo simples, usando o fato de que 2yy’ = 3z2 + A, produz

(0= ly s fwy) — gley) =

= v(Au+u® —v® = Ar — 2% + %) +y(—Au — v’ + 0% + Az + 2% — o).

Dado que (u,v) e (z,y) estdo sobre F, temos que v? = u> + Au+ B e y? = 23 + Az + B. Assim,
da expressdo acima obtemos y%f(x, y) = g(x,y), ou seja,

Lf(xy) 1

g(z,y)

|

Obsdervacio 4.3. O lema acima diz que o diferencial dx/y é invariante por translagdo. De fato, é o
tinico diferencial invariante por translacdo para a curva E, salvo miiltiplo escalar.

O resultado a seguir é fundamental na contagem dos pontos de curvas elipticas sobre corpos finitos
usando o endomorfismo de Frobenius ¢,.

Assim, dado que ¢, é um endomorfismo sobre F, temos que ¢§ =¢q0 Qg € by = Qg0 -0y, para
n > 1, também sdao endomorfismos. Também, como a multiplicagdo por —1 € um endomorfismo, entdo a
soma ¢ — 1 € um endomorfismo de E.

proposicao 4.2. Seja uma curva E definida sobre Fy e n > 1. Entdo:

1. K@T((bg — ].) = E(Fqn).

2. ¢y — 1 é um endomorfismo separdvel e assim card(E(Fyn)) = grau(¢y — 1).

Demonstragdo: Dado que ¢ € um endomorfismo de Frobenius sobre o corpo F», entdo pelo lema

4.2 temos que ¢y (v, y) € E(Fyn) e (z,y) € E(Fp) <= ¢ (z,y) = (x,y). Isto implica 1., ou

seja, Ker(¢y — 1) = E(F4n). A parte 2. segue do fato de que grau(¢y — 1) = card(Ker(¢; — 1) =
Ord(E(]Fqn ))

O

5. Conclusées. Neste trabalho foram estudadas algumas propriedades do endomorfismo de Frobenius,

relativas a seu nticleo e a condi¢do de separabilidade. Num préximo trabalho pretende-se usar estas propri-

edades para mostrar um resultado, o Teorema de Hasse, o qual apresenta uma estimativa para o niimero de
pontos racionais de uma curva eliptica definida sobre um corpo finito.
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