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Abstract
Conventional efficiency evaluation systems present little diversity in the type of variables considered. This
aspect generally leads to errors in the application of the models and in the corresponding interpretation of
results. This study proposes a dynamic model to measure the efficiency of decision-making units, based on
non-parametric Multidirectional Efficiency Analysis (MEA). The model presented here considers a complete
structure, which includes intertemporal variables (desirable/undesirable intermediate inputs and outputs),
discretionary/non-discretionary inputs; desirable/undesirable inputs and outputs. Dynamic score is defined
first in a particular version and then in a more general version, considering two optimization problems.
The directional contribution of each variable is examined, showing excess inputs and deficit outputs. In
addition, a dynamic inefficiency index to measure the number of times each input was used inefficiently, is
presented for both desirable and undesirable cases.

Keywords . Dynamic model, Multidirectional efficiency analysis, Optimization in data analysis.

Resumen
Los sistemas convencionales de evaluación de eficiencia presentan poca diversidad en el tipo de varia-
bles consideradas. Este aspecto generalmente conduce a errores en la aplicación de los modelos y en la
correspondiente interpretación de resultados. Este estudio propone un modelo dinámico para medir la efi-
ciencia de la toma de unidades de decisión, basado en el Análisis de Eficiencia Multidireccional (MEA) no
paramétrico. El modelo aquı́ presentado, considera una estructura completa, que incluye variables inter
temporales (entradas y salidas intermediarias deseables/indeseables), insumos discrecionales/no discre-
cionales; entradas y salidas deseables/indeseables. La puntuación dinámica es definida en primer lugar en
una versión particular y a seguir una versión más general, considerando dos problemas de optimización.
Se examina la contribución direccional de cada variable, mostrando el exceso de entradas y el déficit de
salidas. Además, un ı́ndice de ineficiencia dinámica para medir el número de veces que cada entrada se
uso de manera ineficiente, se presenta tanto en los casos deseables como en los casos indeseables.

Palabras clave. Modelo dinámico, Análisis de eficiencia multidireccional, Optimización en el análisis de datos.

1. Introducción. En las últimas décadas, la medición de la eficiencia se ha convertido en un indicador
importante para examinar el desempeño de unidades en todas las áreas y sectores de producción. Por esta
razón, es importante mejorar los modelos existentes o incorporar nuevas técnicas y herramientas que permi-
tan lograr un control más riguroso de las unidades. En este sentido, es cada vez más evidente la necesidad de
introducir modelos en una versión dinámica que conduzca a una caracterización más precisa de la realidad
a lo largo del tiempo.
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El principal método para medir la eficiencia de las unidades de toma de decisiones (DMU- Deci-
sion Making Unit) ha sido impulsado especialmente por el desarrollo del Análisis Envolvente de Datos
(DEA-Data Envelopment Analysis), que utiliza modelos de programación lineal, [1]. DEA se ha aplicado
popularmente a una amplia variedad de industrias, como la ingenierı́a de software [2], banca y seguros [3],
deportes [4] y comercio electrónico [5]. En los últimos años, el modelo DEA ha estimulado aún más el
interés de los investigadores en un intento de mejorar su modelado para incluir nuevos criterios de análisis
y representar la complejidad de los sistemas actuales [6].

Muchos estudios con aplicaciones en análisis de eficiencia en diferentes contextos se han conocido, a
lo largo de los años. Sin embargo, los estudios de eficiencia en una versión dinámica todavı́a son limitados
en la literatura. En particular, los estudios de DEA dinámica trabajan para refinar el modelo con el objetivo
de medir la eficiencia de las DMU en el tiempo. Entre los promotores del desarrollo teórico en una versión
dinámica, están los modelos de Fare-Grosskopf en [7] (modelo FG), Nemoto-Goto en [8] (modelo NG )
y Tone-Tsutsui en [9] ( modelo TT). Estos modelos presentan diferentes caracterı́sticas y enfoques para la
evaluación de la eficiencia dinámica, que es importante puntualizar:

(1) En el modelo FG propuesto en 1996, las variables dependen del enfoque de optimización. El núme-
ro de restricciones es proporcional al número de perı́odos analizados, con al menos ocho restricciones. Los
pesos son relacionados con la unidad y el perı́odo. No diferencia el tipo de variables intermediarias y estas
pueden ser computadas como parámetro o variable. Las variables intermediarias funcionan como un por-
centaje del producto que queda para el próximo perı́odo. El modelo considera las condiciones iniciales y
finales del intermedio, [10].

(2) El modelo de TT propuesto en 1999, utiliza diez restricciones y los pesos son relacionados con
la unidad y periodo. Muestra la medida de eficiencia general y del perı́odo. Tiene cuatro tipos de varia-
bles intermediarias (buenas, malas, libres o fijas). Permite compartir la variable intermediaria con la salida
(cuando ambos son del mismo tipo). Considera las condiciones finales del intermedio y también puede
incluir restricciones para las condiciones iniciales, [10].

(3) El modelo de GN propuesto en 2010, utiliza seis restricciones y los pesos solo están relacionados
con el perı́odo. Muestra la medida de ineficiencia del perı́odo. No distingue entre tipos de rendimiento.
Muestra el intermedio como un elemento con poca variación en el tiempo (casi-fijo). Es simultáneamente
un modelo de parámetro y variable. No considera las condiciones finales de la variable intermediaria y
utiliza un valor fijo inicial calculado para todas las DMU, [10].

El modelo DyMEA, propuesto en este articulo, se basa en el Análisis de Eficiencia Multidireccional
no paramétrica (MEA), introducido por Bogetoft-Hougaard en [11]. El análisis de la eficiencia a través del
modelo MEA tiene algunas ventajas conocidas sobre el modelo tradicional de DEA. La evaluación de los
modelos DEA incluye la expansión deseable de la producción y la contracción de los insumos al mismo
tiempo. Por esta razón, es posible medir el potencial de mejora para cada variable por separado. Por lo tanto,
MEA ha sido una mejor alternativa para medir la eficiencia en los últimos años con diferentes aplicaciones.
Por ejemplo, Gongbing et al. in [12] presentan un modelo de eficiencia con un enfoque multidireccional
para el estudio de la industria china del transporte. Wang et al. in [13] utilizan el enfoque MEA para una
evaluación del sector industrial chino. Murillo y Rocha in [14] estudian el impacto de las medidas de
austeridad (troika) en las empresas manufactureras de Portugal, utilizando un modelo basado en MEA.

Una de la grandes ventajas del modelo DyMEA, es que considera una estructura completa, que incluye
variables inter temporales (entradas y salidas intermediarias que pueden ser deseables o indeseables), entra-
das discrecionales y no discrecionales; entradas y salidas deseables e indeseables. La puntuación MEA se
introduce teniendo en cuenta dos clases de problemas de optimización y su definición es presentada en dos
versiones (especı́fica y general). Considerando la contribución direccional de cada variable, se calculan el
exceso de entradas y el déficit de salidas. Los ı́ndices de ineficiencia en versión dinámica se presentan para
medir el número de veces que cada entrada fue utilizada ineficientemente en el modelo.

El resto de este documento se presenta de la siguiente manera. En la siguiente sección se ofrece una
visión general de los modelos dinámicos de DEA. En la sección 3 se presenta el enfoque dinámico del
modelo y se examinan los aspectos más importantes de las técnicas matemáticas en las versiones estática y
dinámica. En la sección 4 figuran las observaciones finales.

2. Caracterización de los modelos dinámicos de DEA. La estructura más básica del rendimiento
para un DMUj (en versión estática versus versión dinámica), está presente en la Fig. 2.1, para los perı́odos
t− 1, t, t+ 1 con entradas xij , salidas ysj y variables intertemporales zfj ; . La principal diferencia y es-
pecificidad de la estructura de los modelos dinámicos es la inclusión de elementos de transición entre
observaciones posteriores de actividades, que establecen la interdependencia entre perı́odos, [9].

Los modelos FG en [7], NG en [8] y TT en [9] son los principales promotores de DEA en versión
dinámica. Para entender mejor las diferencias entre los tres modelos y la razón de su importancia en la
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Figura 2.1: Comparación del rendimiento del DMU en tres perı́odos: Modelo estático (lado izquierdo) vs
Modelo dinámico (lado derecho)

literatura, destacamos de manera reducida las principales caracterı́sticas:
La estructura dinámica del modelo FG para un DMU especı́fico envuelve variables intermedias y con-

sidera entradas almacenables, que pueden reservarse para su uso en un momento posterior. En este caso, el
sistema permite el uso de insumos y la elaboración de productos en cada perı́odo, la deducción (reserva) de
insumos del perı́odo de almacenamiento y uso futuro, y el uso de inventarios de perı́odos anteriores. Los
autores establecen un conjunto de posibilidades de producción para tres perı́odos de análisis en el contexto
dinámico, según los recursos de entrada, y el intermedio inicial. Al definir la estructura básica, el modelo
permite diferentes funciones objetivas, incluyendo maximización de ingresos, maximización de ganancias,
minimización de costos y medición de distancia de salida o entrada, entre otras. La función objetiva debe
ajustarse a cada situación de análisis prevista y a las variables que deben optimizarse, [10].

La ineficiencia dinámica de las entradas, los insumos casi fijos (intermediarios) y las inversiones casi
fijas se miden mediante el modelo GN. Con este modelo, se busca minimizar los costos de una empresa
proponiendo un enfoque econométrico para evaluar su eficiencia dinámica. Nemoto-Goto no consideran la
existencia de una entrada intermediaria en el último perı́odo de análisis. Solo la producción de salidas, el uso
de entradas casi fijas antecedentes y variables de entrada, se producen en el último perı́odo. Las variables
de entrada y casi fijas están relacionadas con la ruta óptima de ajuste en el modelo y se evalúan como la
respuesta del modelo de optimización. Simultáneamente, se informa los valores previos de esas variables
para cada DMU y periodo, a fin de comparar y medir la ineficiencia. El peso en el modelo de GN solo está
relacionado con el perı́odo de evaluación y es el mismo para todas las DMU, [10].

El modelo de estructuración del TT es la versión dinámica del modelo de medición basado en hol-
guras, que no es radial y, por lo tanto, puede calcular entradas/salidas individualmente y permite cambios
no proporcionales en los niveles de entrada/salida. Este modelo estructura la continuidad de las prórrogas
y la transición entre perı́odos utilizando una única restricción, que relaciona el perı́odo intermedio t, con
los pesos de los perı́odos actuales y siguientes simultáneamente. Los autores establecen cuatro clases de
traspasos y dos tipos de entradas y salidas: variable y fija. Las entradas y salidas fijas no tienen holguras
radiales. El modelo tiene una restricción para cada rendimiento en el perı́odo t, dadas las diversas posibili-
dades de rendimiento de variables y parámetros. En el modelo TT no se produce optimización de entradas
o intermediarios. En este caso, las siguientes restricciones sobre las condiciones iniciales deben añadirse
al modelo al analizar el uso de la transferencia inicial como entrada en el primer perı́odo. El modelo para
un DMU especı́fico añade la posibilidad de considerar las condiciones iniciales de las prórrogas resultantes
del perı́odo anterior a la primera vez del análisis. La segunda posible ampliación del modelo, se refiere al
reparto de productos, es decir, en situaciones en las que el beneficio del perı́odo se transforma en productos
e insumos intermedios. Este modelo es uno de los pocos que muestra el cálculo de la eficiencia general y
los perı́odos simultáneamente, [10].

Siguiendo los tres modelos anteriores, se han realizado varios estudios sobre modelos dinámicos de
DEA en varias áreas, principalmente en energı́a y transporte. La mayorı́a de estos modelos dinámicos, exis-
tentes en la literatura incluyen elementos de transición entre sus variables para representar la dependencia
de las DMU entre perı́odos de tiempo.

3. Modelo MEA dinámico. El análisis de eficiencia multidireccional (MEA) fue inicialmente pro-
puesto por Bogetoft-Hougaard (1999) en [11] y mas adelante profundizado en los trabajos de Bogetoft-
Hougaard (2004) en [15] y Asmild-Pastor (2010) en [16]. A continuación una breve descripción del modelo
MEA en versión estática, es presentada (sección 3.1) y luego se presenta la versión dinamica (sección 3.2).
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3.1. Modelo MEA versión estática. Considere u = (n, t) una tupla que identifica una unidad n ∈ N
en el año t ∈ T . El término [m] denota el conjunto {1, ...,m}, para algún m ∈ N.

Consideramos que cualquier tupla dada u ∈ N×T produce J ∈ N salidas yj(n), j ∈ [J ], usando I ∈ N
entradas xi(n), i ∈ [I], donde la primeras entradas 1 < D ≤ I son las llamadas entradas discrecionales, es
decir, variables que entran en el proceso de optimización (las entradas no discrecionales son variables que
no se pueden cambiar). Por tanto, x(n) ∈ RI is the vector of all the inputs and y(n) ∈ RJ es el vector de
todas las salidas, para una tupla dada u ∈ N × T . De esta manera, la base de datos Z = {z(n)}n∈N es el
conjunto de valores z(n) = (x(n), y(n)) para todos n ∈ N sobre t ∈ T .

La puntuación MEA para una observación especı́fica z(n̄) = (x(n̄), y(n̄)) es calculada mediante la
solución de los siguientes programas lineales de optimización:

Problem Pα
m(z, n̄) :

minαm(n̄) tal que∑N
n=1λ

t
nxm(n) ≤ αm(n̄),∑N

n=1λnxi(n) ≤ xi(n̄), i ∈ [I], i ̸= m,∑N
n=1λnyl(n) ≤ yl(n̄), l ∈ [J ],

(3.1)

Problem P β
j (z, n̄) :

maxβj(n̄) tal que∑N
n=1λnxi(n) ≤ xi(n̄), i ∈ [I]∑N
n=1λnys(n) ≤ βj(n̄), s ∈ [J ]∑N
n=1λnyl(n) ≤ yl(n̄), l ∈ [J ], l ̸= j,

(3.2)

Problem P γ(α, β, z, n̄) :

max γ(n̄) tal que∑N
n=1λnxi(n) ≤ xi(n̄)− γ(n̄)(xi(n̄)− α∗

i (n̄)), i ∈ [M ],∑N
n=1λnxi(n) ≤ xi(n̄), i ∈ [I] \ {m},∑N
n=1λnyl(n) ≥ yl(n̄) + γ(n̄)(β∗

l (n̄)− yl(n̄)), l ∈ [L],

(3.3)

donde α∗
m(n̄) y β∗

j (n̄) son las soluciones óptimas de los problemas Pα
m(z, n̄) y P β

j (z, n̄) respectivamente;
λ ∈ Λn,

ΛN =

{
λ ∈ RN :

N∑
n=1

λn = 1

}
. (3.4)

El punto ideal (x(n̄), y(n̄)) está dado por el vector de salida MEA

ζ(n)
.
= (α∗

1(n), ..., α
∗
d(n), ..., xI(n), β

∗
1(n), ..., , β

∗
J(n)). (3.5)

Por lo tanto, la puntuación MEA para una observación especı́fica z(n̄) = (x(n̄), y(n̄)) consiste de
(|D|+|J |+1)×N programas lineales, que incluye un problema Pα

d (z, n̄) por cada entrada discrecional d ∈
[D], un problema P β

j (z, n̄) para cada una de las dimensiones de salida j ∈ [J ] y un problema P γ(α, β, z, n̄).
Para un conjunto de datos z = {z(n)}n∈N la puntuación MEA de cada n ∈ N es dada por

MEAz(n) =

1
γ∗(n) −

1
D

∑D
i=1

xi(n)−α∗
i (n)

xi(n)

1
γ∗(n) +

1
J

∑J
j=1

β∗
j (n)−yj(n)

yj(n)

, (3.6)
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donde α∗
i (n), β

∗
j (n) y γ∗(n) representan las soluciones óptimas correspondientes a los problemas de opti-

mización lineal Pα
i (z, n), P

β
j (z, n) y P γ(z, n, α∗, β∗).

3.2. Estructuración del modelo MEA en versión dinámica (DyMEA). Los sistemas convenciona-
les de evaluación de eficiencia presentan poca diversidad en el tipo de entradas/salidas que conducen a erro-
res en la aplicación de los modelos y la interpretación de los resultados. El modelo DyMEA propuesto aquı́,
considera una estructura completa, que incluye variables intertemporales (entradas y salidas intermediarias
deseables/indeseables), entradas discrecionales/no discrecionales; entradas y salidas deseables/indeseables.

La categorización de las variables depende del rendimiento en el modelo. A continuación explicamos
cada categoria establecida. Las variables intermediarias son elementos producidos en un perı́odo y utili-
zados como insumos en el perı́odo siguiente. Las variables discrecionales son libres de cambiar. Por lo
tanto, su valor puede ser mayor o menor que el observado. De esta manera, los elementos libres afectan
indirectamente la eficiencia. Las variables no discrecionales representan un intermediario que no está bajo
el control del DMU cuyo valor se fija a lo observado. La presencia de elementos fijos en el modelo afecta
indirectamente la efectividad a través de su continuidad entre perı́odos. Las variables deseables se refieren
cuando el elemento es bueno y, por lo tanto, puede considerarse una salida, y su valor no debe ser inferior
al observado. Las variables indeseables se refieren, cuando el elemento se considera malo. Por lo general,
esta categorı́a asume orientación a la entrada. Por lo tanto, su valor no debe ser superior a la observada [10].

Damos una descripción general del modelo dinámico propuesto (DyMEA) y la notación utilizada.
Sea [N ] = {n : 1 ≤ n ≤ N} un conjunto de unidades de toma de decisiones, en el momen-

to t ∈ T . Consideramos que cualquier unidad dada n produce salidas yj(n, t) = (ydj (n, s), y
nd
j (n, s)),

j ∈ [S], y productos intermedios zr(n, t) = (zdr (n, t)), z
nd
r (n, t))), r ∈ [R]; usando entradas xi(n, t) =

(xd
i (n, t)), x

nd
i (n, t)), i ∈ [M ], y entradas intermediarias zl(n, t) = (zdl (n, t), z

nd
l (n, t)), l ∈ [L].

Notación Ìndice Tipo de variable

xd
i (n, t) i = 1, ...,m1 entradas deseables

xnd
i (n, t) i = m1 + 1, ...,m2 entradas indeseables

zdl (n, t− 1) l = 1, ..., l1 entradas deseables intermediarias

zndl (n, t− 1) l = l1 + 1, ..., l2 entradas indeseables intermediarias

ydj (n, t)) j = 1, ..., s1 salidas deseables

yndj (n, t) j = s1 + 1, ..., s2 salidas indeseables

zdr (n, t) r = 1, ..., r1 salidas deseables intermediarias

zndr (n, t) r = r1 + 1, ..., r2 salidas indeseables intermediarias

Tabla 3.1: Variables del modelo

La Tabla 3.1 muestra la notación del sistema de evaluación de la eficiencia propuesto. Por tanto, el
conjunto de datos V = {v(n, t)}n∈N es el conjunto de valores:

(xd
i (n, t), x

nd
i (n, t)), zdl (n, t− 1), zndl (n, t− 1), ydj (n, t), y

nd
j (n, t), z

d(n,t),znd
r (n,t)

r ). (3.7)

Considere que todas las entradas xi(n, s) pueden ser escritas en la forma

xi = δixi + (1− δi)xi (3.8)

donde δ ∈ (0, 1], δixi representa la parte discrecional (que entran en el proceso de optimización) y (1−δi)xi

representa la parte no discrecional (que no se pueden cambiar).

La puntuación DyMEA para una observación v(n̄, s) where n̄ es una unidad especifica y s ∈ {t −
1, t, t + 1} se encuentra resolviendo dos clases de problemas de optimización: Pα(γ1, γ2, γ3, γ4)(n̄, s) y
Pα∗(γ)(n̄, s).

La primera clase de problemas

Pα(γ1, γ2, γ3, γ4)(n̄, s) ≡ {Pαγ1
, Pαγ2

, Pαγ3
, Pαγ4

}

≡ {Pα(1, 0, 0, 0), Pα(0, 1, 0, 0), Pα(0, 0, 1, 0), Pα(0, 0, 0, 1)}
(3.9)

es dada por
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Problem Pα(γ1, γ2, γ3, γ4)(n̄, s) :

min {γ1α1ĩ(n̄, s)− γ2α2ĩ(n̄, s)− γ3α3j̃(n̄, s) + γ4α4j̃(n̄, s)} tal que

N∑
n=1

δiλ
s
nx

d
i (n, s) ≤ δi(1− γ1)x

d
i (n̄, s) + γ1α1ĩ(n̄, s), i ∈ [m1];

N∑
n=1

δiλ
s
nx

nd
i (n, s) ≥ δi(1− γ2)x

nd
i (n̄, s) + γ2α2ĩ(n̄, s), i ∈ [m2]\[m1];

N∑
n=1

λs
ny

d
j (n, s) ≥ (1− γ3)y

d
j (n̄, s) + γ3α3j̃(n̄, s), j ∈ [s1];

N∑
n=1

λs
ny

nd
j (n, s) ≤ (1− γ4)y

nd
j (n̄, s) + γ4α4j̃(n̄, s), j ∈ [s2]\[s1];

∑
n

λs
n(y

d
j (n, s) + zdr (n, s)) ≥ yd

j (n̄, s) + zdr (n̄, s), j ∈ [s1], r ∈ [r1];

N∑
n=1

λs
n(y

nd
j (n, s) + znd

r (n, s)) ≤ ynd
j (n̄, s) + znd

r (n̄, s), j ∈ [s2]\[s1]; r ∈ [r2]\[r1];

N∑
n=1

λs−1
n zdl (n, s− 1) ≥ zdl (n̄, s− 1), l ∈ [l1];

N∑
n=1

λs−1
n znd

l (n, s− 1) ≥ znd
l (n̄, s− 1), l ∈ [l2]\[l1], λs

n, λ
s−1
n ∈ Λ.

(3.10)

donde γ1, γ2, γ3, γ4 ∈ {0, 1}.
Especificamente, para γ1 = 1, i = ĩ ∈ [m1] y para γ1 = 0, i ∈ [m1]\{̃i}; para γ2 = 1, i = ĩ ∈ [m2]\{[m1}

y para γ1 = 0, i ∈ [m2]\{[m1], ĩ}; para γ3 = 1, i = ĩ ∈ [s1] y para γ1 = 0, i ∈ [s1]\{̃i} y para γ4 = 1,
i = ĩ ∈ [s2]\{[s1} y para γ1 = 0, i ∈ [s2]\{[s1], ĩ}.

El conjunto Λ corresponde al modelo de rendimientos variables a escala (VRS-Variable returns to scale) para la
medición de la eficiencia de las unidades de toma de decisiones [17], definido como

ΛNs

=

{
λs
n ∈ RN :

N∑
n=1

λs
n = 1

}
. (3.11)

Considere α∗
1ĩ
, α∗

2ĩ
, α∗

3j̃
y α∗

4j̃
las soluciones optimas del problema Pα(γ1, γ2, γ3, γ4)(n̄, s). La segunda clase de pro-

blemas Pα∗(γ)(n̄, s) es dado por

Problem Pα∗(γ)(n̄, s) :

max γ(n̄) such that∑
n

δiλ
s
nx

d
i (n, s) ≤ δi(1− γ1)x

d
i (n̄, s)− γ(n̄, s)

(
δi(1− γ1)x

d
i (n̄, s)− α∗

1ĩ(n̄, s)
)
, i ∈ [m1];

∑
n

δiλ
s
nx

nd
i (n, s) ≥ δi(1− γ2)x

nd
i (n̄, s) + γ(n̄, s)

(
α∗
2ĩ(n̄, s)− δi(1− γ2)x

nd
i (n̄, s)

)
, i ∈ [m2]\[m1];

∑
n

λs
ny

d
j (n, s) ≥ (1− γ3)y

d
j (n̄, s) + γ(n̄, s)

(
α∗
3j̃(n̄, s)− (1− γ3)y

d
j (n̄, s)

)
, j ∈ [s1];

∑
n

λs
ny

nd
j (n, s) ≤ (1− γ4)y

nd
j (n̄, s)− γ(n̄, s)

(
(1− γ4)y

d
j (n̄, s)− α∗

4j̃(n̄, s)
)
, j ∈ [s2]\[s1];

∑
n

λs
n(y

d
j (n, s) + zdr (n, s)) ≥ yd

j (n̄, s) + zdr (n̄, s), j ∈ [s1], r ∈ [r1];

∑
n

λs
n(y

nd
j (n, s) + znd

r (n, s)) ≤ ynd
j (n̄, s) + znd

r (n̄, s), j ∈ [s2]\[s1], r ∈ [r2]\[r1];

∑
n

λs−1
n zdl (n, s− 1) ≥ zdl (n̄, s− 1), l ∈ [l1];

∑
n

λs−1
n znd

l (n, s− 1) ≥ znd
l (n̄, s− 1), l ∈ [l2]\[l1]; λs

n, λ
s−1
n ∈ Λ.

(3.12)
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donde los parametros γ1, γ2, γ3, γ4 siguen la misma estructura mensionada anteriormente.
Por tanto el punto ideal de V = {v(n̄, s)}n̄∈N es dado por el vector de sálida DyMEA

ζ(n̄, s)
.
= (α∗

1ĩ(n̄, s), α
∗
2ĩ(n̄, s), z

d
l (n̄, s− 1), znd

l (n̄, s− 1), α∗
3j̃(n̄, s), α

∗
4j̃(n̄, s), z

d
r (n̄, s), z

nd
r (n̄, s)) (3.13)

para todo n̄ ∈ N y s ∈ {t− 1, t, t+ 1}.

La puntuación dinámica de MEA para una observación especı́fica v(n̄, s) consiste de (|m1|+ |m2−m1|+ |s1|+
|s2−s1|+1)×N programas lineales. Esto incluye |m1| problemas Pαγ1

(n̄, s)) (i.e., un problema Pα(γ1, γ2, γ3, γ4)(n̄, s)
para cada entrada deseable), |m2 −m1| problema Pαγ2

(n̄, s) (un problema para cada entrada indeseable), |s1| proble-
ma Pαγ3

(n̄, s) (un problema para cada salida deseable), |s2 − s1| problema Pαγ4
(n̄, s) (un problema para cada salida

indeseable) y un problema Pα∗(γ)(n̄, s) con las soluciones optimas del problema Pα(γ1, γ2, γ3, γ4)(n̄, s).

Según las ecuaciones en el problema Pα∗(γ)(n̄, s), la contribución direccional dinámica de cada entrada deseable
xd
i , i ∈ [m1] y cada entrada indeseable xnd

i , i ∈ [m2]\[m1] en la observación v(n̄, s) son dadas por

dymeffxd
i
(n̄)

.
=

δi(1− γ1)x
d
i (n̄, s)− γ(n̄, s)

(
δi(1− γ1)x

d
i (n̄, s)− α∗

1ĩ
(n̄, s)

)
δixd

i (n̄, s)
. (3.14)

y

dymeffxnd
i

(n̄)
.
=

δix
nd
i (n̄, s)

(1− γ2)xnd
i (n̄, s) + γ(n̄, s)

(
α∗
2ĩ
(n̄, s)− δi(1− γ2)xnd

i (n̄, s)
) . (3.15)

respectivamente. Para cada sálida deseable yd
j , j ∈ [s1] y cada sálida indeseable ynd

j , j ∈ [s2]\[s1] la contribución
direccional es dada por

dymeffyd
j
(n̄)

.
=

yd
j (n̄, s)

(1− γ3)yd
j (n̄, s) + γ(n̄, s)

(
α∗
3j̃
(n̄, s)− (1− γ3)yd

j (n̄, s)
) . (3.16)

y

dymeffynd
j

(n̄)
.
=

(1− γ4)y
nd
j (n̄, s)− γ(n̄, s)

(
(1− γ4)y

nd
j (n̄, s)− α∗

4j̃
(n̄, s)

)
ynd
j (n̄, s)

. (3.17)

respectivamente.
El término δi(1 − γ1)x

d
i (n̄, s) − α∗

1ĩ
(n̄, s) representa el exceso de insumos para todas las entradas deseables

i ∈ [m1], α∗
2ĩ
(n̄, s) − δi(1 − γ2)x

nd
i (n̄, s) representa el déficit de insumos para todas las entradas no deseadas i ∈

[m2]\[m1], α∗
3j̃
(n̄, s)− (1− γ3)y

d
j (n̄, s) representa el exceso de productos para todas las salidas deseables i ∈ [s1] y

el término (1− γ4)y
nd
j (n̄, s)− α∗

4j̃
(n̄, s) el déficit de producción para todas las salidas indeseables i ∈ [s2]\[s1].

La puntuación DyMEA es obtenida por la contribución direccional de cada entrada y cada dimensión de salida. En
este sentido, para un conjunto de datos V = {v(n̄, t)}n̄∈N la Puntuación DyMEA Especı́fica de cada n ∈ N es dado
por

DyMEAv(n̄, s)

=

1
γ∗(n)

− 1
|m2|

(
m1∑
i=1

δi(1− γ1)x
d
i (n̄, s)− α∗

1ĩ
(n̄, s)

δixd
i (n̄, s)

+

m2−m1∑
i=1

α∗
2ĩ
(n̄, s)− δi(1− γ2)x

nd
i (n̄, s)

δixnd
i (n̄, s)

)

1
γ∗(n)

+ 1
|s2|

(
s1∑
j=1

α∗
3j̃
(n̄, s)− (1− γ3)y

d
j (n̄, s)

yd
j (n̄, s)

+

s2−s1∑
j=1

(1− γ4)y
nd
j (n̄, s)− α∗

4j̃
(n̄, s)

ynd
j (n̄, s)

) (3.18)

donde α∗
1ĩ
, α∗

2ĩ
, α∗

3j̃
and α∗

4j̃
representan las soluciones óptimas al problema de optimización lineal P(γ1,γ2,γ3,γ4)(n̄, s),

and γ∗ es la solución optima a Pγ(α
∗
1, α

∗
2, α

∗
3, α

∗
4)(n̄, s).

Note que las variables zdr (n, s), znd
r (n, s), zdl (n, s − 1) y znd

l (n, s − 1), no son incluidas explı́citamente en la
ecuación (3.18). Esto debido a que son insumos y productos intermedios en el proceso de optimización y no tienen un
efecto diferente en la evaluación de la eficiencia.

La expresión (3.18) se puede reescribir de forma general como en (3.19).
Para un conjunto de datos dado V = {v(n, s)}n∈N la Puntuación DyMEA General de de cada n ∈ N es dado por

DyMEAv(n,s) =

1
γ∗(n,s)

− 1
|m2|

∑
v∈Vi

m2∑
i=1

2∑
k=1

xi(n, s)− γ(n, s)
(
xi(n, s)− ⟨v, α∗

k,{i,j}(n, s)⟩
)

xi(n, s)

1
γ∗(n,s)

+ 1
|s2|

∑
v∈Vj

s2∑
j=1

4∑
k=3

yj(n, s)− γ(n, s)
(
⟨v, α∗

k,{i,j}(n, s)⟩ − yj(n, s)
)

yj(n, s)

, (3.19)

α∗
k,{ĩ,j̃} = {α∗

1ĩ
, α∗

2ĩ
, α∗

3j̃
, α∗

4j̃
}, Vi = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)} and Vj = {(0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}.

Las puntuaciones DyMEA (3.18) y (3.19) representan la puntuación DyMEA de cada n ∈ N, considerando un
tiempo s ∈ {t− 1, t, t+ 1}, en forma especı́fica y general, respectivamente.
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3.2.1. Las medidas de ineficiencia. En esta subsección consideraremos un modelo DyMEA con modo orien-
tado a la entrada. Es decir, el modelo minimiza las entradas mientras satisface al menos los niveles de salida dados con
rendimientos variables a escala.

Una de las ventajas significativas de DyMEA es que permite estimar el nivel de influencia de cada variable indi-
vidualmente en el modelo. Las entradas utilizadas para obtener la puntuación DyMEA se identifican con un ı́ndice de
ineficiencia. En este sentido, es posible saber si utilizamos las entradas adecuadamente.

Para un conjunto de datos dado V = {v(n̄, s)}n̄∈N el ı́ndice de ineficiencia de DyMEA para cada entrada deseable
i ∈ [m1] está dado por

dRi(n̄, s)
.
=

m1∑
i=1

γ(n̄, s)
(
δi(1− γ1)x

d
i (n̄, s)− α∗

1ĩ
(n̄, s)

)
m1∑
i=1

δix
d
i (n̄, s)

, (3.20)

y por cada entrada indeseable i ∈ [m2]\[m1] es dado por

dRi(n̄, s)
.
=

m2−m1∑
i=1

δix
nd
i (n̄, s)

m2−m1∑
i=1

γ(n̄, s)
(
α∗
2ĩ
(n̄, s)− δi(1− γ2)xnd

i (n̄, s)
) . (3.21)

Nos referimos al ı́ndice de ineficiencia DyMEA (3.20) y (3.21) para determinar el número de veces que cada
entrada fue utilizada ineficientemente. Siguiendo la misma idea, podemos calcular la ineficiencia para las entradas
intermedias. Esta es la caracterı́stica más significativa de MEA: la capacidad para examinar el mal uso de los insumos
(cuando el análisis implica un modelo orientado a los insumos) o para identificar el producto desperdiciado (cuando el
análisis implica un modelo orientado a los resultados).

4. Conclusiones. Este estudio propone el modelo dinámico no paramétrico DyMEA, para medir la eficiencia
de las unidades de toma de decisiones, basado en el Análisis de Eficiencia Multidireccional (MEA). La mayorı́a de
los modelos dinámicos, se aplican sin observar las peculiaridades de las condiciones analı́ticas. El modelo DyMEA,
considere una estructura completa, que incluye variables intertemporales (entradas y salidas intermediarias deseable-
s/indeseables), entradas discrecionales/no discrecionales; entradas y salidas deseables/indeseables.

Entre las principales ventajas de DyMEA se encuentran:
(DyMEA1) Muchos modelos dinámicos no están estructurados para discriminar entre los tipos de variables consi-

derados, dando lugar a errores en la aplicación de los modelos y posterior interpretación de los resultados. Dado que la
caracterización de la variable depende directamente de su desempeño en el modelo, en DyMEA se introducen diferentes
categorı́as de variables en DyMEA, con el objetivo de que el modelo propuesto se acerque más a la realidad. En este
sentido, el modelo DyMEA respeta correctamente la estructura y naturaleza de la variable. Es de esta manera que los
resultados obtenidos, realmente representan las unidades a evaluar.

(DyMEA2) La puntuación dinámica de DyMEA se presenta de dos maneras en una versión especı́fica y luego en
una forma más general, considerando los problemas de la clase de optimización.

(DyMEA3) Se muestra la contribución direccional de cada variable, mostrando información importante para el
análisis como el exceso de entradas y salidas, lo que permite mejorar el rendimiento con el paso del tiempo.

(DyMEA4) Aunque es un modelo con varias categorı́as de variables, El número de veces que cada entrada se
utiliza ineficientemente en el modelo, se puede medir con un ı́ndice de ineficiencia dinámica. Se presenta para insumos
deseables e indeseables.

(DyMEA5) Debido a las limitaciones de los modelos de eficiencia existentes en la evaluación del rendimiento
Inter temporal, es necesario diseñar nuevos modelos que combinen modelos DEA más robustos para evaluar sistemas
más complejos. El modelo dinámico DyMEA propuesto aquı́, trata de responder a esta necesidad, presentando una
estructura sólida y completa, que la convierte en un modelo dinámico capaz de adaptarse más a situaciones reales.
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