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Abstract
Conventional efficiency evaluation systems present little diversity in the type of variables considered. This
aspect generally leads to errors in the application of the models and in the corresponding interpretation of
results. This study proposes a dynamic model to measure the efficiency of decision-making units, based on
non-parametric Multidirectional Efficiency Analysis (MEA). The model presented here considers a complete
structure, which includes intertemporal variables (desirable/undesirable intermediate inputs and outputs),
discretionary/non-discretionary inputs, desirable/undesirable inputs and outputs. Dynamic score is defined
first in a particular version and then in a more general version, considering two optimization problems.
The directional contribution of each variable is examined, showing excess inputs and deficit outputs. In
addition, a dynamic inefficiency index to measure the number of times each input was used inefficiently, is
presented for both desirable and undesirable cases.
Keywords . Dynamic model, Multidirectional efficiency analysis, Optimization in data analysis.

Resumen
Los sistemas convencionales de evaluacion de eficiencia presentan poca diversidad en el tipo de varia-
bles consideradas. Este aspecto generalmente conduce a errores en la aplicacion de los modelos y en la
correspondiente interpretacion de resultados. Este estudio propone un modelo dindmico para medir la efi-
ciencia de la toma de unidades de decision, basado en el Andlisis de Eficiencia Multidireccional (MEA) no
paramétrico. El modelo aqui presentado, considera una estructura completa, que incluye variables inter
temporales (entradas y salidas intermediarias deseables/indeseables), insumos discrecionales/no discre-
cionales; entradas y salidas deseables/indeseables. La puntuacion dindmica es definida en primer lugar en
una version particular y a seguir una version mds general, considerando dos problemas de optimizacion.
Se examina la contribucion direccional de cada variable, mostrando el exceso de entradas y el déficit de
salidas. Ademds, un indice de ineficiencia dindmica para medir el niimero de veces que cada entrada se
uso de manera ineficiente, se presenta tanto en los casos deseables como en los casos indeseables.
Palabras clave. Modelo dindmico, Anélisis de eficiencia multidireccional, Optimizacién en el andlisis de datos.

1. Introduccion. En las dltimas décadas, la medicién de la eficiencia se ha convertido en un indicador
importante para examinar el desempefio de unidades en todas las areas y sectores de produccién. Por esta
razén, es importante mejorar los modelos existentes o incorporar nuevas técnicas y herramientas que permi-
tan lograr un control mds riguroso de las unidades. En este sentido, es cada vez mds evidente la necesidad de
introducir modelos en una versién dindmica que conduzca a una caracterizacion mas precisa de la realidad
a lo largo del tiempo.
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El principal método para medir la eficiencia de las unidades de toma de decisiones (DMU- Deci-
sion Making Unit) ha sido impulsado especialmente por el desarrollo del Anélisis Envolvente de Datos
(DEA-Data Envelopment Analysis), que utiliza modelos de programacién lineal, [1]. DEA se ha aplicado
popularmente a una amplia variedad de industrias, como la ingenieria de software [2], banca y seguros [3],
deportes [4] y comercio electrénico [5]. En los dltimos afios, el modelo DEA ha estimulado ain més el
interés de los investigadores en un intento de mejorar su modelado para incluir nuevos criterios de andlisis
y representar la complejidad de los sistemas actuales [6].

Muchos estudios con aplicaciones en andlisis de eficiencia en diferentes contextos se han conocido, a
lo largo de los afios. Sin embargo, los estudios de eficiencia en una versién dindmica todavia son limitados
en la literatura. En particular, los estudios de DEA dindmica trabajan para refinar el modelo con el objetivo
de medir la eficiencia de las DMU en el tiempo. Entre los promotores del desarrollo tedrico en una version
dindmica, estdn los modelos de Fare-Grosskopf en [7] (modelo FG), Nemoto-Goto en [8] (modelo NG )
y Tone-Tsutsui en [9] ( modelo TT). Estos modelos presentan diferentes caracteristicas y enfoques para la
evaluacion de la eficiencia dindmica, que es importante puntualizar:

(1) En el modelo FG propuesto en 1996, las variables dependen del enfoque de optimizacién. El niime-
ro de restricciones es proporcional al nimero de periodos analizados, con al menos ocho restricciones. Los
pesos son relacionados con la unidad y el periodo. No diferencia el tipo de variables intermediarias y estas
pueden ser computadas como pardmetro o variable. Las variables intermediarias funcionan como un por-
centaje del producto que queda para el proximo periodo. El modelo considera las condiciones iniciales y
finales del intermedio, [10].

(2) El modelo de TT propuesto en 1999, utiliza diez restricciones y los pesos son relacionados con
la unidad y periodo. Muestra la medida de eficiencia general y del periodo. Tiene cuatro tipos de varia-
bles intermediarias (buenas, malas, libres o fijas). Permite compartir la variable intermediaria con la salida
(cuando ambos son del mismo tipo). Considera las condiciones finales del intermedio y también puede
incluir restricciones para las condiciones iniciales, [10].

(3) El modelo de GN propuesto en 2010, utiliza seis restricciones y los pesos solo estdn relacionados
con el periodo. Muestra la medida de ineficiencia del periodo. No distingue entre tipos de rendimiento.
Muestra el intermedio como un elemento con poca variacion en el tiempo (casi-fijo). Es simultdneamente
un modelo de pardmetro y variable. No considera las condiciones finales de la variable intermediaria y
utiliza un valor fijo inicial calculado para todas las DMU, [10].

El modelo DyMEA, propuesto en este articulo, se basa en el Andlisis de Eficiencia Multidireccional
no paramétrica (MEA), introducido por Bogetoft-Hougaard en [11]. El andlisis de la eficiencia a través del
modelo MEA tiene algunas ventajas conocidas sobre el modelo tradicional de DEA. La evaluacién de los
modelos DEA incluye la expansion deseable de la produccion y la contraccidon de los insumos al mismo
tiempo. Por esta razon, es posible medir el potencial de mejora para cada variable por separado. Por lo tanto,
MEA ha sido una mejor alternativa para medir la eficiencia en los ultimos afios con diferentes aplicaciones.
Por ejemplo, Gongbing et al. in [12] presentan un modelo de eficiencia con un enfoque multidireccional
para el estudio de la industria china del transporte. Wang et al. in [13] utilizan el enfoque MEA para una
evaluacion del sector industrial chino. Murillo y Rocha in [14] estudian el impacto de las medidas de
austeridad (troika) en las empresas manufactureras de Portugal, utilizando un modelo basado en MEA.

Una de la grandes ventajas del modelo DyMEA, es que considera una estructura completa, que incluye
variables inter temporales (entradas y salidas intermediarias que pueden ser deseables o indeseables), entra-
das discrecionales y no discrecionales; entradas y salidas deseables e indeseables. La puntuaciéon MEA se
introduce teniendo en cuenta dos clases de problemas de optimizacién y su definicién es presentada en dos
versiones (especifica y general). Considerando la contribucién direccional de cada variable, se calculan el
exceso de entradas y el déficit de salidas. Los indices de ineficiencia en versién dindmica se presentan para
medir el nimero de veces que cada entrada fue utilizada ineficientemente en el modelo.

El resto de este documento se presenta de la siguiente manera. En la siguiente seccion se ofrece una
vision general de los modelos dindmicos de DEA. En la seccién 3 se presenta el enfoque dindmico del
modelo y se examinan los aspectos mas importantes de las técnicas mateméticas en las versiones estdtica y
dindmica. En la seccién 4 figuran las observaciones finales.

2. Caracterizacion de los modelos dinamicos de DEA. La estructura mds bdsica del rendimiento
para un DMU]j (en version estatica versus version dindmica), estd presente en la Fig. 2.1, para los periodos
t —1,t,t + 1 con entradas x;;, salidas y,; y variables intertemporales z;;; . La principal diferencia y es-
pecificidad de la estructura de los modelos dindmicos es la inclusion de elementos de transicion entre
observaciones posteriores de actividades, que establecen la interdependencia entre periodos, [9].

Los modelos FG en [7], NGen [8] y TT en [9] son los principales promotores de DEA en version
dindmica. Para entender mejor las diferencias entre los tres modelos y la razén de su importancia en la
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Figura 2.1: Comparacién del rendimiento del DMU en tres periodos: Modelo estético (lado izquierdo) vs
Modelo dinamico (lado derecho)

literatura, destacamos de manera reducida las principales caracteristicas:

La estructura dindmica del modelo FG para un DMU especifico envuelve variables intermedias y con-
sidera entradas almacenables, que pueden reservarse para su uso en un momento posterior. En este caso, el
sistema permite el uso de insumos y la elaboracién de productos en cada periodo, la deduccién (reserva) de
insumos del periodo de almacenamiento y uso futuro, y el uso de inventarios de periodos anteriores. Los
autores establecen un conjunto de posibilidades de produccién para tres periodos de andlisis en el contexto
dindmico, segun los recursos de entrada, y el intermedio inicial. Al definir la estructura bdsica, el modelo
permite diferentes funciones objetivas, incluyendo maximizacién de ingresos, maximizacién de ganancias,
minimizacién de costos y medicién de distancia de salida o entrada, entre otras. La funcién objetiva debe
ajustarse a cada situacion de andlisis prevista y a las variables que deben optimizarse, [10].

La ineficiencia dindmica de las entradas, los insumos casi fijos (intermediarios) y las inversiones casi
fijas se miden mediante el modelo GN. Con este modelo, se busca minimizar los costos de una empresa
proponiendo un enfoque econométrico para evaluar su eficiencia dindmica. Nemoto-Goto no consideran la
existencia de una entrada intermediaria en el dltimo periodo de andlisis. Solo la produccién de salidas, el uso
de entradas casi fijas antecedentes y variables de entrada, se producen en el tltimo periodo. Las variables
de entrada y casi fijas estdn relacionadas con la ruta 6ptima de ajuste en el modelo y se evalian como la
respuesta del modelo de optimizacién. Simultdneamente, se informa los valores previos de esas variables
para cada DMU vy periodo, a fin de comparar y medir la ineficiencia. El peso en el modelo de GN solo esta
relacionado con el periodo de evaluacion y es el mismo para todas las DMU, [10].

El modelo de estructuracion del TT es la versién dindmica del modelo de medicién basado en hol-
guras, que no es radial y, por lo tanto, puede calcular entradas/salidas individualmente y permite cambios
no proporcionales en los niveles de entrada/salida. Este modelo estructura la continuidad de las prérrogas
y la transicién entre periodos utilizando una unica restriccién, que relaciona el periodo intermedio t, con
los pesos de los periodos actuales y siguientes simultdneamente. Los autores establecen cuatro clases de
traspasos y dos tipos de entradas y salidas: variable y fija. Las entradas y salidas fijas no tienen holguras
radiales. El modelo tiene una restriccion para cada rendimiento en el periodo t, dadas las diversas posibili-
dades de rendimiento de variables y parametros. En el modelo TT no se produce optimizacién de entradas
o intermediarios. En este caso, las siguientes restricciones sobre las condiciones iniciales deben afiadirse
al modelo al analizar el uso de la transferencia inicial como entrada en el primer periodo. El modelo para
un DMU especifico afade la posibilidad de considerar las condiciones iniciales de las prérrogas resultantes
del periodo anterior a la primera vez del anélisis. La segunda posible ampliacién del modelo, se refiere al
reparto de productos, es decir, en situaciones en las que el beneficio del periodo se transforma en productos
e insumos intermedios. Este modelo es uno de los pocos que muestra el calculo de la eficiencia general y
los periodos simultdneamente, [10].

Siguiendo los tres modelos anteriores, se han realizado varios estudios sobre modelos dindmicos de
DEA en varias areas, principalmente en energia y transporte. La mayoria de estos modelos dindmicos, exis-
tentes en la literatura incluyen elementos de transicién entre sus variables para representar la dependencia
de las DMU entre periodos de tiempo.

3. Modelo MEA dinamico. El anilisis de eficiencia multidireccional (MEA) fue inicialmente pro-
puesto por Bogetoft-Hougaard (1999) en [11] y mas adelante profundizado en los trabajos de Bogetoft-
Hougaard (2004) en [15] y Asmild-Pastor (2010) en [16]. A continuacién una breve descripciéon del modelo
MEA en version estética, es presentada (seccion 3.1) y luego se presenta la version dinamica (seccién 3.2).
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3.1. Modelo MEA versién estatica. Considere u = (n,t) una tupla que identifica una unidad n € N
en el afio ¢t € T'. El término [m] denota el conjunto {1, ..., m}, para algiin m € N.

Consideramos que cualquier tupla dada v € Nx T produce J € Nsalidas y;(n), j € [J],usando I € N
entradas x;(n), ¢ € [I], donde la primeras entradas 1 < D < [ son las llamadas entradas discrecionales, es
decir, variables que entran en el proceso de optimizacién (las entradas no discrecionales son variables que
no se pueden cambiar). Por tanto, x(n) € R’ is the vector of all the inputs and y(n) € R es el vector de
todas las salidas, para una tupla dada u € N x T De esta manera, la base de datos Z = {z(n)}nen es el
conjunto de valores z(n) = (z(n), y(n)) para todos n € N sobre t € T

La puntuacién MEA para una observacion especifica z(n) = (z(n),y(n)) es calculada mediante la
solucién de los siguientes programas lineales de optimizacion:

Problem P%(z,7) :

min o, (72) tal que

ZnNzl A%Im (n) < am(n),

" (3.1)
SN Aawiln) < @i(A), i € [1],i £ m,
S Aat(n) < w(n), Le (]
Problem Pf (z,7) :
max (;(n) tal que
N o
szzl/\nwi(n) < wi(n), i € [I] (32)
Zn:1/\ny5(”) < ﬂj ﬁ),s € [J]
Zﬁle)\nyl(n) < yl(ﬁ)vl € [J]vl 7é Js
Problem P (v, 8, z,7) :
max y(7) tal que
SN Aas(n) < wi() — 1(7) (@) — a3 (7)), i € [M], s
Yoo Ans(n) < wi(n),i € [1]\ {m},

SasiAagi(n) = yi(n) + () (B (0) — wu(n)).1 € [L],

donde a,, (7) y 85 (n) son las soluciones 6ptimas de los problemas Py, (z,7) y PJ-B (z,7) respectivamente;
Ae A,

N
AN_{AeRN:ZAn_l}. (3.4)

n=1

El punto ideal (z(72), y(72)) estd dado por el vector de salida MEA

¢(n) = (af(n), ..., ay(n), ...,zr(n), By (n), ..., B3 (n)). (3.5)

Por lo tanto, la puntuacién MEA para una observacién especifica z(n) = (z(n),y(n)) consiste de
(|D|+|J|+1) x N programas lineales, que incluye un problema PJ*(z, i) por cada entrada discrecional d €
[D], un problema Pjﬁ (z,7) para cada una de las dimensiones de salida j € [J] y un problema P (v, 3, z, 7).

Para un conjunto de datos z = {z(n) },en la puntuacién MEA de cada n € N es dada por

11 ZD zi(n)—a;(n)
MEA (n) _ v*(n) D i=1 zi(n)
: L iy B
y*(n) U J Lej=1 0 y5(n)

(3.6)
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donde o} (n), 87 (n) y 7v*(n) representan las soluciones éptimas correspondientes a los problemas de opti-
mizacion lineal P (z,n), Pjﬂ (z,n)y PY(z,n,a*, 5%).

3.2. Estructuracion del modelo MEA en version dinamica (DyMEA). Los sistemas convenciona-
les de evaluacion de eficiencia presentan poca diversidad en el tipo de entradas/salidas que conducen a erro-
res en la aplicacion de los modelos y la interpretacion de los resultados. El modelo DyMEA propuesto aqui,
considera una estructura completa, que incluye variables intertemporales (entradas y salidas intermediarias
deseables/indeseables), entradas discrecionales/no discrecionales; entradas y salidas deseables/indeseables.

La categorizacién de las variables depende del rendimiento en el modelo. A continuacién explicamos
cada categoria establecida. Las variables intermediarias son elementos producidos en un periodo y utili-
zados como insumos en el periodo siguiente. Las variables discrecionales son libres de cambiar. Por lo
tanto, su valor puede ser mayor o menor que el observado. De esta manera, los elementos libres afectan
indirectamente la eficiencia. Las variables no discrecionales representan un intermediario que no esta bajo
el control del DMU cuyo valor se fija a lo observado. La presencia de elementos fijos en el modelo afecta
indirectamente la efectividad a través de su continuidad entre periodos. Las variables deseables se refieren
cuando el elemento es bueno y, por lo tanto, puede considerarse una salida, y su valor no debe ser inferior
al observado. Las variables indeseables se refieren, cuando el elemento se considera malo. Por lo general,
esta categoria asume orientacion a la entrada. Por lo tanto, su valor no debe ser superior a la observada [10].

Damos una descripcion general del modelo dindmico propuesto (DyMEA) y la notacién utilizada.

Sea [N] = {n : 1 < n < N} un conjunto de unidades de toma de decisiones, en el momen-
to t € T. Consideramos que cualquier unidad dada n produce salidas y,(n,t) = (yf(n, 5),y;7'“"(n7 s))s
j € [S], y productos intermedios z.(n,t) = (2%(n,t)), 274(n,t))), r € [R]; usando entradas z;(n,t) =
(xd(n,t)), 24 (n,t)), i € [M], y entradas intermediarias z;(n, t) = (z{(n,t), 21 (n,t)), L € [L].

Notacién Indice Tipo de variable

xd(n,t) i1=1,...,my entradas deseables

x?d(m t) i=mq +1,...,mo | entradas indeseables

zin,t—1) | 1=1,..,h entradas deseables intermediarias
rdin t—1) | I=1+1,... 0 entradas indeseables intermediarias

yi(n,t)) j=1,..81 salidas deseables

Y7 (n, t) j=s14+1,..., 59 salidas indeseables

z4(n,t) r=1,..,7m salidas deseables intermediarias

2nd(n,t) r=ry+1,..,79 salidas indeseables intermediarias

Tabla 3.1: Variables del modelo

La Tabla 3.1 muestra la notacién del sistema de evaluacién de la eficiencia propuesto. Por tanto, el

conjunto de datos V' = {v(n, )} ey es el con]unto de valores " "
o ) O s S S, yin, 1),y n,0), 2000 @

Considere que todas las entradas x;(n, s) pueden ser escritas en la forma
r; = 0;x; + (1 — 52)181 (3.8)

donde § € (0, 1], 0;z; representa la parte discrecional (que entran en el proceso de optimizacién) y (1—4;)z;
representa la parte no discrecional (que no se pueden cambiar).

La puntuacién DyMEA para una observacién v(7, s) where 7 es una unidad especificay s € {t —
1,t,t 4+ 1} se encuentra resolviendo dos clases de problemas de optimizacién: Py (71,72, 73, V4) (7, 8) ¥

Po:(7)(, ).
La primera clase de problemas

Pa(717’72773774)(ﬁ78) E{Pay17Pa'yQ7 a3 Oé'y4}
= [P4(1,0,0,0), Pa(0,1,0,0), Pa(0,0,1,0), Px(0,0,0,1)}

(3.9)

es dada por
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Problem P, (1, v2,73,v4) (7, ) :

min {y10,;(7, ) — Y2005 (7, ) — a3 (7, 8) + 7acey; (7, )} tal que
N

Zéi)\flmf(n, s) <8;(1-— vl)w?(ﬁ, s) +mag;(n,s), i€ [mal;

n=1

25 Az (n,s) 2 6:(1 = y2)2i (7, ) + 720053(7, 8), i € [m2]\[mal;

n=1
N
ZAide(n, S) 2 (1 - VS)y]d(ﬁv S) + ’730535(77'/, 8)7 ] € [81];

Zkiy;d n,5) < (1= 1)y} (7, 8) + ya0g; (7r ), 3 € [sa]\[sul; 3.10)

Z)‘;(y;i(nvs) + Zg(nv S)) > y;'i(ﬁa S) + Zg(ﬁ7 S)v ] S [51}7 re [Tl];

ZAS yii(n,s) + 2% (n,8)) < iR, s) + 200 (R, ), 5 € [sa)\[s1]; 7 € [ra]\[r1];

N

S s = 1) 2 2 (s - 1), Le fu]

n=1

N

Z)\i_lzznd(n,s—l) > 2% (A, s — 1), L€ [lz]\[la], XXt €A

donde 1,72, 73,74 € {0,1}.
Especificamente, paray, = 1,4 =1 € [ml] y para 1=0,i€ [m1]\{ };paraye = 1,14 = i€ [ma]\{[m1}
yparay1 = 0,7 € [mo]\{[ma],i}; parays = 1,7 = i € [s1] yparay = 0,4 € [s1]\{i} y parayu = 1,

i=1¢€ [s2]\{[s1} y paray1 = 0,4 € [s2]\{[s1], 0}
El conjunto A corresponde al modelo de rendimientos variables a escala (VRS-Variable returns to scale) para la
medicién de la eficiencia de las unidades de toma de decisiones [17], definido como

N
AN _{)\ZGRN:Z)\Z_I}. (3.11)
n=1

Considere a;, a;, o y o las soluciones optimas del problema P, (1,72, 7v3,74) (7, s). La segunda clase de pro-
blemas Py« ()(7, s) es dado por

Problem Py~ (v)(7, s) :

max (%) such that
Zd Xoad(n,s) < 8;(1 —y1)azd (7, s) — (7, s) (&(1 — )zl (n,s) — ai‘;(ﬁ,s)) , 1€ [ma];

Zd)\s 22 (n,5) > (1 = 32)2l (7, 8) + (7, 5) (03, 5) = 81 = 12)at (7, 8) ), i € [ma]\[mal;
any] n,8) > (1= 98)y5 (1, 5) + (7, 5) (057 8) = (1= 3a)y (7,9) ) , 5 € [sa];

Z/\iy?’l (n,5) < (1 = 7a)y; " (7, 5) = (7, ) ((1 —7a)y; (R, 5) — (7, 8)) , 3 € [s2]\[s1];

Zx‘ (W) (n,5) + 2 (n, ) > (7, 5) + 20 (7, 5), ] € [s1], 7 € [1];

Z)\s yrh(n,s) + 20 (n,5)) < yp(m, s) + 20 (7, 5), G € [s2]\[s1), 7 € [r2)\[r];

ZA“ Vit (n,s —1) > 2l (n,s — 1), L € [L];

Z)\S Yadngs —1) > 2Mn, s — 1), Le [\[1]; AL, A €A

(3.12)
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donde los parametros 71, 2, ¥3, Y4 siguen la misma estructura mensionada anteriormente.
Por tanto el punto ideal de V' = {v(1, s) }new es dado por el vector de sdlida DyMEA

¢(n, s) = (ay;(7, ), a3 (7, 8), 2, s — 1), 27 (R, s — 1), ag; (7, 5), a5 (0, 5), 2H(n,s), 20 %(n,s))  (3.13)
paratodonn € Nys € {t — 1,¢, ¢t + 1}.

La puntuacién dindmica de MEA para una observacién especifica v(7, s) consiste de (|m1 |+ |ma2 —ma| + |s1|+
|s2—s1]41)x N programas lineales. Esto incluye |m; | problemas P..,, (2, s)) (i.., un problema Pe, (71,72, 73, 4) (72, 5)
para cada entrada deseable), |ma — m1 | problema P, ., (72, s) (un problema para cada entrada indeseable), |s1 | proble-
ma Py, (72, s) (un problema para cada salida deseable), |s2 — s1| problema P..,, (2, s) (un problema para cada salida
indeseable) y un problema P+ ()(7, s) con las soluciones optimas del problema Py (71, y2, 73, v4) (7, $).

Segiin las ecuaciones en el problema P+ (7)(7, s), la contribucién direccional dindmica de cada entrada deseable
xf,i € [m1] y cada entrada indeseable 2%, i € [m2]\[m1] en la observacién v(7, s) son dadas por

(1 — d(s — ~(7 (1 — d(s — o (7
syt () = 0= W o) w(n,;ic (czn(l) )i, s) = ajy(n, ) G

574 (7, 5)
(1= 2)a7%(7, 5) + (7, 5) (057, ) = 81 = 72)a7 (7, s) )

respectivamente. Para cada sdlida deseable y, j € [s1] y cada sdlida indeseable y'?, j € [s2]\[s1] la contribucién
direccional es dada por

dymeff .a(n) = (3.15)

o y; (7, 5)
dymeff q (7) = (3.16)
T (= )yt 8) + () (a5 (7, 5) — (1= 8)yd (7, ) )
y
=) = () (1= )y, s) - ol () )
dymeff, n4 () = = . 3.17)
j yri(n, s)
respectivamente.

El término §;(1 — 1)z (R, s) — o 5(7, s) representa el exceso de insumos para todas las entradas deseables
i€ [ma], a; (n 8) — 8;(1 — y2)xP%(n, s) representa el déficit de insumos para todas las entradas no deseadas i €
[m2]\[ma], ag; (7, s) — (1 — v3)y (7, ) representa el exceso de productos para todas las salidas deseables i € [s1]y
el término (1 — v4)y}*(7, ) — o 5(7, 5) el déficit de produccion para todas las salidas indeseables i € [s2]\[s1].

La puntuaciéon DyMEA es obtenlda por la contribucién direccional de cada entrada y cada dimensién de salida. En
este sentido, para un conjunto de datos V' = {v(#,t) }nen la Puntuacién DyMEA Especifica de cada n € N es dado
por

DyMFEA,(7n,s)

1 1 (i 6:i(1 —m)zi(n, s) — aj;(n, s) +m§1 ag; (7, 5) — 6i(1 — )2 (m, 3)>
(3.18)

*(n)  [mal . pend
_ Y (n) T Tma] i Sixd(7, s) P dix (7, s)
N i oz (7, 5) = (1= 73)y5 (7, 5) +S§1 (1 =)y (7, 5) — ag5(n, )
6+t (2 (7 9) 2 (7, 9)

donde a3, o agi and azi representan las soluciones 6ptimas al problema de optimizacién lineal P, i, s),

27 (71,72,73,74)(

and " es la solucién optima a Py (a7, as, a3, af) (7, ).

Note que las variables z%(n, s), z2%(n, s), zi(n,s — 1) y 27**(n, s — 1), no son incluidas explicitamente en la
ecuacion (3.18). Esto debido a que son insumos y productos intermedios en el proceso de optimizacién y no tienen un
efecto diferente en la evaluacion de la eficiencia.

La expresion (3.18) se puede reescribir de forma general como en (3.19).

Para un conjunto de datos dado V' = {v(n, s) } nen la Puntuacién DyMEA General de de cada n € N es dado por

zi(n,s) —y(n,s) (zi(n,s) — (v, 0 1 5y (1, 9)))
m \mz\ Z ZZ zi(n, s) ok

veV; i=1 k=1

DyMEA,(, 4 = . (319

4

FAUR 5 n '5) <’U7az, i,j (n75)> - j(nvs)
7<ns>+‘32.222y ( Lk § )

e yi(n, s)

;1 Vi ={(1,0,0,0),(0,1,0,0)} and V; = {(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

* _ * *
a5y = 1% A

Las puntuaciones DyMEA (3.18) y (3.19) representan la puntuacién DyMEA de cada n € N, considerando un
tiempo s € {t — 1,¢,t + 1}, en forma especifica y general, respectivamente.
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3.2.1. Las medidas de ineficiencia. En esta subseccién consideraremos un modelo DyMEA con modo orien-
tado a la entrada. Es decir, el modelo minimiza las entradas mientras satisface al menos los niveles de salida dados con
rendimientos variables a escala.

Una de las ventajas significativas de DyMEA es que permite estimar el nivel de influencia de cada variable indi-
vidualmente en el modelo. Las entradas utilizadas para obtener la puntuacién DyMEA se identifican con un indice de
ineficiencia. En este sentido, es posible saber si utilizamos las entradas adecuadamente.

Para un conjunto de datos dado V' = {wv(#, s) }nen el indice de ineficiencia de DyMEA para cada entrada deseable
i € [m1] estd dado por

Z’V(ﬁ7 S) (57«(1 - Wl)m?(ﬁv S) - O‘Ii(ﬁv S))

dR;(7, 5) = - , (3.20)
Z 51-30?(7"1, s)
i=1
y por cada entrada indeseable i € [m2]\[m1] es dado por
m2—my
> dai(ns)
dR;(71, 8) = =1 . (3.21)
> A(ys) (ag(ss) = 6i(1 = ), 5) )
i=1

Nos referimos al indice de ineficiencia DyMEA (3.20) y (3.21) para determinar el nimero de veces que cada
entrada fue utilizada ineficientemente. Siguiendo la misma idea, podemos calcular la ineficiencia para las entradas
intermedias. Esta es la caracteristica mas significativa de MEA: la capacidad para examinar el mal uso de los insumos
(cuando el andlisis implica un modelo orientado a los insumos) o para identificar el producto desperdiciado (cuando el
andlisis implica un modelo orientado a los resultados).

4. Conclusiones. Este estudio propone el modelo dindmico no paramétrico DyMEA, para medir la eficiencia
de las unidades de toma de decisiones, basado en el Andlisis de Eficiencia Multidireccional (MEA). La mayoria de
los modelos dindmicos, se aplican sin observar las peculiaridades de las condiciones analiticas. El modelo DyMEA,
considere una estructura completa, que incluye variables intertemporales (entradas y salidas intermediarias deseable-
s/indeseables), entradas discrecionales/no discrecionales; entradas y salidas deseables/indeseables.

Entre las principales ventajas de DyMEA se encuentran:

(DyMEAT1) Muchos modelos dindmicos no estdn estructurados para discriminar entre los tipos de variables consi-
derados, dando lugar a errores en la aplicacion de los modelos y posterior interpretacion de los resultados. Dado que la
caracterizacion de la variable depende directamente de su desempefio en el modelo, en DyMEA se introducen diferentes
categorias de variables en DyMEA, con el objetivo de que el modelo propuesto se acerque mds a la realidad. En este
sentido, el modelo DyMEA respeta correctamente la estructura y naturaleza de la variable. Es de esta manera que los
resultados obtenidos, realmente representan las unidades a evaluar.

(DyMEAZ2) La puntuacién dindmica de DyMEA se presenta de dos maneras en una version especifica y luego en
una forma mds general, considerando los problemas de la clase de optimizacion.

(DyMEA3) Se muestra la contribucion direccional de cada variable, mostrando informacién importante para el
andlisis como el exceso de entradas y salidas, lo que permite mejorar el rendimiento con el paso del tiempo.

(DyMEA4) Aunque es un modelo con varias categorias de variables, El nimero de veces que cada entrada se
utiliza ineficientemente en el modelo, se puede medir con un indice de ineficiencia dindmica. Se presenta para insumos
deseables e indeseables.

(DyMEAS) Debido a las limitaciones de los modelos de eficiencia existentes en la evaluacién del rendimiento
Inter temporal, es necesario disefiar nuevos modelos que combinen modelos DEA mads robustos para evaluar sistemas
mds complejos. El modelo dindmico DyMEA propuesto aqui, trata de responder a esta necesidad, presentando una
estructura sdlida y completa, que la convierte en un modelo dindmico capaz de adaptarse mds a situaciones reales.
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