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Abstract
We are going to characterize the natural isomorphism between the bifunctors of the examples 2.13 and 2.14,
for that it is enough to show that ) and C of the lemma 3.1 are natural isomorphisms.
Keywords . Categories, functor, natural transformation, natural isomorphism, bifunctor.

Resumen
Vamos a caracterizar el isomorfismo natural entre los bifuntores de los ejemplos 2.13 y 2.14, para esto basta
con demostrar que 1y  del lema 3.1 son isomorfismos naturales.
Palabras clave. Categoria, funtor, transformacién natural, isomorfismo natural, bifuntor.

1. Introduccién. En este trabajo veremos algunos conceptos sobre teoria de categorias. En prelimina-
res veremos las siguientes definiciones: categorias, funtores, bifuntores, transformaciones naturales e iso-
morfismos naturales. Las observaciones 2.2 y 2.3 son esenciales para el resultado central, asi como también
los bifuntores de los ejemplos 2.13 y 2.14.

En la dltima seccién probaremos el resultado central cuyo enunciado es el siguiente:

Sean €, dos categorias y F : € — 9, G : ® — € dos funtores.
T(—,—) : More(—,G—) — Morgp(F—,—) es isomorfismo natural si y solo si para cada C' ¢

s

¢P D € D se tiene que

n,—) : More(C,G—) — More (FC,—)

C(—,p) : More(—,GD) — Mors(F—, D)

son isomorfismos naturales.

Para la prueba de este resultado utilizaremos 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 y las definiciones mencionadas anterior-
mente.
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2. Preliminares.

Definicion 2.1. Una categoria € consta de una coleccion, denotada por Ob(€) y un conjunto More(A, B)
para cada A, B € Ob(€). Los elementos de Ob(T) son llamados objetos y los elementos de More (A, B)
son llamados morfismos. Si f € Morg(A, B) denotamos | : A — B.

Para cada terna A, B, C € Ob(€) se define la aplicacion

o: Morg(A,B) x Morg(B,C) — More(A,C) , (f,g)—gof

llamada composicion de morfismos, que satisface las siguientes condiciones:
1. Para cualesquiera f € More(A, B), g € More(B,C)yh € Moreg(C, D) se tiene que h o (g o
f) = (hog)o f. Porlo tanto, la composicion de morfismos es asociativa.
2. Para cada A € Ob(€), existe un morfismo 14 € More(A, A) llamado morfismo identidad, tal
que para cualesquiera f € Morg(B, A), g € More(A, B) tenemos que 1y0 f = f, goly = g.

Ejemplo 2.1. La categoria de conjuntos Set cuyos objetos son los conjuntos y cuyos morfismos son las
funciones.

Ejemplo 2.2.

La categoria de grupos abelianos Ab cuyos objetos son los grupos abelianos y cuyos morfismos son
los homomorfismos de grupos abelianos.

Ejemplo 2.3.

La categoria de anillos conmutativos con unidad CRing cuyos objetos son los anillos conmutativos
con unidad y cuyos morfismos son los homomorfismos de anillos conmutativos que respetan la unidad.

Ejemplo 2.4. Sea R un anillo con unidad. La categoria de mddulos a izquierda R-Mod cuyos objetos
son modulos a izquierda y cuyos morfismos son los homomorfismos de R-mddulos a izquierda. También
tenemos la categoria de modulos a derecha Mod-R cuyos objetos son los R-mddulos a derecha y cuyos
morfismos son los homomorfismos de R-modulos a derecha.

Ejemplo 2.5. La categoria de espacios topolégicos Top cuyos objetos son los espacios topologicos y
cuyos morfismos son aplicaciones continuas entre espacios topologicos.

Ejemplo 2.6.

La categoria opuesta €°P de una categoria € tiene los mismos objetos que €y para cada morfismo
f € Morg(B, A) se tiene que f°P € Morgor (A, B).

Para cada terna A, B, C' € Ob(€°P) definimos la composicion

o: Morgor (A, B) x Morgor(B,C) — Morgor(A,C)

(fP,g%) > gPofP=(fog)”

y si suponemos que 157 = 14 entonces €°F es una categoria.

Ejemplo 2.7.

Sean €, © dos categorias. La categoria producto de € y ® denotada por € x ® tiene como objetos a
los pares (A, B) donde A € €, B € © y sus morfismos son de la forma (f, g) : (A,C) — (B, D) donde
f:A— B e More(A,B)yg: C — D € Morg(C,D). La composicién se define coordenada a
coordenada y si suponemos que l¢xo = (l¢, lo) entonces € x D es una categoria.

Para ejemplos mas sofisticados se puede revisar [1] y el famoso libro de MacLane [2].

Definicion 2.2. Sea € una categoria. Decimos que el morfismo f : A — B es un isomorfismo en €,
siexiste g: B — Atalque fog=1gpygo f=14.

Definicion 2.3. Un funtor covariante o simplemente un funtor 7 que vade €a® sedenota F : € — D
y por definicién cumple que:
1. Para cada A € € se tiene que FA € D.
2. Para cada par de objetos A,B € €y para cada morfismo f : A — B en € tenemos que
Ff:FA— FB esun morfismo en® tal que:
i) Para cada A € € se tiene que Fla = 1x4.
ii) Para cada A,B,C € €y f: A — B, g : B — C morfismos en € se tiene
que F(go f)=FgoFf.
En este caso € es llamado dominio y ® codominio.
Ejemplo 2.8. Toda categoria € define un funtor 1¢ : € — € de la siguiente manera:

En objetos: Para cada A € € tenemos que 1¢ A := A € €.
En morfismos: Para cada morfismo f : A — B en € tenemos que el morfismo 1¢ f := f estden €.

Ast definido 1¢ es un funtor llamado funtor identidad.
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Ejemplo 2.9. Dado X € ® fijo. Definimos F : € — 9 de la siguiente manera:
En objetos: Para cada A € € tenemos que FA .= X € D.
En morfismos: Para cada morfismo f : A — B en € tenemos que el morfismo F f := 1x estien ®.

Asi definido F es un funtor llamado funtor constante.
Ejemplo 2.10. Definimos F : Ab — Set de la siguiente manera:

En objetos: Para cada G € Ab tenemos que FG := G € Set.

En morfismos: Para cada morfismo h : G1 — Go en Ab tenemos que el morfismo Fh := h estd en
Set. Asi definido F es un funtor, llamado funtor de olvido.

El nombre del funtor anterior, se debe a que G pierde la estructura de grupo y el morfismo h pierde
las propiedades de homomorfismo. En lugar de colocar la categoria Ab podemos colocar cualquier otra
categoria como por ejemplo CRing, Top, Mod-R, etc y también serdn funtores de olvido.

Para més ejemplos se puede revisar [3].

Definicion 2.4.

Un bifuntor es un funtor cuyo dominio es alguna categoria producto.

Observacion 2.1. _

Consideremos el bifuntor F : B x € — D y el morfismo (h, 7)o (f,g) : (B1,Ch1) (7.9) (B, Cs) (ho3)
(B3,C3) en B x €, entonces F((h,j) o (f,g)) :=F(ho f,jog)=F(h,j)oF(f,g) pues F es funtor.

Observacion 2.2. Si F : B x € — D es un bifuntor entonces para cada B € B se tiene que

"

— D

F(B,-): ¢
C —  F(B,C)

Cl i>C'2 — ]:(1]3,9)

es un funtor, pues dada el morfismo Cy N Cy L5 Cy tenemos que F(1p,9) o F(1p, f) = F(lg o

lg,go f)=F(lp,g0 f).
Observacion 2.3. Si F : B x € — D es un bifuntor, entonces para cada C € € se tiene que

F(-,0): B s D
B — F(B,0)

Bi1 By — F(h 1)

es un funtor.
Ejemplo 2.11.
Sean €y ® dos categorias. Definimos g : € X © — € de la siguiente manera:

En objetos: Para cada (C, D) € € x D tenemos que n¢(C, D) :=C € C.

En morfismos: Para cada morfismo (f,g) : (C1,D1) — (Ca, D2) en € x D tenemos que el morfismo
e (f,q) := f estd en €. Asi definido ¢ es un bifuntor llamado bifuntor proyeccion en la categoria €.
Ejemplo 2.12.

Sean €y ® dos categorias. Definimos 15 : € X ® — D de la siguiente manera:

En objetos: Para cada (C, D) € € x D tenemos que 7o (C,D) := D € D.

En morfismos: Para cada morfismo (f,g) : (C1, D) — (Ca, D3) en € x D tenemos que el morfismo
o (f,g) := g estd en D. Asi definido 7o es bifuntor llamado bifuntor proyeccion en la categoria .
Ejemplo 2.13. Definimos Morg(—,G—) : €°P x © — Set como sigue:

En objetos: Para cada objeto (C, D) € € x D se tiene que More(C,GD) € Set.

En morfismos: Para cada morfismo (f°P,g) : (C1,D1) — (Ca,D3) en €°P x D se tiene que el
morfismo

More(f7,G9g)
B

More(Ch,GDn) More(Ca,GD5)
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q > More(f?,Gg)(q) :=Ggoqo f

estd en Set. Asi definido More(—,G—) es un bifuntor. Vamor a enumerar la wltima igualdad.

More(f?,Gg)(q) :==Ggoqo f 2.1

Ejemplo 2.14.
Definimos Morg (F—, —) : €P x D — Set como sigue:

En objetos: Para cada objeto (C, D) € €°P x D se tiene que Morg(FC, D) € Set.

En morfismos: Para cada morfismo (f°F,g) : (C1,D1) — (Ca,D3) en €°P x D se tiene que el

morfismo

MOT;D(]:Cl,Dl) w) MOT@(]:CQ,DQ)

q — Morn(FfP,g9)(q) :=goqoFf

estd en Set. Asi definido Morg (F—, —) es un bifuntor. Vamos a enumerar la iiltima igualdad.

Mors(Ff,9)(q) :=goqo Ff (2.2)

Definicion 2.5. Sean €, © categoriasy F,G : € — D dos funtores.

Una transformacion natural que va de F a G es denotada por T : F — G y por definicion asigna a
cada objeto A € € un morfismo 74 : FA — GA en ® tal que para cada morfismo f : A — Ben Cel
siguiente diagrama conmuta en ©

FA- 2o GA

M

Ejemplo 2.15.

Sean €,® dos categorias y F : € — ® un funtor. Definimos T : F — F tal que asigna a cada
A € € el morfismo identidad T4 = 1x4 : FA — FAen®. Asi definida 7 es una transformacién natural.

Ejemplo 2.16.

Sean €, dos categorias y F,G,J : € — D tres funtores. SiT : F — G, n: G — J son
transformaciones naturales, entonces definimos no T : F — H tal que asigna a cada A € € el morfismo
(noT)a :=mna o Ta. Asi definida n o T es una transformacion natural.

Ejemplo 2.17. Sean &, D, € tres categorias y F,G : € — D, J : ©® — € tres funtores. Si
T : F — @G es una transformacion natural, entonces definimos J7 : J o F — J o G tal que para cada
C € €setiene (J7)c := J(7¢). Asi definida J 7 es una transformacién natural.

Ejemplo 2.18. Sean &€, 9, € tres categorias. Si J : € — O; F,G : © — € son tres funtores y
T : F — G una transformacion natural, entonces definimos 7J : F o J — G o J tal que para cada
C € Csetiene (TJ)c := T7c. Asi definida T7J es una transformacion natural.

Definicion 2.6. Sean €,® dos categorias y F,G : € — D funtores. Una transformacion natural
T : F — G es un isomorfismo natural de funtores o simplemente un isomorfismo de funtores si para
cada A € Csetiene que 74 : FA — GA es un isomorfismo en D.

En este caso tenemos una transformacion natural =% : G — F definida por (171) 4 = (14)~
para cada A € €. Denotaremos F = G para decir que F y G son naturalmente isomorfos.

1

Ejemplo 2.19. Definimos F : Grp — Set de la siguiente manera:
En objetos: Para cada A € Grp se tiene que FA := A € Set.
En morfismos: Para cada morfismo f : A — B en Grp se tiene que el morfismo

Ff:FA— FB
a — f(a) estd en Set. Asi definido F es un funtor.

Y ahora definimos el siguiente funtor H” : Grp — Set de la siguiente manera:
En objetos: Para cada U € Grp tenemos que H*U := Morg,,(Z,U).
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En morfismos: Para cada morfismo f : U — V en Grp tenemos que

HLFf : HEU := Morgy(Z,U) — HEV := Morg,(Z,V)
g —  Hif(g):=fog

es un morfismo en Set.
Se prueba que los funtores definidos anteriormente son naturalmente isomorfos, es decir F =2 H”.

3. Resultado central. En esta seccién probaremos la caracterizacion que tiene como titulo este traba-
jo.

De las observaciones 2.2, 2.3 y de los bifunotres

Morg(—,G—) : €P x ® — Set

Morg(F—,—) : €7 x © — Set

se obtienen los siguientes funtores:
1. Paracada D € ®, definimos More(—,GD) : €°P — Set de la siguiente manera:
En objetos: Para cada C' € €°7 se tiene More(C,GD) € Set.
En morfismos: Para cada morfismo f°P : C; — C5 en €°P se tiene que el morfismo
More(Cy,GD) 22U, ppore (Cy, GD)
q > More(fP,GD)(q) :=qo f
estd en Set. Vamos a enumerar a esta tltima igualdad.

More(f*%,GD)(q) = go f. 3.0

2. Paracada C € €°?, definimos More(C,G—) : ® — Set de la siguiente manera:
En objetos: Para cada D € D se tiene More(C,GD) € Set.
En morfismos: Para cada morfismo f : D1 — Dy en ® se tiene que el morfismo
MO’I”Q‘(C, ng) M} MO’I“Q‘(C, ng)

q — More(C,Gf)(q) :=Gfoq
estd en Set. Vamos a enumerar a esta dltima igualdad.

More(C,Gf)(q) =Gfoq. (3.2)

3. Paracada C € € definimos Morg (FC,—) : ® —> Set de la siguiente manera:
En objetos: Para cada D € D se tiene Morg (FC, D) € Set.
En morfismos: Para cada morfismo f : D1 — D5 en ® se tiene que el morfismo
Morg (FCq, Dy) w Morg (FCsq, D)
q — Morg (FC, f)(q) :=fogq
estd en Set. Vamos a enumerar a esta dltima igualdad.

Morg(FC, f)(q) :== fogq. (3.3)

4. Para cada D € © definimos Morg (F—, D) : €°P — Set de la siguiente manera:
En objetos: Para cada C' € € se tiene Morg (FC, D) € Set.
En morfismos: Para cada morfismo f°P : C; — C5 en € se tiene que morfismo
Morg (FCy, D) 22T I D) v o (FCy, D)
q — Morg(Ff°P?,D)(q) :=qo Ff
estd en Set. Vamos a enumerar la dltima igualdad.

Mors (Ff°?,D)(q) :=qo Ff. (3.4)
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Lema 3.1. Sean €, 9 dos categoriasy F : € — 0, G : © — € dos funtores.
SiT—,—y: More(—,G—) — Morgp(F—, —) es transformacion natural entonces para cada C' €
¢P D € D se tiene que

ne,—y : More(C,G—) — More (FC,—)

C(f,D) : MOT@(—7gD) — MO’I“;Q(]:—,D)

son transformaciones naturales, donde Ne,By = Te.b) Y C(@,D) = T(&,py para cada C € €°P, D € D.
Demostracion: Dado que 7_ _y : More(—,G—) — Morgp(F—,—) es transformacién natural se

cumple que para cada (C, D) € €7 x D se tiene el morfismo 7(¢, py : More(C,GD) — Morgy(FC, D)

en Set y para cada morfismo (f°?, g) : (C1, D1) — (Cq, D2) en €°P x D el siguiente diagrama conmuta

(C1, Dy) q € More(C1,GDs) Henby Mors (FCy, D1)
(f%.9) More(f°7.Gg) Morg (Ff°F,g)
[ | |
(Ca, Ds) Morg(Ca,GDs) T Morg (FCa, D)
es decir

T(Co,D5) © More(f?,Gg) = Mores (Ff,g) o T(c,,ny)

luego para cada ¢ € More(Cy,GD1) se tiene

(T(Ca,D2) © More(fF,G9))(q) = (Moros (Ff,g) o T(c,,p))(4)

se sigue por 2.1y 2.2 que

T(Cy.05)(Gg0q0 ) = goTc,,p)(q) o Ff (3.5

Afirmacion 1. nc ) es transformacién natural para cada C' € €°P. En efecto, dado C' € <€°P.
Consideremos el morfismo g : D1 — D3 en ® y vemos que el siguiente diagrama conmuta

D, 4 € More(C,GD,) — <2V, Morg (FC, D;)
j More(C,Gg) Mors (FC,g)
D2 MOT@(C, gDz) T} MOTfD (.FC, D]_)
pues para cada ¢ € More(C,GDy)
(N(c,p2) © More(C,Gg))(q) = n(c,p,) (More(C,Gg)(q))
3,2 haciendo f lc en 3,5
= T(c,04)(Gg 0 q) = goT,0,)(q)

= MOT@(]:C 9)(7c,p,)(q))
= (Morp(FC,g) OU(C,Dl))( )

Afirmacion 2. ((—,p) es transformaci6n natural para cada D € ©. En efecto, dado D € ©. Conside-
remos el morfismo f°P : C; — Cs en €°P y vemos que el siguiente diagrama conmuta
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C, g € More(Cy,GD) —12_, More (FCy, D)

for More(f°P,GD) Morgp (Ff°P,D)

Co More(C2,GD) T an Morgp(FC>, D)
$(Ca,D

pues para cada g € More(C1,GD)

(C(cs,p) © More(f7,GD))(q) = ((cs,p)(More(f7,GD)(q))
3:,1 T(Cz)D) (q o f) hactendo g::1D en 3,5 T(Cl)D)(q) o ]:.f

3,4 Morg (FfoP, D)(T(CI,D) (9))

= (MOT’D(‘FJCOP’ D) © <(C1,D))(Q)'

Lema 3.2. Sean €, dos categoriasy F : € — ©, G : ® — € dos funtores.
Si para cada C € €°P D € ©

N,y : More(C,G—) — Morp (FC, —)

C(—,p) : More(—,GD) — Mory(F—,D)

son transformaciones naturales, entonces

T(—,—) : More(—,G—) — Morp(F—,—)

es transformacion natural, donde Ne,by = Te.by Y C(é p) = T(&,p) Para cadaC € ¢, D € D.

Demostracion: Veamos que para cada morfismo (f°F,g) : (C1,D1) — (C2,D2) en €7 x D el

diagrama I conmuta

(C1,Dy) Moreg(Cy,GD1) 70,0, — Morg(FCy, Dy)

(f7".9) More (f°7,G9) I Mors (Ff,g)

!

(Cg, Dg) MOTE(CQ, ng)

T(Ce,D3) — MOT@(.FCQ, Dg)

En efecto, Sea el morfismo (f°P, g) : (C1, D1) — (Ca, D2) en €°? x ©.Vemos que los diagramas II

y III son conmutativos

D, Morg(C1,GD;) Aot Morg(FCy, Dy)
g More(C1,Gg) II Morg (FC1,9)
|
D, More(C1,GD5) M1, 02)=C(c1,00) —— Morg (FCq, Dy)
More(f°,GDz) III Mors (Ff°F,D3)
Morg(Cs,GD5) (Cq.D2) Morg (FCa, D)
Pues

N, ,— : More(Cy,G—) — Moro (FCy, —)

C(—,Dz) : MOT‘g(—7gD2) — MO?"@(]‘——,DQ)
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son transformaciones naturales, luego concluimos que el diagrama I es conmutativo.

Ahora veremos el resultado central.

Teorema 3.1. Sean &€, D dos categoriasy F : € — D, G : ® — & dos funtores.

T(—,—) : More(—,G—) — Mory(F—,—) es isomorfismo natural si y solo si para cada C &
EP D €D se tiene que

ne,—) : More(C,G—) — More (FC,—)

C(—.p) : More(—,GD) — Moro(F—, D)

son isomorfismos naturales.
Demostracion:
[—>| Por Lema 3.1 tenemos que para cada C € €°P, D € ©

ne,—) : More(C,G—) — More (FC,—)

C(—,py: More(—,GD) — Morg(F—,D)

son transformaciones naturales pues 7(_ _y es transformacion natural, ademds 7(c, _) es isomorfismo na-
tural pues para cada D € D, Ne,By = Te,b) donde 7(_ _) es isomorfismo natural. De forma similar se
obtiene que ((_ p) es isomorfismo natural.

[<=] Por Lema 3.2, 7_ _y es transformacién natural pues para cada C' € €°°, D € D ¢,y y ((— p)
son transformaciones naturales. Ademds 7(_ _y es isomorfismo natural pues para cada (C, D) € € x D,

T(c,p) €s isomorfismo pues basta que 7(c,—) 6 ((_, p) sean isomorfismos naturales.
]

4. Conclusiones. Elresultado central se puede generalizar para bifuntores cualesquiera 31, B2 : €°P x
® — Set pero se ha preferido trabajar con los bifuntores More(—,G—), Morg(F—,—) : € x D —»
Set ya que es mds util al momento de demostrar una caracterizacién de funtores adjuntos.

Por dltimo, este trabajo estd bien detallado para que lo pueda entender publico que no sea del drea y se
ha tratado de mejorar las notaciones que a veces son demasiadas sobrecargadas y confusas.

Contribucién de los Autores. El coautor Emerson se encargo del resumen, la introduccién y los
preliminares; el coautor Milton se encargé del resultado central que abarca los lemas y el autor Carlos se
encargo de digitar, revisar y terminar el teorema central.
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