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Abstract
In this opportunity we present some areas of the evolution of the integral, which complement what was deal
with in parts I and II. Thus we give a conceptual overview of the McShane integral, of the C-integral, of the
Bochner integral, of the L™ HK integral , of the integral on manifolds and on a modern point of view of the
Riemann integral .
Keywords . Riemann, Lebesgue, McShane, C-integral, Bochner, HK-integral, manifolds, abstract integration,
Banach spaces.

Resumen
En esta oportunidad presentamos algunas dreas de la evolucion de la integral, las cuales complementan a
lo tratado en las partes I y II. Asi damos un panorama conceptual de la integral de McShane, la C-integral,
la integral de Bochner, la integral L™ de HK,la integral sobre variedades diferenciales y sobre un punto de
vista moderno de la integral de Riemann .
Palabras clave. Riemann, Lebesgue, McShane, C-integral, Bochner, HK-integral ,variedades, integracién abstrac-
ta, espacios de Banach.

1. Una vision de lo expuesto en I y II. Proyecciones.. En la parte I, [22], vimos como la idea de
integral ya existia en la lejana Grecia, sobre todo en los trabajos de Arquimedes, asi como un breve pa-
norama de los precursores del cédlculo infinitesimal hasta Newton y Leibniz. A inicios del siglo XIX el
aporte de Fourier seria fundamental en la evolucién de la integral pues en su trabajo sobre la teoria del
calor sus series usaban la integral como herramienta fundamental, pero sus ideas tenian defectos de rigor
matematico. Desde la época de Leibniz y Newton el teorema fundamental del célculo fue vital pues era
el nexo entre la diferenciacion y la integracién. De aquel entonces, en el siglo XIX los analistas buscaron
como construir una integral que vaya superando los defectos existentes. Asi surgi6 la integral de Cauchy y
luego la de Riemann que por mucho tiempo, hasta ahora, se la ensefia; pero, como se sabe, ella aun tiene
algunas limitaciones sobre todo en el teorema fundamental del célculo. La teoria de conjuntos de Cantor
contribuy6 la génesis de una teoria conjuntista de la integral; luego de algunos precursores, a inicios del
siglo XX H.Lebesgue introduce la teoria de la medida y de su integral basada en esa teorfa. Ella mejora en
algunos aspectos a la integral de Riemann pero tiene ciertos defectos, atn en el teorema fundamental de
célculo. En I el lector puede ver una presentacion detallada de la teoria de Lebesgue.
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En la parte II [22] se ofrece una visidn de las contribuciones de distintos matemadticos que buscaron in-
troducir una nueva integral que superen las dificultades de las integrales de Riemann, de Riemann-Stieltjes
y de Lebesgue. Asi vimos los aportes de Darboux, de Young, a la integral de Lebesgue-Stieltjes, la in-
tegral de Radon, la integral de Denjoy, la integral de Khinchin; a las integrales de Perron y de Daniell,
de Perron-Stieltjes. Posteriormente entramos a los dominios mds abstractos al considerar a la integral de
Haar relacionado con los espacios localmente compactos y asi se comienza a estudiar a la integral sobre
espacios abstractos, tema de investigacion en el siglo XX. Finalmente dimos un buen espacio a la integral
de Henstock-Kurzweil por todas las bondades que tiene tal integral y que expusimos en esa oportunidad.
Todos esos aportes contribuyeron con nuevas ideas, métodos, todo lo cual constituyé una época (siglo XX)
de mucha actividad en esa direccidn. Algunas de las integrales introducidas eran equivalentes entre si, unas
contenian a otras y se estableci6 un cuadro de relaciones entre ellas. Lo resaltante de este escenario es que
la integral de Riemann fue el tipo de integral que con pequefas modificaciones surgieron integrales mas
generales y que incluian a las cldsicas conocidas. Tal fue el caso de la integral de Henstock-Kurzweil la
cual es una generalizacion de la integral de Riemann (“integral de Riemann generalizada”), la cual fue in-
troducida en los afios 1950’s por J.Kurzweil y R.Henstock en forma independiente pero cuyos resultados
fueron equivalentes. Henstock prob6 que toda funcién L-integrable es también HK-integrable, y Kurzweil
demostré que la HK-integral es equivalente a la integral de Perron y a la de Denjoy. De esta manera la
HK-integral resulté una solucion de la dificultad que se tenia con las primitivas (teorema fundamental del
célculo); también se resolvid los problemas de convergencia. Ver II [22] para algunos detalles de la HK-
integral. Se recalca que la HK-integral se obtuvo haciendo ligeras modificaciones en las sumas de Riemann.
En esta direccion estd la integral de McShane que veremos después, cuyas funciones toman valores en toda
la recta. Esto sugeri6 considerar funciones definidas en un intervalo compacto de R y que toman valores en
un espacio de Banach, integrales que también veremos.

Integral de Riemann

Integral de Lebesgue

Integral de Henstock- Kurzweil

Figura 1.1: Relacion entre estas integrales.

La introduccién de la integral en diferentes contextos durante el siglo XX, y ain en éste, despertd
una gran actividad de investigacion en diferentes direcciones con aportes ttiles tanto en el campo de la
matematica pura como en las aplicaciones. Asi, en este articulo expondremos las ideas generales en algunas
de tales direcciones como son la contribucién de E.J. McShane y su integral, la C-integral, la integral de
Bochner la que es definida en el contexto de los espacios de Banach, la integral en espacios abstractos, la
integral sobre variedades, una nueva vision de la integral de Riemann, ..., de todas esas rutas la idea es abrir
una motivacion al lector interesado en caminar por alguno de esos caminos y asi contribuir con aportes a la
actividad matematica en nuestro pais, y otros.

2. La Integral de McShane. En [26] se hace un comentario del libro de E.J.McShane, “Unified
Integration”, (1983), en donde el autor expone algunas de sus ideas con respecto a la ensefianza de la
integral; afirma que los estudiantes (de ciencias) aprenden primero la integral de Riemann y luego la integral
de Lebesgue, con toda su maquinaria que ella requiere, y se olvidan las ideas que contiene la integral de
Riemann. En su obra McShane presenta una teoria unificada de la integral, teoria que incluye como caso
particular a la integral de Riemann,y asi rescata las ideas de esta integral. En una parte de su libro, proclama
[26]:

“El desarrollo de la teoria de integracion en los capitulos precedentes es solamente un camino de los
otros existentes para aproximar al tema. Ella fue establecida en la creencia que es especialmente ficil para
un iniciado comprenderlo, y es bien adecuado para ensefiar a un estudiante de fisica, quimica o de ingenieria
suficiente integracién, para tener un claro beneficio”.
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El comentarista, E.Saab, opina que “la integral de McShane puede ser entendida por alguien con pocos
recursos matemadticos, lo Unico que necesita conocer es la nocién de entorno de un punto, cerradura de
un conjunto, etc, ... . Es decir, se necesita solamente conocer un poco de topologia general”. Si bien es
cierto que entender la integral de McShane es relativamente facil, ; ello permite al estudiante entender toda
la maquinaria analitica que el posterior desarrollo de la teoria de la integral exige?, esto fue otra de las
cuestiones pedagdgicas que surgieron en el debate. Creemos que esto depende del tipo de estudiantes que
tengamos al frente.

Bien, remarcamos que la integral de Henstock-Kurzweil fue construida modificando levemente las
sumas de Riemann y se obtuvo una integral mas general, inclusive que la de Lebesgue, que necesita ademas
de toda una teoria de la medida. E.J.McShane hizo otra forma de modificar las sumas de Riemann y obtuvo
la llamada “integral de McShane”que se probd ser equivalente a la integral de Lebesgue (afios 1960’s).
Veamos la idea de McShane: “ Sea el intervalo I = [a,b] y P = {(t1, [z0,x1]), ..., (tn, [Tn—1,%x])} una
etiqueta de I, la que es subordinada a un calibrador § sobre I. McShane retira la condicién de que cada
etiqueta t; € [z;_1,x;] para todo 4, y se permite que ¢; esté en otro intervalo diferente de [z;_1, x;]. Como
ella es equivalente a la integral de Lebesgue, ésta podria ser pensada como sumas de tipo Riemann. Veamos
mas detalladamente estas ideas. (Ver [6]).

“ Sea el intervalo I = [a,b] y § un calibrador sobre I. Se llama un intervalo libremente etiqueta-
do a un intervalo (t,[c,d]) si [e,d] & [a,b] yt € [a,b]. Este intervalo es subordinada a ¢ si [c,d] &
(t — &(t),t 4+ (¢))”. Por otra parte se tiene la nocién de una particién libremente etiquetada P de [a, b]
,subordinada a J, es una familia finita de intervalos libremente etiquetados subordinados a d, es decir
P = {(t1, [z0, 21]), -e; (tns [wn—1,20])}, tal que [a,b] = |J:-[z;—1,2;]". Este tipo de particién se lla-
ma “particién de McShane”(p-Mc). Se tiene que cada particién etiquetada de [a, b] subordinada a § es una
particion libremente etiquetada a ¢; el reciproco no es cierto en general.

Abhora, las sumas para definir a la nueva integral es similar a la de Riemann, veamos: sea f : [a,b] —
R una funcién y P = {(t1,[zo,21]), -, (tn, [n—1,2s])} es una p-Mc, entonces la suma de Riemann
relacionada a P se define via :

n

S(f,P) = fta) (@i — ;1)

=1

Observemos que se estd considerando rectdngulos cuyas dreas se determinan multiplicando x; — x;—1
y la longitud de la imagen f(¢;), segmento que estd afuera del rectdngulo . Esto a diferencia de las sumas
de la integral de Riemann.

Definicion 2.1 (La Integral de McShane). La funcion f : [a,b] — R es McShane integrable (Mc-
integrable) sobre [a.b] si existe M € R tal que para cada € > 0, existe un calibrador § sobre [a,b] y se
tiene |S(f, P) — M| < ¢, para toda p- Mc de [a, b] subordinada a ¢. Si existe tal niimero M, él es llamado

la integral de McShane de f y se denota (MC)fab f(z)dz.

Se observa que esta integral es una modificacion de la integral de Henstock-Kurzweil y se recalca que es
equivalente a la integral de Lebesgue. Ademads se verifica que toda funcién Mc-integrable es (HK)-integrable
y sus integrales coinciden. También, si f es R-integrable entonces es Mc-integrable y sus integrales son
iguales. El siguiente resultado garantiza la existencia de particiones (p-Mc):

Lema 2.1. (Lema de Cousin) “ Si 6 : [a,b] — (0,00) es un calibre o calibrador, entonces existe una
(p-Mc) de [a, b] subordinada a 6.

La funcién de Dirichlet, definida en [0,1], f(x) = 1 si x es racional; f(x) = 0 si x es irracional, es
Mc-integrable y se tiene fol f(z)dxz = 0. Algunas propiedades basicas de la Mc-integrales son:

(1) Si fy g son Mc - integrables sobre [a, b] y «, 5 € R entonces o f + Sg es Mc-integrable y se tiene

b b b
[+ s9ads=a [ s+ [ glorts
es decir el espacio Mc][a, b] de todas las funciones Mc-integrables sobre [a, b], es un espacio vec-

torial sobre R, y la integral puede ser interpretada como una forma lineal sobre este espacio.
(2) Si f : [a,b] — R es Mc-integrable sobre [a,b] y a < ¢ < b, entonces se tiene

/abf(x)dx:[f(@dw/ff(@m.

(3) Sifyge Mcla,byf(zx) < g(x), z € [a, b], entonces

(Me) /ab f(z)dx < (Mec) /abg(x)dx.
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(4) Si f € [a,b] entonces |f| € Mc][a, b]. (Esta propiedad no se cumple con la HK-integral); y se tiene

/ab f(x)dx

(5) Si f :[a,b] — R es continua sobre [a, b], entonces f es Mc-integrable sobre [a, b].

Veamos ahora la integral de McShane como una funcién conjunto (ver [17], pag.240) y su relacién con
la teorfa de Lebesgue. Sean I = [a,b], f : I C R — R una funcién Mc-integrable y Mc¢(I) el conjunto de
todos los subconjuntos medibles de /. Decimos que “f es McShane integrable sobre el conjunto £ C [ si
Xg f es una funcién McShane integrable sobre I”. Se define [, fdx = [, Xg fdx. Se prueba el siguiente
resultado: “si f es McShane integrable sobre I, entonces f es McShane integrable sobre todo conjunto
medible que estd en Mc(I) y ademds se tiene que f es enumerablemente aditiva.

Adn mds: “Si f : I — R es McShane integrable, entonces la funcién conjunto [ fdx : Mc(I) — Res
absolutamente continua y enumerablemente aditiva con respecto a la medida de Lebesgue”.

Como consecuencia de este resultado se tiene: “si f : I — R es no negativa y McShane integrable
entonces la funcién [ fdz : Mc(I) — R es una medida sobre Mc(I)”. En esta direccion se tiene: “la
funcién f : I — R es Mc-integrable sobre I siy solo si f € L(I); ademds se tiene (Mc) [ fdz = (L)
[ f(x)dp. (ver [6] para los detalles).

Con respecto a los teoremas de convergencia , en la teoria de McShane se tiene:

Teorema 2.1. (teorema de la convergencia mondtona) “Si (f,), n = 1,2, ..., es una sucesion mondtona
de funciones f, : I — R, que son Mc-integrables, que converge puntualmente a f : I — Ry, ademads la

b
(Me) < (M) / ()] d.

sucesion numérica ( f; fn)

n = 1,2, ..., es acotada, entonces la funcion f es Mc-integrable y se tiene
(Me) [} f(x)dw = (L) [,

Este resultado es usado para probar la equivalencia que la integrales de Lebesgue y de McShane son
equivalentes. Por otro lado, se verifica que “toda funcién f : I — R medible, es McShane integrable y se
tiene (Mc) ff f(x)dz = (L) [, f(x)dp”.

Asi mismo se tiene el vital resultado derivada-integral:

Teorema 2.2. "si f es Mc-integrable y F(x) = f: fn(y)dy para cada x € [a,b], entonces se tiene:

(i) F(x) es una funcion continua sobre [a,b];

(ii) F(x) es derivable en casi todo punto de [a,b] y F'(x) = f(z)”.

Nota 2.1. La integral de McShane fue generalizada en [13](1995) por D.H. Fremlin en contextos mds
abstractos y en el lenguaje de los espacios de Banach.

3. La C-integral. Uno de los problemas centrales del calculo infinitesimal, desde la época de New-
ton, fue el problema de la primitiva ( teorema fundamental del cdlculo ), es decir, que la derivada de una
funcidn sea integrable. Resolver este problema estimuld diversas investigaciones, sobre todo en el siglo XX,
que condujeron a la introduccién de diversas versiones de la integral, como las de Denjoy (1912) y Perron
(1923), entre otros, en donde se prob6 que toda derivada es integrable; ademads, tales integrales son equiva-
lentes. Ver [22] para otros detalles en donde también expusimos sobre la integral de Henstock - Kurzweil
en donde también se tiene que toda derivada es integrable; vimos que esta integral se define haciendo pocas
modificaciones en las sumas de Riemann, y que ella generaliza a las integrales de Riemann y de Lebesgue
y que coincide con la integral de Denjoy, en donde se tiene resuelto el problema de la primitiva.

Tal problema fue también resuelto con la llamada C-integral construida por B.Bongiorno en 1996 ,ver
[3] para algunos detalles. Asi se expone que en 1986, ver [38], Bruckner-Fieissner-Foran ( BFF) observan
que la solucién dada por Denjoy, Perron y Henstock-Kurzweil poseen una generalidad que no se necesita
para tal propdsito, problema de la primitiva; para ello muestran un ejemplo ([3]). BFF se preguntan si existe
una integral mas débil que resuelva tal problema. Ellos responden afirmativamente y desarrollan su idea. En
[3] se expone el reto de construir una integral que resuelva el problema; es decir, se trata de construir una
extension minimal de la integral de Lebesgue y que resuelva el problema de la primitiva. En [5], 2014, se da
respuesta al problema de construir una integral minimal la cual incluye a la integral de Lebesgue y también
integra las derivadas de funciones diferenciables. En este trabajo se prob6 que la integral de Bongiorno, esto
es, la C-integral, es la mas pequefia que resuelve el problema de la primitiva y que contiene a la integral de
Lebesgue. Por otro lado, ya hemos mencionado que el espacio L([a, b]) estd contenido propiamente en el
espacio HK ([a,b]) y lo que BFF contribuyeron en su trabajo de 1986 fue construir una integral minimal
entre los espacios L([a,b]) y HK ([a, b]). Ellos probaron el siguiente resultado:

Teorema 3.1. “Una funcion f : [a,b] — R es C-integrable sobre [a,b] siy solo si existe una funcion
derivada g sobre |a,b] tal que f — g es L-integrable sobre [a, b]”.

Posteriormente (2000) en [5] se demostrd que tal integral minimal se puede tener usando la integral de
McShane en donde se impone alguna condicién de regularidad en la particién de McShane, de la siguiente
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manera:
Definicion 3.1. (C-integral) “Dada la funcion f : [a,b] — R decimos que f es C-integrable si existe
un niimero real A tal que para cada e > 0 existe un calibrador fino 6 sobre [a, b] tal que

<€

> fl@)lh| - A
=1

para cada particion P = {(z;,1;)},i = 1,2, ...,n subordinadaa d ya %, esto es, se cumple 3", dist(x;,1;) <
17 Se remarca que I; C [a,b], z; € [a,b] tal que I; C (w; — 6(z;), 2 + 6(z:)) y vy Li = b —a.
Definicion 3.2. El niimero A es llamado la C-integral de f sobre [a, b] y escribiremos

b
A= (C)/ f(z)dz.

Ahora comprendemos mejor el resultado 3.1 de arriba. Ademas esta integral tiene relaciones con la integral
de Lebesgue, con la HK-integral y con la integral impropia de Riemann, ver [3].
Veamos; sea C;[a, b] el conjunto de todas las funciones f : [a,b] — R que son C-integrables sobre
[a, b]. Se tienen las propiedades, [3], [6]:
(1) C;[a,b] es un espacio vectorial sobre R.
(2) Si f € Lla,b], entonces f € C;|a,b] y las integrales coinciden. Hay funciones C-integrables que
no son L-integrables.
(3) Si f € Cla,b], entonces f € HK|a,b] y las integrales coinciden. La inclusién es propia.
(4) Toda derivada es C-integrable.
(5) Si f es C-integrable sobre [a, b], entonces f es C-integrable sobre [a,x] para todo z € (a,b).
Ademis, la funcién F(z) = (C) [ f(y)dy es continua sobre [a, b).
(6) Si f es Mc-integrable, entonces f es C-integrable. La inclusion es propia.
(7) La C-integral no contiene a la integral impropia de Riemann.

Funciones McShane integrables

Funciones C — integrables

Funciones Henstock — Kurzweil integrables

Figura 3.1: Relacién entre las McShane, C-integrales y la HK integrables.

Para la C-integral se cumplen los teoremas de la convergencia monétona y la dominada. Veamos.

Teorema 3.2. (Teorema de la convergencia Mondtona)

Sea f1 < fo < ... < fn < ...unasucesion de funciones C-integrables sobre [a, b] tal que 1im,, _, o (C') fab fo(z)dz <
+o00. Entonces la funcion f(x) = lim, oo fn(z) es

C -integrable sobre [a,b] y se tiene

(©) / " f@)de = 1im (O) / b (2)de”,

n—roo

Teorema 3.3 (Teorema de la convergencia Dominanda). “Sea (f,), n = 1,2,... una sucesion de
funciones medibles sobre [a, b] tal que
(1) fn(z) = f(z) ctp. en [a,b];
(2) g(z) < fn(z) < h(x) ctp. en [a,b], donde gy h son funciones C-integrables sobre |a, b], entonces
f es C-integrable sobre [a,b] y se tiene

(@) /ab f(z)dz = lim (C) /ab fn(z)dz.

n—oo

En [4], (2000), B.Bongiorno remarca la definicién de la C-integral, define la medida variacional y en
base a esta medida caracteriza cuando F' es una C-integral indefinida.

Nota 3.1. La introduccion de la C-integral por B. Bongiorno (1996) fue estudiada e investigada para
producir otros resultados en relacion con el teorema fundamental del cdlculo.
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4. La integral de Bochner. A esta altura, por los distintos caminos recorridos hacia las distintas
formas de entender a la integral, en diferentes contextos, ya tenemos un panorama de dicha evolucién. Pero,
..., aun hay varios otros caminos por recorrer y lo haremos con las motivaciones necesarias. En efecto,
hemos visto en general que las funciones toman valores en R, o més generalmente en R", espacios que son
vectoriales, o normados o mejor, son espacios de Banach. Asi, en 1933, Salomén Bochner investiga la idea
de integral para funciones definidas en un espacio medida y con valores en un espacio de Banach .As{ surgio
la integral llamada “integral de Bochner”, la cual es una generalizacion de la integral de Lebesgue. También
surgieron investigaciones de llevar la idea de integral a contextos abstractos. Ver, por ejemplo, [32], [37],
[33], [91, [24], [101, [15], [25], [16], [23].

Salomén Bochner (1899-1982) fue un matematico austro-htingaro que con motivo de la persecucién
nazi emigré a los EEUU en 1933 donde fue profesor en las universidades de Princeton y en la de Rice.
Trabaj6 en andlisis complejo, funciones armoénicas, teorfa de la probabilidad, en la historia y filosoffa de las
matematicas. Su integral es aplicada en areas como el andlisis funcional, las EDP’s,en los semigrupos.

Veamos la integral de Bochner; previamente damos algunas definiciones basicas para su comprension.
Sea X un espacio vectorial sobre R (6 C). La aplicacién || || : X — R es una norma si

(i) ||z|| > 0, para todo x € X; ||z|| = 0siy solosiz = 0.

(i) [[Az|| = [All]]]-

(i) |2+ 1| < |[]] + 1yl
(X,]]']]) 6 X es llamado un espacio normado. R™ es un espacio normado con la norma euclideana. En un
espacio normado X se introduce la estructura de espacio métrico via la distancia d(z,y) = ||z — y||, en
donde se introduce la nocién de sucesion de Cauchy. Un espacio métrico es completo si toda sucesion de
Cauchy es convergente. Un espacio normado X es llamado un “espacio de Banach”si X es completo con

1
la métrica inducida por su norma. R™ es un espacio de Banach con la norma ||z|| = (3.7, 27) 2. Veamos

ahora algunos aspectos de la teoria de la medida. Sea X un conjunto no vacio. La familia de subconjuntos
F'de X es una o-dlgebra en X si:
i VeF

(i) SiU € F, entonces U, € F, (U, complemento de U)

(iii) Si{U,} es una sucesi6n en F, entonces | J,- , U, € F.

Entonces, por definicién, (X, F') es llamado “espacio medible” y los elementos de F' se llaman “con-
juntos medibles”. Sean (X, F') y (Y, G) dos espacios medibles. Entonces f : X — Y es una funcién
medible si para todo V' € G se tiene que f (V) € F. Por otro lado, si (X, F') es un espacio medible, se
llama una “medida positiva” a la aplicacién p : F' — [0, 0o] que satisface:

(@) p(0) = 0.

(b) Si {U,} es una sucesién en F, de conjuntos mutuamente disjuntos, entonces p(lJ,—, Up,) =

> one1 M(Un).

Por otro lado, si U € F, diremos que 4(U) es su medida. La terna (X, F, i) se llama “espacio medida”.
Sip: F — (—o00,+00] y satisface (a) y (b) entonces p es llamado una “medida con signo” y (X, F, u1)
se llama un “espacio medida con signo”. Asi mismo, x se llama “medida o-finita”si (X)) < ooy se llama
“medida o-finita”si X = |J,—, U, con pu(U,) < oc.

Sea ahora (X, F, 1) un espacio medida positiva, o-finito y sea B un espacio de Banach. Una funcién f :
X — B es llamada “simple o finitamente valorada”si existe un conjunto {U;}, i = 1,2, ..., n, mutuamente
disjunto, con U; € F tal que u(U;) < oo, f(U;) = A; constante # 0,y f = 0 sobre (|J;_; U;).. En este
caso decimos que f : X — B es medible si existe { f,,} de funciones simples tal que lim,, ,~ fr = f ctp.
. Esto es, si tenemos || f,(z) — f(x)||z — 0, ctp.

En esta situacion se dice que f es “fuertemente F- medible”. En este contexto se dice que “f es una
funcién simple 7si \; € B, f(z) = > | A\; Xu, (), donde Xy, es la funcién caracteristica de U; € F.

Definicion 4.1. (Integral de Bochner de f simple) Si [ es una funcion simple, la “integral de Boch-
ner”de f respecto a i es

(B) /X f(@)dp = (B) /X LRV

Se observa que si j # iy U € F, entonces (B) [, fdu =371 \ip(U; N Uj), y se tiene

/U = /X f Xy, dp

Caso General. La funcién f : X — B es “integrable Bochner ”si existe una sucesién {f,} de
funciones simples tal que lim,,_, o, f,, = f ctp. y tal que

lfm /X (@) — F(@)||pdp = 0

n—oo
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Notacién : (B) [ + f(x)du. Por otra parte, se observa que el limite es independiente de la eleccién de la
sucesion { f,, }.
Bochner, en 1933, prueba el siguiente resultado fundamental en la teoria de la integral en los espacios de
Banach:

Teorema 4.1. (T.B.) “La funcion medible f : X — B es B-integrable (integrable segiin Bochner) si y
solo si la funcion escalar || f(x)|| es p - integrable .

Se verifica que: “si f es B-integrable, entonces || [ fdu|| < [ ||f||dp”. (Desigualdad de Minkowski).
También se tiene: “Sean By y B; dos espacios de Banach y T : By — B5 un operador lineal y acotado.

Si f es una funcion B-integrable, con valores en B1, entonces T'of es B-integrable, con valores en Bs.
Ademas se tiene ij T(f(x))du = T(ij f(z)dp), donde U; € F.

T
Bl > B2

A

X

Figura 4.1: Tof es B-integrables.

Para la prueba de este resultado y otros aspectos ver el libro de Yosida [40]. Se tiene también el siguiente
concepto: f : X — B es “debilmente F-medible” si para todo g € B* (espacio dual de B), la funcién
numérica (de x) g(f(x)) =< f(z),g > es F-medible.

Veamos unos breves aspectos de los espacios LP en el contexto de los espacios de Banach. Si 0 < p <
00, por definicién

[P(X,B)={f: X — B medible//X £ Byt < 00}

Sil < p < oo,sedefine || f|[zr = ([, |\f(x)||%du)% esunanormay (L?(X, B),|| ||r») es un espacio de
Banach.
Si p = o0, se define

L>°(X,B) ={f: X — B medible/3C > 0tal que || f(z)||z < C, ctp.};

con lanorma ||f||p~ = Inf{C/||f(z)||lz < C, ctp. z}, (L°(X, B),|| ||~ ) es un espacio de Banach. Se
observa también que

L>*°(X,B) ={f: X — B medible./3C tal que pu{z € X/||f(x)||p > C} = 0}.

Nota 4.1. Si B(espacio de Banach)= R se sabe que si 1 < p < oo entonces LP es isomorfo e
isométrico con su dual (LP')*, donde % + }% = 1; (asi, si p’ < oo, L' no es isomorfo con (L>°)* pero si
lo es con un subespacio de (L°°)*. En el caso general tal resultado de dualidad ya no es cierto; se asegura
que LP(X, B*) C [L” (X, B)]*.

Apéndice. Prueba del teorema de Bochner (T.B.). Veamos que si
f : X — B es B-integrable, entonces la funcién escalar ||f(x)|| es p-integrable. En efecto, por hipétesis
existe una sucesién de fum:iones simples { f,, } tal que lim,, oo fn(2) = f(2) ctp. y también lim,, o [ |[fn(2)—
f(@)||sdp = 0. Pero,

f @)z < [[fa(@)l|B + [If (2) = fu(@)l]5; ego, [[|f(2)[[ 5 — [|fu (@)l 5] < [|f(x) = fu(2)]|5. Como
la norma es una funcién continua y se tiene

Jx Nf@)|IB = [|fn(2)||Bldr = 0, concluimos la tesis, esto es, que || f(z)|| es u-integrable.

Veamos ahora la condicién suficiente, esto es, si la funcién escalar || f(x)|| es p- integrable, entonces
la funcién medible f : X — B es B-integrable.En efecto, por hipétesis existe una sucesion de funciones
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simples { f,(x)} tal que f,,(z) — f(z) fuertemente, esto es,

i |[fu(2) = f@)]]5 =0, @
oo [ fa (@)1 = 1)l ¥ Wi oe [ 117l = 1121 ]dp = 0. Bien; ahora definamos a

las funciones simples que se requiere:

() = fo(@) st fu(@)]] < [1F (@)1 + %)
+ )
Por la primera parte de esta definicion se tiene ||y, (z)|| < || f(2)||s(1 + +) de donde lim, . || f(z) —
hy ()]l B = 0, ctp. [justifiquemos ctp.: por 4.1, h,,(z) = Oy ||f(z)||s < M , luego se tiene

limy, oo [ (%) = hn (2)]] = oo ||f(@)][5 = || £(@)||5 < limy o "M“B =(hipétesis) = ||f(x)]],

esto es||f(z)|ls < ||f(x)||B,luego el conjunto de tales z’s tiene medida nula, es decir se tiene 1m0 [|f(z)—
h(@)]| 5 = 0 ctp.. Ademds, desde que ||/ (2) —h (2)|| 5 < || (@)l [5+]1/(2)]|5(14+1) < 21 f(@)]|5(1+
) por el lema de Lebesgue -Fatou se tiene

1o Jx 1f (@) = ho(2)||dp = [ Mmoo || f (@) — hn(2)||dp = 0, luego f es B-integrable.

Nota 4.2. i es la medida de Lebesgue.

De la teoria clésica, de funciones con valores en R 6 C, se pasé a estudiar funciones con valor-vectorial
y asi se obtuvo una teoria que generaliza al anélisis real o complejo. La idea, como observamos por lo hecho
antes, es considerar funciones definidas sobre espacios de medida abstractas y con valores en espacios de
Banach; asi se obtuvo la integral de Bochner la cual extiende a la de Lebesgue. Asi llegamos a un universo
donde se desarrolla una teoria de “integracion abstracta”, teoria que fue desarrollada mayormente en los
afios 1920’s y 30’s. En esta direccién debemos citar a las contribuciones de LM.Graves, quien en 1927
extendio a la integral de Riemann; de T.H.Hildebrandt, [16], en 1927; de S.Bochner en 1933, de G.Birkhoff
en 1935-37. También se tienen otros aportes como los debidos a N.Dunford, 1935-38; [.Gelfand, 1936-38;
BJ.Pettis, 1938, [24]; R.S.Phillips; ....

La topologia jug6 un papel importante en la evolucidn de la teoria de la integral, més concretamente los
espacios vectoriales topolégicos que ayudo al desarrollo de la medida abstracta; asi se usaron las topologias
débiles y las =-débiles y es en este escenario que los trabajos de Bochner ocupan un lugar importante en el
desarrollo del analisis abstracto. Histéricamente debemos citar al libro de Saks [27], 1933, donde encontra-
mos muchas ideas y métodos fundamentales. Se debe remarcar que tal integral de Bochner preserva algunas
propiedades fundamentales de la integral de Lebesgue como el teorema de la convergencia dominada, el
teorema de diferenciacion de Lebesgue, .... Veamos algunas de tales propiedades

(i) Si fy g son B-integralesy ay 8 € R, entonces

B) [ (af + Bg)du = o [ fdu+ B [ gdp. Esto es, la familia de todas las funciones Bochner
-integrables, es un espacio vectorial.

(ii) (Teorema de la Convergencia Dominada). “Sea la sucesién de funciones B-integrables {f,},
fn: X — B,talquelim, o fn(z) = f(x)ctp.en B.Seag : X —> R que es L-integrable tal que
|| fnllB < |g| paratodo n, entonces f es B-integrable y se tiene [, f(z)dp = limp oo [ fr(x)dp.

(iii) “Si fyg son dos funciones B-integrables y

B) [ f(x)dp = (B) [ g(x)dp ctp., entonces f(x) = g(x), ctp.”.

En la teorfa abstracta de la medida se tiene el siguiente resultado: “sea p una medida o- finita, no
negativa, definida sobre una o- élgebra F de X. Si F' es integrable respecto a la medida p y para cada
U 6 F ponemos V(U fU x)du, entonces V es una medida consigno, o-finita y continua con respecto

. El reciproco de este resultado es el conocido teorema de Radon - Nikodym: “Sean p y v dos medidas
o- ﬁnitas definidas en la o-dlgebra F' de un conjunto X, donde y > Oy v es una medida con signo que
es continua respecto a u. Entonces existe una funcién medible f tal que v( fU x)dp, para todo
UePF”.

Nota 4.3. Si v y v son dos medidas con signo definidas sobre una misma o- dlgebra, se dice que v es
continua respecto a y si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si |(E)| < 6 entonces |v(E)| < e.

Este teorema, importante por su mensaje, medida = integral. No es necesariamente cierto con la integral
de Bochner. Sin embargo, esta integral es util en el desarrollo de los espacios de Banach. Ver el excelente
libro de Yosida [40].

0 sillf@I> @I @2

5. Integracion Abstracta. Ya en la Seccién 4 hemos ingresado a ciertos aspectos abstractos en la
teoria de la integral; ahora vamos a caminar un poco més por esta ruta. La integral de Bochner motivo
investigaciones en espacios mas generales y abstractos. En los afios 1930’s los trabajos de G.Birkhoff [41],
N.Dunford [42] y de BJ.Pettis [24] impulsaron investigaciones dentro de este contexto, trabajos que im-
pulsaron posteriores investigaciones, posiblemente hasta nuestra época. Birkohoff, en su trabajo citado nos
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dice que tratard la integracion de funciones con valores en un espacio de Banach, tema que ya fue estudiado
por LM.Graves (1927) y S.Bochner (1933) pero que él enfocara independientemente naciendo una interpre-
tacion de Fréchet (1915) de la integral de Lebesgue. Graves, T.H.Hildebrandt (1927) y Bochner estudiaron
la integral de Riemann, remarcamos, para funciones que toman valores en espacios vectoriales completos.
Pues bien, Dunford estudia tal integral de manera similar a lo hecho por G.Cantor al estudiar los nimeros
reales, esto es, hace uso de la idea de convergencia de una sucesion de integrales. También propone la interal
para funciones que tienen como dominio a un espacio métrico arbitrario y a un espacio de Banach como su
rango, una idea interesante de estudiar o ver que avances ya se ha hecho sobre este tema.

Pettis, en el citado articulo, también da algunos aportes en la direcdén de la teoria de integracion
abstracta. El cita a los trabajos precursores de las analistas arriba mencionados, quienes generalizaron a la
integral de Lebesgue para funciones cuyos valores estan en un espacio de Banach. El considera funciones
f(x) definidas en un espacio abstracto X con valores en un espacio de Banach en el contexto de la terna
(X, F, ) y compara las funciones medibles bajo las topologias fuerte y débil de B. Luego define la B
integral y prueba la aditividad completa y continuidad absoluta de la integral. Por otro lado el espacio de
Lebesgue L*(p) vectoriales ttil para definir a la integral de Dunford; asf con la seminorma usual || ||y, ella
es completa en el espacio L' (1, X) de todas las funciones B-integrables definidas en X, y asi L' (u, X) es
un espacio de Banach (clases de equivalencia).

Definicion 5.1 ( La Integral de Dunford). “La funcion f : F — B es Dunford integrable (D-
integrable) si b*of € L' (1) para todo b* € B*”.

Pettis introdujo las llamadas integrales débiles, esto es, integrales de funciones de valor vectorial con
respecto a medidas escalares. Veamos la asi llamada

Definicion 5.2 (La Integral de Pettis). Sea el espacio medida (X, F, 11), p es una medida enumerable
- aditiva sobre la o-dlgebra, espacio en donde se considera las funciones f(x) con valores en el espacio de
Banach B.La funcion f(x) es llamada débil - medible si para cualquier funcion G € B*,la funcién escalar
G[f(x)] es una funcion medible.

Es decir, la funcién f es débilmente medible si para cada G € B* la funcién real G[f(z)] : X — R
es Lebesgue - medible en X. Una funcién f : X — B es fuertemente medible si existe una sucesion de
funciones simples { f,, } tal que lim,, o || fn(z) — f(z)||5 = 0, ctp. z € X.

“Toda funcién fuertemente medible es débilmente medible”.

Nota 5.1. En particular X = [a, b].

La funcién f(z) es Pettis integrable sobre un subconjunto medible M en F, si para cualquier G €
B*, la funcién G[f(z)] es integrable sobre M y si existe un elemento f(M) € B tal que G[f(M)] =
fM G[f(@)]dp.

Definicién 5.3. (M) = (P) [,, f(x)du es llamada la integral de Pettis.

Corolario 5.1. Toda funcion B-integrable es P-integrable, y las integrales coinciden si B es de dimen-
sion finita; no cuando es de dimension infinita. También se verifica que existe una funcion P-integrable que
no es B- integrable.

El espacio de las funciones P-integrables es un espacio vectorial.

Se tiene la siguiente relacion entre las integrales de Bochner, MacShane y la de Pettis.

Bochner

McShane

Pettis

Figura 5.1: Relacion entre estas integrales.

Respecto a la teoria abstracta de la integral sugerimos ver el articulo de T.H. Hildebrandt, [16], en
donde en 17 secciones da un panorama de la teoria en los afios 1930 - 40’s. Por ser de interés pasamos a dar
los nombres de tales secciones:

1. Postulados de la integral de Lebesgue;
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La integral general de Fréchet.

Luego pasa a estudiar integrales en espacios vectoriales normados.

XNk W

10.
11.

La integral de Riemann;

La integral de Bochner;

La (primera) integral de Dunford;

Otros enfoques de la integral de Bochner;
La integral de Birkhoff;

Integrales bilineales;

La integral de Price;

La integral de Gelfand- Pettis;
Generalizaciones de Phillips - Rickart.

Luego Hildebrandt pasa a mostrarnos :Generalizacion de la integral de Lebesgue basado en el orden.

12.
13.
14.
15.
16.
17.

La integral de Daniell;

Mesurabilidad de funciones y conjuntos en la integral de Daniell,
Extensiones de la integral de Daniell;

Casos especiales;

Teoria de Carathéodory de integrales sobre espacios sin puntos;
Un enfoque adicional a las integraies abstractas.

El articulo de Hildebrandt tiene una amplia bibliografia, 65 referencias; todas ellas entre los afios 30’s
y 40’s. Un estudio minucioso de este articulo darfa al lector un analitico panorama de la evolucién de la
integral en tales décadas; requiere cierta madurez matemadtica por parte del lector. ;Qué se hizo a partir de

Veamos sucintamente algunas contribuciones hechas después de esas décadas (no cronolégicamente).

®

(ii)

(iii)

L Gordon, [14], en 1967 desarrolla la r-integral de Perron en donde usa la llamada L"-derivada in-
troducida en un trabajo de Calderén-Zygmund, [7], (1961); con esta integral estudia a la integral de
Henstock-Kurzweil. Este nuevo modelo de integral, L"-derivada, lo aplica para obtener resultados
en la teoria de series de Fourier. En otro trabajo Gordon, [44], en 1990 generaliza la definicién de
la integral de McShane, para funciones de valor real, a funciones abstractas definidas en intervalos
en R y con valores en espacios de Banach; demuestra que las integrales de McShane y de Pettis son
equivatentes cuando la funcién a integrar es fuertemente medible o cuando el espacio de Banach
es separable. En esta direccidn, Ye Guoju - Stefan Schwabik, [15] ( ver también [45]), en 2002
prueban tal equivalencia para funciones de un intervalo m-dimensional compacto con valores en
un espacio de Banach reflexivo, bajo ciertas condiciones. También en esta direccion en 2014-15
Massauwi-Halsted-Musial-King, [46], estudian las propiedades de la L"-derivada con respecto a
una funcién de Lipschitz mondtona creciente, luego definen ciertos espacios L” respecto a tales
funciones y con tal idea definen a una integral del tipo Perron- Stieltjes, integral que extiende a la
de L.Gordon. Por otro lado, en [21] Musial-Sagher (2004) estudian un método de integracién en
el contexto de la integral de Henstock-Kurzweil haciendo uso de la L"-derivada y verifican todas
tales derivadas son integrables!

Respecto a la teoria de la integral en espacios de Hilbert se sugiere consultar el texto de Mis-
cha Cotlar [47], 1991, seccién 7. A.pag.70. La exposicién es hecha en el marco de los espacios
L?(X, ju, H). En esta publicacién el autor presenta temas relacionados con teoremas espectrales y
operadores en espacios de Hilbert. Es una publicacidn ttil para un curso sobre andlisis funcional a
nivel avanzado .

Cuando estudiamos las EDP es inevitable ver a los espacios de Sobolev por su gran importancia
en el estudio de tal drea. Pues bien, algunas de las integrales definidas en espacios de Banach,
como la integral de Bochner, se aplican para estudiar a los espacios de Sobolev-Bochner y luego
aplicarse a problemas en EDP. La idea es considerar espacios abstractos como espacios de llegada;
asi también consideraron ciertos espacios vectoriales topolégicos, como los espacios localmente
convexos. Ver [11], [25], [12], [33], [37], [32], [9] y [13] para mayores detalles sobre el estudio
de la integral desde un punto de vista abstracto. El lector es sugerido a investigar otros recientes
avances en esta direccion.

6. La Integral sobre Variedades. Motivado por los trabajos de A.P.Calder6n sobre sus contribucio-
nes en el andlisis armonico y en las ecuaciones diferenciales parciales, vamos presentar la integral en ese
contexto y en las variedades diferenciables, [48]. Por razones de completitud, vamos a presentar con algin
detalles las ideas a presentar. Un conjunto no vacio M es llamado una variedad diferenciable C*°, de
dimensién n, si €l consiste de un conjunto S'y de un atlas A de cartas tal que:

®

cada carta ¢; es una aplicacion biunivoca de un conjunto U; de S sobre un subconjunto abierto de
R™;
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(ii) {U;}; es un cubrimiento abierto de S'y gpigpi_l 1 p(U; NU;) — R™ es un difeomorfismo C'>°;

(iii) si s1y so estdn en S, entonces existe una carta ; cuyo dominio U contiene a s1 y a sa;

(iv) A es maximal en el sentido: si ¢ : U C S — R"™ es tal que A U {p} satisface las anteriores

condiciones, entonces ( pertenece al atlas A.

Una variedad n-dimensional puede ser interpretada como un espacio topolédgico en el cual cada punto
tiene una vecindad homeomorfica a alglin conjunto abierto en R. Asi mismo decimos que la aplicacién
f:R™ — R es regular si existe W y es continua para todo « y todo x = (1, ..., z,) € R™. Si
M es una variedad, entonces la aplicacién f : M — R es regular sobre M si

R*" = U; - M ? R implica que f o7 o ¢ es regular. Por otro lado, si M; y My son dos variedades

7]

entonces f : My — M5 es una aplicacion regular si gof es regular donde g : Ms — R pertenece al espacio
de las funciones * test” D(M>) .Por definicién, f es un difeomorfismo si y solo si existe f~* y tanto f como
f~! son regulares. Ademds, f € C* si existe gw;f y es continua para || < k.

M
Ui
Ui
Pi oy

Figura 6.1: Idea de variedad diferenciable

Un sistema de coordenadas diferenciables es una familia {U;} de conjuntos abiertos cubriendo M, y
para cada j se tiene un homeomorfismo ¢; : E; — Uj, donde E; C R"™ es abierto tal que la aplicacion
goj_lcpi Cor N UiNUp) — goj_l(Ui N Uj) es diferenciable. Por otro lado, una variedad M es compacta si
existe un subatlas finito ¢, ..., ¢, tal que ¢;(U;) es limitado en R™ para cada j. Toda variedad compacta
admite una particion finita C°° de la unidad, esto es, dado cualquier cubrimiento de M por conjuntos
abiertos U;, existen funciones 1, ..., ¥y, las que son C'° y tales que para cada j: soporte de ¥; C Uj,
donde 0 <¢; <1y Z?Zl 1; = 1. Tal particién se llama subordinada al cubrimiento {U; }.

6.1. Los espacios de Sobolev L2(M). . Sea M una variedad C*°, de dimensi6n n y sea el difeomor-
fismo ¢ : A1 — A, donde A; es un conjunto abierto en R y A, un abierto en M, sea ( una funcién C*
sobre M con soporte en As; sea r > 0 un nimero real.

Definicion 6.1.

LY(M) = {f € D'(M)/¢fod € L} (R")},

donde (pfog)(z) = p(d(x))f(p(x)) y L2(R™) es el espacio de funciones f tales que (2)*f(z) € L?
para || < r, v > 0 entero; L2(R™) es un espacio de Hilbert. 4

Sea ahora {47} una familia de conjuntos abiertos en R™ y {A%} un cubrimiento de M por medio
de conjuntos abiertos. Sea ¢; : A{ — Ag un C'*° difeomorfismo y sea la familia de funciones ¢; €
C*° con soporte en Aé y ¢; > 0. Entonces tenemos la caracterizacién: “f € LZ(M) siy solo si g; =
pjfop; € LZ(R™), para todo j”. Ademds, L7(M) con la norma ||f[|z2(ar) = Yo, lg5llz2mn) es un
espacio de Banach.

Nota 6.1. Una funcion sobre M es llamada integrable si ella es acotada ,tiene soporte compacto y es
casi-continua. Ver [49], seccion 23, para mayores detatles para la integracion sobre variedades.

Observemos que para cada cubrimiento de M se tiene una norma y si cambiamos de cubrimiento se
cambia la norma pero se verifica que todas esas normas son equivalentes; asi, si L2(M) es un espacio
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completo con respecto a ) - ||, fog;||, tal espacio es también completo con respecto a la norma || fod||.
Ahora, en L2(M) se considera el producto interno < f,g >= Zj < @jfop;,pigop; >, donde <, >

significa < g1,92 >= [ |91(2)||g2(x)|(1 + |z|*)"dz; De un modo general, si r > 0 el espacio L2(M) se
define como la completitud de L2 con respecto a la norma

1z = swp [ fod

geL?, lgll=1J M

Se remarca que L2, (M) es el espacio dual de L?(M ). Luego, se puede decir: que para r finito L2 (M)
es la clase de las distribuciones sobre M, las cuales coinciden sobre vecindades coordenadas con distribu-
ciones en L2(R"™).

6.2. Los Espacios LE(M). . Seal < p < oo, 7 > 0 real, por definicién

“LY(M)={f e D'(M)/pfop € LY (R™)}, donde f € LP(R™) y para todo
i= 1 ,n existe una funcioén f; € L? tal que para todo ¢ € C§° se tiene
(f, &E ) —(fi,¢). Se observa que f; = a%if. En general, f € LP(R™) si

f € LY (R™) y si todas las derivadas de primer orden f estdn en LY, (R™)”.

Complementemos esta definicién: M es una variedad compacta de dimensién n y sea la clase C*,
donde » < k'y k > n. En este contexto y pensando en una particién de la unidad, existe una familia finita
{¢,} de funciones C* tal que el soporte de ¢; estd contenido en el dominio de un sistema de coordenadas.
Asf, si f es una funcion definida ctp. en cada dominio de coordenada, se tiene que ¢; f se considera como
una funcién de soporte compacto en R™. Asi, por definicion: si 1 < p < oo,

LY(M) = {f/¢;f € L}(R") para cada j}.

En L?(M) la topologia es introducida via la norma

1
P

m 1 9
Z Z||¢jp (a%) f||LP(Rn

|| <r j=1

Sir=0,||fllop = [Z T H(b 17 e } = || f||p- Se observa que las normas obtenidas con dife-

rentes sistemas de coordenadas {¢, }, son todas equivalentes.

LP (M) := (LY(M))* es el espacio dual donde % + % = 1. Por otro lado, un operador " definido
sobre LP(M) es llamado un operador regular de orden m si
T:LE(M)— LY ((M)yT*: LI(M) — L (M) son funciones continuas para 0 < r < m. Se verifica
el siguiente resultado:

“T es un operador regular de orden m si y solo si para cada ¢ y 1) en C¥, con soportes en una vecindad
coordenada simple, ¢T'), considerado como un operador sobre L? (R™) es regular de orden m”.

6.3. Operadores Integrales Singulares sobre }/. La teoria de los operadores integrales singulares
fue desarrollada por A.P.Calderén -A.Zygmund en la década de los afios 1950’s y 60’s y jugd un rol muy
importante en el progreso del andlisis armdnico y de las ecuaciones en derivadas parciales. Todo esto en
el contexto de R™. Posteriormente Calderén estudié estos operadores, y los pseudo-diferenciales, en el
lenguaje de las variedades. Para una introduccién a las integrales singulares ver, por ejemplo, [50] y [51].
Bien, un operador T definido sobre LP (M), 1 < p < oo, es un operador integral singular de tipo C5°, con
B < n — 1, si satisface:

(i) paracada ¢y 1) en C* sobre M, con soportes compactos disjuntos, ¢Tt) es un operador compacto
y regular de orden [/3] sobre todo LP(M);

(ii) paracada ¢y en C* con soporte en un comitin dominio coordenado, con coordenadas z, se tiene:

¢Ty = ¢Hy + R, donde H es un operador integral singular de tipo C'3° definido via

Hf(x) = a(x)f(z) + lm Wz, z —y)f(y)dy,

e—0 ‘vay|>6

y donde R es un operador compacto, regular de orden [3], sobre LP(R), 1 < p < co. Ademds, el
niicleo h(z, z) es una funcién C3° homogénea de grado —n y a(x) € C. Para mayores detalles
sobre integrales singulares ver [50] y para aspectos topolégicos y de variedades [49].
Por lo visto, los operadores integrales singulares sobre M son dados esencialmente trasplantando ope-
radores sobre el espacio R™. Esta ruta ha permitido estudiar areas del andlisis armonico en el contexto
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general de las variedades diferenciales. Asi, por ejemplo, R.Seeley [29] investigd en el contexto de las va-
riedades resultados obtenidos por Calderén - Zygmund en el espacio R™. En tal trabajo Seeley formula
la nocién de un operador integral singular sobre una variedad compacta asi como desarrolla un calculo
funcional para tales operadores, asi como construye una forma de representar operadores diferenciables
sobre L(M); introduce ciertos espacios funcionales sobre L(M) y estudia al espacio de Sobolev L? (M),
1 < p < o0, 7 < n, como un espacio vectorial topoldgico en donde se considera una particion de la unidad
sobre M. Para f € LE(M) y si ¢, f € LP(R™) para cada i, considera la norma:

1 o \“¢
iz = | £ Zl6F (50 ) AMaen

jal<r i

Luego Seeley estudia a los operadores integrales singulares sobre M. En posteriores trabajos contintia in-
vestigando estos operadores y los operadores pseudo-diferenciales.

6.4. Los Espacios de Hardy H'(M). . En 1972 R.S. Strichartz, [30], define los espacios H' sobre
variedades y estudia la accién de los operadores pseudo-diferenciales sobre tales espacios. Para ver estos
espacios de Hardy sobre R™ se sugiere ver [52], [53], [39]. Veamos, Strichartz fija una medida regular sobre
M en todo sistema de coordenadas, la cual es equivalente a la medida de Lebesgue; se considera asi mismo
una C° particién de la unidad {¢; }, la que es subordinada a un cubrimiento por vecindades coordenadas
y considera funciones C°°, 1);, con soporte compacto en una vecindad coordenada tal que ¥;pp; = ;.
Entonces, por definicién

H'(M) = {f € L'(M) /R, (p:f) € L' (M), para todo i, j}

donde R; es la transformada de Riesz (en R") definida via: (R, f )Zf) = % f(€),j = 1,...,n recalcamos
que HY(R) = {f € L*(R) tal que R, f € L'(R")}.
En H!'(M) se considera la norma

[ f e ary = [1fl|Lrary + ZZ [0 R (i )l L1 (ar)-
i g

Esta definicién es independiente de la eleccion de la particion de la unidad y de las coordenadas locales.

6.5. Operadores Pseudo-Diferenciales sobre Variedades. En 1970 L. Nirenberg da la definicién: “
Un operador T : C*° (M) — C°°(M) es llamado un operador pseudo-diferencial de orden r si

() UT(pif)(x) = [ ep(x, &) (i f)(€)dE, donde p(x, €) € C°°(R™xR™) satisface ‘(%)“(%)ﬁp(x,f) <
Ko p(1+|¢))r~lol, para todo o, S
(i) (1—v;)T(;f)esdado por (1 — ;)T (i f)(z) = [ K(z,y)f(y)dy donde K € C>(M x M)”.
Strichchartz prueba que: “Si T es un operador pseudo-diferencial de orden cero, entonces ' : H*(M) —
! (M) es un operador acotado, esto es

TN s any < € (I llran + Sy 1 Rs (@il an |
Via este resultado se demostrd la siguiente caracterizacion: “ f € H*(M) siy solosi f € LY(M)y
Tf € L'(M), para todo operador pseudo-diferencial T' de orden cero”.
Nota 6.2. Terminamos esta seccion con la observacion que Calderon en [8] investiga la clase de ope-
radores pseudo-diferenciales &, tanto en R"™ como en una variedad M, los que son aplicados a estudiar
problemas de ecuaciones en derivadas parciales; sus argumentos son altamente técnicos y especializados.

7. Algunas aplicaciones de la integral sobre variedades diferenciables.

1. A. Calderén introdujo los espacios de distribuciones sobre una variedad diferenciable desarrollan-
do un célculo de las integrales singulares y de los operadores seudo-diferenciables sobre varieda-
des. En dicho célculo esté la integral sobre variedades. Un éxito de la teoria cldsica de los operado-
res diferenciales parciales en términos de ciertas integrales singulares y esto abrié un camino para
estudiar los problemas cldsicos de las EDP, como son el problema de Dirichlet, de Cauchy, proble-
mas mixtos, ... . Este panorama fue llevado al contexto de las variedades por R.T.Seeley en 1958
(“Singular integrals on Compact Manifolds”), en donde obtuvo una representacién de un operador
diferencial arbitrario sobre LP (M) (M es una diferencial homogéneo relacionado con el operador
de Laplace). El trabajo de Seelet abrié muchas aplicaciones de la integral sobre varieddades sobre
todo en el campo de las EDP.
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2. En 1972 R.S. Strichartz estudié los espacios de Hardy HP sobre variedades (“The Hardy space H'!
on manifolds and submanifolds”) en donde expone que la teoria LP de las ecuaciones en derivadas
parciales falla para p = 1; asi define H 1(M ) donde M es una variedad C-infinito, sin borde, los
que los usa para estudiar porblemas de valor de contorno para la teoria eliptica.

3. U.Neri en “Singular Integral Operators on Manifolds.*" donde define ciertos operadores L elipticos
definidos sobre ciertos espacios H (M), donde M es una variedad compacta, regular, sin borde, y
estudia ecuaciones diferenciales abstractas usando la maquinaria dada en el trabajo.

4. Nota. Usando como modelo la cldsica integral de Riemann-Stieljes se introdujeron integrales es-
tocdsticas, entre ellas la famosa integral de Ito, las que tuvieron aplicaciones muy importantes en
la economia, la fisica, ... .

8. La Integral de Riemann: un Punto de Vista Moderno. Y bien, parece que la ruta de esta historia
fuera una circunferencia pues llegamos nuevamente a Riemann, a la integral de Riemann! El camino ha sido
largo, se inici6 a mediados del siglo X 1.X, se caminé la mitad de este siglo, se siguié caminado por todo el
siglo X X y ... atn en este siglo nuestro X X y llegamos al punto de partida pero con mucha informacién
obtenida en el camino y ahora se penetra mds en el pensamiento de Riemann, de donde surgieron nuevas
ideas y métodos para explorar sus iniciales ideas. Las teorias, métodos e ideas vistas en los articulos I 'y I,
[22], y parte de éste son muy ricas y contribuyeron a entender el corazén de esta gran idea de los precursores
de Newton y de €l, la idea de integral. En este panorama se destaca la contribucién de H.Lebesgue con
su teoria de la medida, la cual contribuyé fuertemente en el desarrollo del andlisis funcional, como ya
hemos mencionado antes. También hemos visto que algunas de tales teorias clarificaron al notable teorema
fundamental del calculo; se extendieron las funciones, dominios y rango de las funciones a integrar, donde
destacamos a la integral de Bochner y su relacién con los espacios de Banach.

Todas estas contribuciones llevaron a la formulacion de una teoria abstracta de la integral, [16]; ademads,
ellas motivaron, de alguna forma, a volver a explorar la idea original de Riemann, tal fue el caso de los
analistas J.Kurzweil y R.Henstock quienes haciendo ligeras modificaciones en las sumas consideradas por
Riemann lograron introducir una integral que preserva a la integral de Riemann y tiene otras ventajas y no
necesita de toda la maquinaria de la teoria de la medida .Se escribieron muchos articulos y algunos libros,
tanto en el siglo XX como en el actual, todo lo cual constituye un fuerte legado para nuevas investigaciones
sobre este tema. Ver [22] para algunos otros comentarios.

La idea de definir a la integral de un modo riguroso se inicia a principios del siglo XX gracias al trabajo
de Fourier sobre las series trigonométricas en donde se introduce las conocidas integrales de Fourier, mas
concretamente los coeficientes de Fourier y que motivé estudiar las funciones que sean integrables pues en
esa época el andlisis no existia; justo se estd iniciando. En esta etapa se destaca la contribucién de A.Cauchy
quien investiga las funciones continuas e introduce una integral para estas funciones; la idea fue ver que
las series mencionadas, con esta integral, deberia converger a la funcién, bajo ciertas condiciones, pero
no se tuvo éxito pues faltaban aun algunas ideas analiticas. Fue Dirichlet (1829) quien justificé la idea de
Cauchy dando una demostracién rigurosa de lo deseado. Ver [54] para mayores detalles. Veamos algunos
argumentos (con el lenguaje actual) relativo a la convergencia puntual de las series de Furier. Se tiene el
importante resultado.

Lema 8.1 (Lema de Riemann-Lebesgue). “si f es seccionalmente continua sobre el intervalo abierto
(a,b), entonces

b b
lfm f(z)sen(nz)dx = lim f(z)cos(nz)dr = 0.
n—oo a n—oo
Asf mismo de tiene: “Sea sy (x) una suma parcial de la serie de Fourier
2 + 3 lancos(nx) + bysen(na)] de una funcién f seccionalmente continua y periédica, de periodo
2. Entonces se tiene

sny(x) = % ) ft+z)

—T

sen(N + 1)t

2
t
2$en2

dt

1
donde Dy (t) = % es llamado el niicleo de Dirichlet. Entonces se tiene el fundamental resultado,
2

Teorema 8.1 (Teorema de la convergencia puntual). Sea f(z) una funcion seccionalmente regular,
periddica (de periodo 2m) en |—m, 7t|. Entonces para todo x se tiene

%[f(m"’) + f(z7)] = % + Z(ancos(nm) + bpsen(nz))

donde ay, y b, son los coeficientes de Fourier de f,y f(z7) = limy_o f(x +h)y f(z7) = limy_o f(z —
h). [Se observa que si f es continua en x, entonces

f(zT) = f(z™) yse tiene f(x) = @Q+ >0 (ancos(nx) + bysen(nz)).]
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Nota 8.1. “ f(x) es seccionalmente regular sobre [a,b] si f(x) es seccionalmente continua y su deri-
vada f'(x) es también seccionalmente continua, donde los saltos de f(x) ocurren también en x, ..., Tp,
puntos donde f(x) tiene saltos”.

Se observa que si f(z) y f'(z) son continuas en [a, b], entonces f(x) es regular en [a, b].

De esta manera la conjetura de Cauchy se verifica con las ideas introducidas por Dirichlet, y esta
situacién fue motivada por poner rigor en el trabajo de Fourier. Como la integral de Cauchy motivé a
Riemann introducir su integral, recordemos la idea de Cauchy pues ella fue el punto de partida para el
nacimiento del andlisis matematico, en particular de la evolucién de la integral. Sea el intervalo [a, b] donde
se considera la particién a = xg < 21 < ... < 2, = by sea una funcién f(z) definida en [a, b]; Cauchy
considera la sumas s = Y .| f(xi—1)(x; — 1)

Luego afirma: la integral de f(x) entre a y b, es por definicién el limite de esas sumas s cuando la
maxima longitud de los intervalos [z;_1, ;] tiende a cero. Luego pasa a demostrar las propiedades de su
integral, asi demuestra que si f(x) es continua en [a, b], entonces ella es integrable. Debemos observar que
en aquella época la idea de funcién era un tanto limitada pero posteriormente se introdujeron nuevos tipos
de funciones y surgié la cuestién de si ellas eran integrables, segin Cauchy. Asi mismo, con Cauchy se
inicia definir la integral en forma analitica pues la integral considerada por Newton mas tuvo un caricter
geométrico. Ya vimos que la integral de Cauchy no era suficiente para el problema de la convergencia de
la serie de Fourier, situacion que fue clarificada con la contribucién de Dirichlet, quien fue el primero en
dar una demostracion rigurosa de la representacion de una funcién en serie de Fourier (1829), trabajo en
donde usa su notable “niicleo de Dirichlet” y que habria de servir a Riemann para su notable integral. Asi,
se remarca que el problema de la representacion de una funcidn en serie de Fourier habria de ser una ruta
de inicio de toda esta historia de la evolucién de la integral.

8.1. Entra en escenario B. Riemann. Estamos alrededor de 1851; Riemann estudia bajo la direccién
de Dirichlet, quien pronto descubre el genio de su joven alumno. Riemann investigé las series trigonométri-
cas, trabajo que sometié para su examen de Habilitacién. Ver [55], el bonito articulo de G.Avila, para otros
detalles. Dirichlet se cuestioné: ¢, en que condiciones una funcién f(z) es integrable? ... pues lo hecho
entonces con las funciones continuas por partes no satisfacian del todo ante nuevos tipos de funciones que
aparecian. Asi Riemann trata de precisar que entender por f; f(x)dx e investigar la caracterizacién de las
funciones que sean integrables en la nueva concepcién. Su idea fue, [55]: “sea f(x) una funcién definida
en I = [a,b] y sea la particién P : a = 29 < 21 < ... < x,, = b. Sean 91, s, ..., 1, puntos tales que
xi—1 < 9¥; < z; y consideremos las sumas, llamadas “SUMAS DE RIEMANN”,

SUP) = Y Sw)A,

donde A; = z; — x;—;. Riemann conjetura que “ f(x) es integrable si tales sumas tienen un limite si
el mdximo de las iongitudes de los intervaios [x;_1, z;] tienden a cero, de forma independiente de como
los t; son escogidos. Afirma que: tal limite es la integral de f(x) en el intervalo [a, b], se representa por
fab f(z)dz. De esta manera se tiene f: f(z)dx = limp_o S(f, P), donde |P| es la mdxima amplitud
de los intervalos [z;_1,x;], llamada la norma de la particién P. Se tiene las caracterizaciones, dadas por
Riemann:

Cl “Una funcién f(z) es R-integrable si y solo si lim p|_, S wiA; = 0, donde w; es la oscilacién
de f(z) en el intervalo [x;_1, x;]”.

C2 “Una funcién f(x) es R-integrable si y solo si dado € > 0y o > 0, existe 6 > 0 tal que para toda
particién P con |P| < 4, la suma s de las longitudes de los intervalos [z;_1, 2;], donde w; > o,
es menor que €; asi s < €”.

Riemann demuestra que C1 es equivalente a C2 .Riemann dio un ejemplo de una funcién integrable que
tiene infinitos puntos de discontinuidad que forman un conjunto denso en la recta. Esto fue un importante
paso en esta historia pues motivd, de algin modo, la teoria de conjuntos y de la medida. Asi mismo,
Riemann fue el primero en dar ejemplos de series trigonométricas que no son series de Fourier y asi nos dijo
que no siempre es factible integrar término a término en una serie trigonométrica y esto tiene que ver con el
problema de la unicidad de la serie de una funcién dada. Luego, se podria conjeturar que exista una funcién
que tenga mdas de una serie trigonométrica. En este escenario K. Weierstrass aporta otras ideas, como la
convergencia uniforme; también se destaca la contribucién de H. Heine quien destaca la importancia de
la convergencia uniforme para poder integrar término a término en la serie y plantea el problema de la
unicidad de la serie trigonométrica. Y acd se produce un hecho histérico destacable: Heine tuvo como
alumno a G.Cantor quien se interesa por el problema de la unicidad y asi nacen los conjuntos infinitos de
puntos, que luego de un arduo trabajo lo condujo a la teoria de conjuntos y a la construccién de los nimeros
transfinitos! A seguir entra en escenario la Escuela francesa donde se destacan E.Borel y H.Lebesgue con
la teoria de la medida y la integral de Lebesgue. Esto es otra historia; ver, por ejemplo, I y I, [22].
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Desde la época de Newton el teorema fundamental de cdlculo tuvo una influencia vital en el desarro-
llo de la teoria. Muchas de la investigaciones del siglo pasado y del presente estdn relacionadas con tal
teorema, pues relaciona a la derivada con la integral. Con el objetivo de comprender los temas que presen-
taremos posteriormente, recordemos algunos aspectos basicos del célculo avanzado. Sea f(x) una funcién
R-integrable en I = [a, b], entonces se tiene que - f (@) f(z) en todo punto 2z € I donde f(x)
es continua. Asi, si f(z) fuera continua para todo z € I, tal 1gualdad vale en todo I. Ahora, sea F'(x) una
funcién tal que F'(z) = f(z) paratodo x € I, entonces F'(z) es llamada una primitiva o una integral
indefinida de f(x). De esta manera, para una funci6n continua se tiene F'(z f f(t)dt es una primitiva
de f(x). Se observa que si ¢ es una constante, entonces F'(z) 4 c es tamblen una primitiva de f(x). En esta
direccidn se tiene el teorema fundamental del calculo:

Teorema 8.2. “Si f(x) es una funcion continua sobre I y G(x) una primitiva de f(x), entonces se

tiene f f(z)dz = G(b) — G(a)”. [Enefecto, sea F(x) definida via F(z) = [ f(t)dt; entonces F(z) =
G(x) + ¢ Determmemos ¢: vemos que F'(a) = 0, entonces ¢ = —G(a ) Luego F(z) =G(z) — G(a) y
finalmente, I (b f f(x)dxr = G(b) — G(a)].

Se observo que este teorema tiene deficiencias desde que existen funciones derivables que no son R-
integrables .Sea

:czsenmi2 ez #0
0 vz =0,

entonces se tiene

f'@) = 0 x=0

{Q:L'senle - %cosz% e #0

Se observa que f’(x) no es limitada en una vecindad del origen y de esta manera f’(z) no es integrable
en un intervalo que contenga al origen. Pero, si f’(x) fuera diferenciable sobre I y si f/(z) fuera integrable,
entonces se tendria
f f'(x)dx = f(b)— f(a). Adn con la integral de Lebesgue se observé que existen funciones diferenciables
en todo punto de I pero que sus derivadas no son L-integrables. Ver [22], II.

Por otro lado, recordemos que para la composicion de funciones se tiene, bajo ciertas condiciones, que

{uv(2)]} = u'fo(@)]' (). 8.1

Este resultado sirve para demostrar la integral por sustitucién:

Teorema 8.3 (Teorema de Sustitucién). “Sea f(x) continua en [a < y < b] y sea g(x) una funcion
con derivada continua g’(x) sobre [c <z <d]ytal que g(c) = a, g(d) = b. Sia < g(x) < b, entonces se
tienefbf dy:fdf ( )dx”

En efecto, si ponemos h = [V f(t)dt entonces, por 8.1, h[g(x)] es una primitiva de 1'[g(z)]¢'(z) =
flg(x)]¢’ (z). De esto, por el teorema fundamental del célculo, se tiene

d b
/f@@mﬂ@wthQMJM@ﬂ=M®—M®=/ﬁﬂw@l

Por otro lado, la féormula (fg) = fg’ + f'g para funciones diferenciables se aplica para demostrar
que: “Si f(z) y g(z) son funciones diferenciables sobre [a,b] y si f'(z) y ¢'(z) son integrables sobre [a, b],
entonces se tiene la férmula de integracidn por partes,

b b
/fmﬂmm=NMMM—/gmfwm,

donde f(z)g(z)|; = f(b)g(b) — f(a)g(a).
Remarcamos que el tema cambio de variables, en su aspecto bdsico, lo aprende todo estudiante de

2

célculo. Asi, por ejemplo, si le piden calcular f02 wcos(x? + 1)dx hace el cambio de variables u = 22 + 1,

de donde du = 2zdz, w = 1y u = 5y esto lo conduce a la integral % ff cosudu, integral definida mas
facil de evaluar: esto es una de la “filosofia”’del cambio de variables, hacer mas facil la evaluacién de una
integral. Es natural que cuando se integre en espacios de mayores dimensiones se tenga que introducir
ciertas condiciones. Por otro lado, se integra sobre regiones y a veces en la integral original la regién
dada no es muy adecuada para hacer la integracion; entonces, via una cambio de variables es factible
“transformarla” en una regién mas facil de hacer la integracién. Por ejemplo, dada la regién limitada por
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lasrectasy = —x +4,y=z+ 1L yy= 35 — todo estudiante sabe graficar esa region triangular, pero si
hace la “transformacion”z = %(u +u),yy= (u — v) observard que las anteriores rectas se transforman,
respectivamente, en

u=4,v=—1lyv =35 + 2, que limitan una regién mds facil de trabajar. En el caso de n-variables

el cambio de variables nos ayuda a calcular integrales multiples sobre regiones de forma no rectangular
a regiones mads faciles de trabajar que permitirdn simplificar el calculo de diversas integrales multiples.
Recordemos la férmula dada en 8.3 de arriba: fab f(z)dx = f flg()]¢’'(¢)dt, donde a = g(c), b = g(d).
Un andlisis sobre el signo de la derivada ¢’ (z) conduce a tomar el valor absoluto de ella, |g(z)|, ver Apostol
[56], pag.270-71. En el caso de n-variables surge el jacobiano de g(z). En el caso de n-variables la férmula
del “cambio de variables”dice sucintamente:

[ ] =[], [rr@i@m@ o

Veamos algunos detalles de esta férmula. Como motivacién veamos el caso de 3-variables. Sea F' una
transformacién de un dominio D en R? al rango R en R?. Entonces, las componentes de F' son dadas por
u = f($7y7 Z)’ V= g(x, Y, Z)’

w = h(z,y,2).Sea @ = (a,b,c) enel cual A = f(a,b,c), B=g(a,b,c)y C = h(a,b,c) .Se desea ver la
existencia de una transformacion inversa en una vecindad del punto P = (A, B, C) en el espacio en el cual
estd el punto (u, v, w).

Bien, sea P + dP = (A + du, B + dv,C + dw) un punto cerca a P. Luego ,si existe una funcién
inversa definida en una vecindad de P, entonces existird un dnico punto d@ = (dz, dy, dz) tal que P+dP =
F(Q + dQ),es decir, ser un tnico dQ = (dz,dy, dz) tal que P + dP = F(Q + dQ). De esta manera se
tiene: A+ du = f(a + dx,b+ dy,c + dz), B+ dv = g(a + dz,b+ dy, c + dz),

C + dw = h(a + dz,b+ dy, ¢ + dz). Esto implica que se tenga, aproximadamente,

du = f1(Q)dz + f2(Q)dy + f5(Q)dz=
dv = ¢g1(Q)dz + g2(Q)dy + g3(Q)dz
dw = h(Q)dz + ho(Q)dy + hs(Q)dz.

Ahora se usa la notacién matricial, ver [57], pag. 244; para obtener

du [Q)  f2(Q)  f3(Q)] |dx
dP = |dv| = |g1(Q) ¢2(Q) ¢3(Q)| |dy| =J(Q.dQ),
dw hi(Q) he(Q) hs(Q)| |d=

donde, en general f; = af , etc; ademads,se observa que la matriz de la transformacioén lineal F es la matriz
que aparece en la anterlor 1gualdad y es llamada la matriz jacobiana de F; ella determina el determinante
jacobiano.

Regresemos a la férmula (8.2) de arriba. La idea ahora es determinar las condiciones para que tal
férmula sea vélida. Sea n = 2 nuevamente y R una regién en el plano (z,y); la ecuacién P = F(Q) es
dada via las coordenadas x = f(u,v),y = g(u,v), y F es una aplicacién continuamente diferenciable, uno
a uno, de una regién abierta S en el plano (u, v) sobre R. Se supone, ademds, que F'y su aplicacién inversa
satisfacen cierta condicién donde se aplica el teorema de Green (‘“sea D una region abierta en el plano y
H = (hy,hs) un campo vectorial en C*(D); entonces se tiene [, divHdx = [, < No,H > do(q),
donde divH =Y, 8’1‘ hi (), Ng es la normal unitaria externa a 9D en (), < > es producto interno”).

Ademas se acepta que el jacobiano J(Q) = ggigg es diferente de cero en S. Se verifica que si D es

una subregion cerrada, limitada, de R al cual se le puede aplicar el teorema de Green, y si g(x) es 2-
continuamente diferenciable, entonces el drea de D es dada por Area(D =/ D, |J(Q)|dA(Q), donde
D, es laimagen de S en R bajo la aplicacién inversa.
Ver [57], pag.327 para los detalles. También se tiene: “sea D y D; como antes y sea ¢ continua sobre D,
entonces [ [, o(P)dP = [ [, o[F(Q)]|J(Q)IA(Q)".

En forma andloga se tiene si n = 3 en donde la transformacién P = F'(Q) es dada por las coordenadas
z = f(u,v,w), y = g(u,v,w), z = h(u,v,w). Se asume, también, que F aplica una region abierta S
en el Q(u, v, w) espacio sobre una regién abierta R del P = (z,y, z) espacio de una manera inyectiva.
Ademis, se asume que la transformacion F' es 2 veces continuamente diferenciable. D es una subregién
cerrada de R cuyo contorno 0D es una superficie regular por partes y D1 es la imagen de D en S bajo la
aplicacion inversa; de esta manera el contorno 0D, de D; es regular por partes. Se asume que el teorema
de la divergencia [“sea D un adecuado dominio y H = (hq,..., hy,) una funcién vectorial limitada en
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C°(D) n CY(D); si divH es integrable sobre D, entonces se tiene JpdivHdz = [,, < H ,Ng >

do(Q)”.] es aplicable a D y a Dj. Entonces se demuestra que: “sea D y D; como antes; si J(Q) # O,

entonces el volumen de D es dado por V(D) = [ fD |J(Q)|dV(Q), donde J(Q) es el jacobiano de F™.
También se tiene: “Sean D y D; como antes y ¢ una funcién continua sobre D; entonces

[, fermvinr=[ ], Jaramamar

En general para el caso n arbitrario se tiene: “sean D y D; dos conjuntos abiertosen R” y g : D — D; un
difeomorfismo (inyectiva y diferenciable) de clase C';si f : D; — R es una funcién R-integrable entonces
la funcién [f(g(x))]|J(g(x))| es integrable sobre Dy se tiene

f(x)dz = /D @) T (9(w))ldy.

D,

donde J(g(z)) = H g=(g1,---,9n)”. [se asume que Dy D; tiene “volumen” en R"; la medida
de sus contornos tienen medida cero].

A manera de ejemplo, veamos el siguiente resultado de cambio de variable: “Sean f(z) y g(z) dos
funciones continuas sobre I = [a,b] y a(x) una funcién de variacién acotada sobre I; si se define h(z) =
I fy ), donde a < = < b, entonces se tiene: fb g(z)dh(x) = f;g(x)f(x)da(x)”.

En efecto f(z) continua sobre I implica que existe un M > Otalque |f(z)| < M,z € I, aes
de variacion limitada; en primer lugar se asume que « es monétona y creciente sobre /. Entonces sea la
particiéon P : a = x¢g < 71 < ... < z, = b. Ahora recordamos al primer teorema del valor medio de la
integral R-S:

Teorema 8.4. “Sea f una funcion continua y o una funcién mondtona creciente en [a, b]; entonces
existe ¢ € |a, b] tal que se tiene f; f(x)da(z) = f(o)[a(d) — ala)]”.

Entonces se puede escribir

/r F@)da(z) = £(&)[alz:) — alziot)].

Por otro lado se sabe que “si f(x) es continua y «(x) es monétona creciente sobre [a, b, entonces la
funcién F(x f f) ), donde x € [a, b], es de variacién acotada sobre [a, b]”. Luego h(x) es una
funcién de varlacwn acotada sobre [a, b]; sea la descomposicién h(x) = hy(x) — hao(z), donde hy(z) y
ho(z) son dos funciones crecientes.

f(z) y g(x) son dos funciones continuas. Sabemos que si lim p||—oS(P, f, ) existe, entonces [ es
R-S integrable sobre [a b] y se tiene

hm||p||_>0 S P f,« f fz ); luego se tiene
fa f(x da(z) = 11m||P||~>0 Eizl f(&)g(&)a(z;) — a(z;—1)]- Entonces se tiene sucesivamente:

b
| r@pteydota) przg@ YAREZE

= 1m Zg(&)[h(:ci)—h(wi—l)}

HPH—)O.

= HPHH()ZQ 51 hl xz hl(xi—l)]

— lim Zg &i)[ha(xi) — ho(zi—1)]

[1P[l—0

b b
— / g(x)dhy (z) — / g(x)dha(x)
b
| st@dnia)
(]

Ahora pasamos a ver algunas contribciones que se han hecho en tiempos relativamente recientes con
respecto al tema del Cambio de Variables en donde se vuelve a trabajar con la integral de Riemann pero
relacionada con otros tipos de integrales , vistas en la parte II, [22], y de esta manera se rescata la gran
visién del matematico B.Riemann. Veamos.
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(i) Cambio de Variables para la Integral de Darboux. La fuente de referencia es F.S Cater [58]
en donde se expone el cambio de variabie para integrales de Darboux, ver parte II, [22]. Cater
usa en su trabajo a las “derivadas de Dini” y su resultado principal es una férmula de cambio de
variable para las integrales de Darboux. Veamos algunas cuestiones previas. Ulisse Dini introdujo
sus derivadas las que son generalizacion de la derivada usual y las introdujo para investigar a las
funciones continuas que no son diferenciables. Son cuatro las derivadas de Dini. Sea la funcién
f:(a,b) >R,z € (a,b)yh#0talque z + h € (a,b). Sea Df(x,h) = M.Sifes
diferenciable en « € (a,b), 6 f tiene derivada por un lado en x 6 no lo tiene, entonces las cuatro
cantidades siguientes son bien definidas:

D* f(x) = lmsup, g+ Df(z, h), Dy f(z) = lminfy o+ Df(z, h)

D~ f(x) =lmsup,,_,o- Df(z,h), D_f(xz) =lminf;,_q- Df(z,h)
Estas cuatro expresiones son llamadas “las derivadas (6 nimeros) de Dini”. Se observa que
D, f(z) < DT f(x) y que D_f(z) < D~ f(z). Ademds, f'(x) existe si y solo si las cuatro
derivadas de Dini de f(x) son iguales.
Nota 8.2. En el siglo XIX la teoria de diferenciacion merecio investigaciones que contribuyeron
al desarrollo del andlisis matemdtico y las contribuciones de Dini tuvieron un valor destacable en
tal desarrollo. Para mayores detalles sobre Dini y su obra ver [59], pag. 224 y siguientes.
Nota 8.3. La idea general de lo que veremos, en forma breve, es considerar en la formula de
cambio de variables - teorema fundamental del cdlculo, los distintos tipos de integrales (Darboux,
Denjoy, Lebesgue, Henstock-Kurzwelil, ...) que se introdujeron para tener una teoria de la integral
mds optima, sencilla y util en las aplicaciones. En este sentido el articulo [22] nos serd itil.
Cater estudia la férmula de cambio de variables para la integral de Darboux. Recordemos a es-
ta integral. Sea f(z) una funcion acotada definida sobre [a, b]; se define las sumas ) . M;Ax; y
> i miAx;, donde M; = supp,, f(x)y m; = infa,, f(x), sumas que tienden a un limite cuando
el didmetro de la particién d(P) tiende a cero. Segiin Darboux, el limite de las sumas superiores
es igual a la mayor cota inferior; asi mismo, el limite de las sumas inferiores es igual a la me-
nor cota superior. Estas cotas son llamadas las integrales D-superior e D-inferior, y se denotan,

respectivamente fabf(x)dx y f:f(x)dx
Definicion 8.1. (Integral de Darboux) f(x) es integrable-Darboux sobre [a,b] si ff flx)dx =

f; f(z)dz = (D) f; f(x)dx. La integral de Darboux es equivalente a la integral de Riemann.
Segiin Cater Dy significa una de las cuatro derivadas de Dini donde g(z) es una funcién continua
de valor real definida sobre [a, b]; considera g(a) < g(b) y Dg acotada sobre [a, b]. Por otro lado,
f(z) es una funcién acotada sobre g([a, b]) tal que para ctp. t € [a, b] una de las funciones f[g(.)]
6 Dg(.) es continua en ¢. El teorema central de Cater es

Teorema 8.5. Las integrales superior e inferior de Darboux satisfacen las desigualdades:

g(b) g(b

T b ) b
/meDﬂwﬁz/ f@sz/meDﬂWﬁ

g(a)

fayis = [

g(a)

Ademés, si f[g(t)]Dg(t) es R-integrable sobre [a, b], entonces se tiene que f(x) es R-integrable
sobre [g(a), g(0)]y [ Fla(®)]Dy(t) = 0] f(x)da"
Cater observa que probado 8.5 se tienen varias consecuencias relacionadas con la integral de Rie-
mann como:
(a) “Si flg(t)]Dg(t) es R-integrable sobre [a, b], entonces f(x) es R-integrable sobre el inter-
valo g([a, b])”.
(b) “Si f(x) es R-integrable sobre g([a, b]) y Dg es R-integrable sobre [a, b], entonces f[g(t)] Dg(t)
es R-integrable y se tiene

b g(b)
/’ﬁmwumuMﬁ:/’ )
a g(a)

(i) Formula para Cambio de Variable para la Integral de Henstock - Kurzweil. En esta seccion
se presenta a la férmula de cambio de variables en relacidn con la integral de Henstock-Kurzweil
y las referencias que seguirnos son [60] y [61]; en la primera, V. Rutherford - Y.Sagher dan una
caracterizacion para tal férmula en el lenguaje de 1la H-K-integral y la segunda es la tesis PhD de
Rutherford en donde en su primera parte expone sucintamente la teoria de HK y da una caracteri-
zacion para tener el teorema fundamental del célculo para la integral H-K.
Por razones de completitud recordemos las nociones basicas de la H-K integral. Sea el intervalo
I =[a,b] y |I| = b — a. Una particién etiquetada de I es un conjunto finito de pares P, = P =
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{(t:, I;),1 < i <n}, donde I; = [z;_1, z;]. Un calibrador sobre I es una funcién é(z) > 0. Una
partici6n etiquetada es llamada subordinada al calibrador () sise tiene t; € I; C (¢; —(¢;),t; +
d(t;)) = c(t;), donde ¢ controla a la particién P. En este contexto, sea f : I — R y una particién
etiquetada P, entonces la suma S(f, P) = Y1, f(t;)|1;| es llamada la suma de Riemann. El
nimero (R)I es la integral de Riemann de f : I — R si para todo e > 0 existe un calibrador
constante § = d(€) > 0 tal que si P es cualquier particién etiquetada de I, |P;| < 6,1 < i < n,
entonces se tiene [S(f; P) — (R)I| < e.

La H-K integral. Una funcién f : I — R es HK-integrable sobre I si existe un nimero hk tal
que para todo € > 0 existe un calibrador § sobre I tal que para cualquier particién etiquetada

subordinada a a ¢ satisface |S(f, P) — hk|. Notacién: hk = (HK) f; f(x)dx, que es llamada la

HK-integral. Por definicién. (H K) fab f(z)dz = —(HK) [, f(z)dz. La (HK)-integral es tnica.
Se dice que una funcién f tiene “variacién insignificante (vi)’sobre un conjunto A € I si pa-
ra cualquier € > 0 existe un calibrador § sobre [ tal que para cualquier particién etiquetada P
subordinada a d, se tiene
> e,cp | f(bi) = f(ai)| < e. Estaidea fue introducida por R. Vyborny en 1993, donde da aplica-
ciones de la HK-interal, [62]. Una aplicacién de la (vi) es dada en el TF del C para la HK-integral:
Teorema 8.6. “Se tiene F(x) — F(a) = (HK) [ f(t)dt para todo x € I si'y solo si existe un
conjunto A C I tal que F'(x) = f(x) para todo x € A, y I — A es un conjunto de medida cero
sobre el cual F tiene una (vi)”.
Veamos brevemente algunos argumentos debidos a Rudolf Vyborny sobre su articulo [62] en donde
expone algunas aplicaciones de la HK-integral al andlisis elemental: teoremas del valor medio para
funciones de valor vectorial, la regla de L’Hospital, teorema fundamental de calculo, ... . En [22],
II, vimos la integral de Perron la cual integra toda derivada sin restriccion alguna; Vyborny opina
que “esta propiedad no fue suficientemente divulgada y resaltada porque su elaboracién no es muy
elemental; y cuando se introdujo la integral de Henstock-Kunweil, la cual es equivalente a la de
Perron y tiene tal propiedad, ella fue mas aceptada y difundida debido a que es de mas simple
elaboracion”. Esto motivo a Vyborny a aplicar la HK-integral al andlisis bdsico . Se observd que
las particiones ¢ - fina (etiquetada) se puede usar en la ensefianza del andlisis en la recta. En sus
argumentos Vyborny usa la idea de “negligibly”(insignificante) segtin la definicién dada antes para
(vi). Como ejemplos, nos dice, son (vi) si

e A es un conjunto enumerable y f es continua sobre A ;

e A es un conjunto de medida cero y f es absolutamente continua sobre A;

e A=cd] Cla,b], f es constante sobre Ay continuaen cy d.
El articulo de Vyborny puede ser itil en un proyecto de ensefiar la HK-integral para estudiantes
de ciencias, matemadticas en particular, por las aplicaciones dadas que pueden motivar mayores
estudios.
Regresemos a [60]. La idea de (vi) es util para clarificar el tema que estamos tratando; ella juega
un papel similar al que tiene la idea de continuidad absoluta en la integral de Lebesgue. Asi, se
tiene la caracterizacién: “Una funcién f(x) es absolutamente continua sobre [a, b] siy solo si f(z)
es de variaci6n limitada sobre [a,b] y f(z) tiene (vi) sobre todo subconjunto de [a, b] que tiene
medida cero”. En [61] se establece algunas condiciones que implican (vi); veamos:

e Si f:[a,b] — R es una funcién tal que f’(z) = 0 para todo

x € A C [a,b], entonces f(x) tiene (vi) sobre A”.
o Si f : [a,b] — R tiene derivadas superior e inferior de Dini sobre un conjunto de medida
cero, entonces f(x) tiene (vi) sobre tal conjunto”.

También se tiene la definicién : Una funcién f(z) tiene “(vi) condicional” sobre un conjunto
A C [a, b] si para cualquier e > 0 existe un calibrador ¢ sobre [a, b] tal que para cualquier particién
etiquetada P subordinada a §, se tiene | 3, o4 A; f(2)] < e (A;f = f(bj — a;)).
Usando esta idea, se tiene un HK cambio de variables, [60]:
Teorema 8.7. “Si g : [a,b] — R tiene derivada ctp. y f : R — R es HK-integrable sobre todo
intervalo con puntos extremos en el rango de g y si por definicion F(x) = (HK) f;&a) ft)dt,

entonces (fog)g' es HK-integrable sobre [a,b] y se tiene

g(b) b

) [ = 150 [ rtatensls)as
gla a

siy solo si Fog tiene (vi) condicional sobre el conjunto donde

(Fog) = fog.¢' falla ”. Como una consecuencia de este resultado se tiene:

Teorema 8.8. “si g : [a,b] — R es diferenciable cip. sobre [a, b], entonces g'(x) es HK-integrable

sobre [a.b] y se tiene (HK) f: g (t)dt = g(b) — g(a) siy solosi g tiene (vi) condicional sobre un
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(iii)
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conjunto donde g no es diferenciable”.

El llamado Lema de Saks - Henstock juega un papel importante en la ruta que estamos caminan-
do; dice

Lema 8.2. "Si f : [a,b] — R es una funcion HK-integrable sobre [a,b], € > 0y 0 es un calibrador
de [a,b] tal que si P es un particion subordinada a § se tiene |R(f) — (HK) f: fx)dz| < €
entonces se tiene que para cualquier subparticion etiquetada {x;,[a;,b;],1 < i < n} de [a,b]
subordinada a § se verifica

n

b;
Z [f(xi)(bi —a;) — (HK) / f(x)dx]

i=1

Luego se tiene: “Y_" ’f(xl)(bl —a;) — (HK) f; f(x)dx‘ < 2€”.
En [63] Sarkhel - Vyborny discuten una férmula de cambio de variables para la integral de Rie-
mann .La férmula que ellos estudian tiene la forma

G(b
/ z)dz = / flG (8.3)
G(a

donde G(y) = G(a) + [ g; se asume que g es R-integrable sobre [a, b] y que G es su Riemann
primitiva. Ellos prueban 8.3 bajo ciertas condiciones. Veamos en forma breve sus argumentos.
Dado € > 0 existe una particién de [a,b]: a = zp < 71 < ... < x, = btalque Y ., |G(x;) —
G(wi—1) — g(ts)(x; — wi—1)| < €, donde z;_1 < t; < z; y la desigualdad se mantiene aiin para
cualquier refinamiento de la particién. Entonces prueban “Si f(z) es acotada sobre el rango de
G(z) y g(x) > 0 sobre [a, b], entonces se tiene

Je) f(@)dz = [P foG.gda y fg((b) z)dz = [} foG.gdx. Sig > 06

g < 0, entonces si un lado de (8 3) existe como R-integral entonces el otro lado también existe
como R-integral , y se tiene la igualdad ”. Finalmente los autores prueban el resultado de cambio
de variables “La férmula (8.3) de cambio de variables es verdadera si

(a) si f(z) es R-integrable sobre el rango de G(x), 6

(b) si f(z) es acotada sobre el rango de G(z)
y la integral de Riemann en el lado derecho de (8.3), existe”. Ellos observan que (8.3) es atin valido
si se tiene Lebesgue o Perron - integrabilidad en vez de R-integrabilidad.
La Integral de Riemann se sigue Estudiando ... Como observamos, por lo tratado anteriormente,
la integral de Riemann se la sigue investigando en relacién al teorema fundamental de célculo y a
la férmula de cambio de variables; ya hemos visto algunas propuestas al respecto y ahora continua-
mos en esa ruta y en temas relacionados. Ahora vamos a comentar al trabajo R.L6pez, [19], quien
propone la integral de Riemann via la idea de primitivas generalizadas y usarla para proponer una
demostracion sobre el cambio de variables. En esta ruta surge el nombre H.Kestelman quien fue el
primero, en 1961- [64], en probar el teorema de cambio de variable para la integral de Riemann; a
partir de entonces se dieron otras demostraciones del citado teorema. H.Kestelman, (1908 - 1983),
fue un matematico inglés que contribuy6 con muchos articulos de investigacion, con énfasis en el
andlisis matematico. Veamos su propuesta [64]: Sean F' y GG dos funciones diferenciables de una
variable; se tiene %F [G(z)] = fIG(x)]g ( ) donde f y g son las antiderivadas de F'y G respec-

tivamente. Integrando se tiene F[G(b)] — f flG (y)dy, de donde por el TFC se

tiene
G(b) b
/ f(z)dz =/ FIGW)g(y)dy
G(a) a

,sisetiene G'(y) = g(y),a <y < by F = fenG(a,b]) (significa G estd definida en [a, b]).
Ahora, dice Kestelman, en vez de suponer que f y g tengan primitivas, asume que:

(a) g es R-integrable sobre [a, b];

(b) G es una integral indefinida de G, esto es, G(x f n 9(y)dy; a < x < b, donde h es fijo en

[0, 8]

(¢) f es Riemann integrable sobre G([a, b]).
Ahora, Kestelman concluye que bajo las hipétesis (a),(b) y (c) se tiene que la funcién f[G(y)]g(y)
es R - integrable y se tiene la férmula (8.3). Este resultado fue puesto mds generalmente por
D.Preiss-J. Uher via:
Teorema 8.9. [P-U].Sea g : [a,b] — R una funcion R-integrable sobre [a,b] y ¢ una constante
real’y sea G(y) = c+ [ g(z)dz para todo y € [a,b]. Si f : G([a,b]) — R es una funcion acotada




Ortiz F.- Selecciones Matematicas. 2023; Vol. 10(2): 404-435 425

sobre G([a, b)) entonces se tiene: f es integrable sobre G([a, b]) siy solo si (foG)g es integrable

sobre |a,b] y se tiene fg((;)) f(z)dz = f: FIGW)]g(y)dy”.

En [19] R.Lépez presenta otra demostraciéon de [PU] en donde remarca que la aplicaciéon y —
/. g((f)) f(z)dx es una primitiva generalizada de (foG)g. Més precisamente,

“Si f : [a,b] — R es una funcién acotada, una primitiva generalizada de f es una funcién
F : [a,b] — R tal que para z, y en [a, b], x < y, se tiene

, Fly) - Fx)
SO ST s e SO

Se observa, [19], que las primitivas generalizadas no necesitan ser diferenciables pero que si tienen
relaciones entre sus derivadas en el sentido - Dini con la funcién f. Un resultado interesante
es que cuando f es una funcién continua sobre [a, b] toda primitiva generalizada de f es una
primitiva en el sentido usual y reciprocamente, toda primitiva es una primitiva generalizada. Luego
se demuestra una equivalencia de la integral de Riemann:

“Si f : [a,b] — R es una funcién acotada y I(R) es un nimero real, entonces: f es R-integrable
sobre [a,b] y f; f(z)dx = I(R) siy solo si toda primitiva generalizada F’ de f satisface F'(b) —
F(a) = I(R)".

Entonces se tiene: “si f : [a,b] — R es acotada, entonces f es R-integrable si y solo si F'y G son
dos primitivas generalizadas de f, entonces F' — (G es una constante”. Ademas, [19], se tiene la
caracterizacién: “Sea f : [a, b] — R R-integrable, entonces la funcién F : [a, b] R es una primitiva
generalizada de f siy solo si para todo xy € [a, b] existe un ¢ € R tal que

F(z)=c+ /z f(y)dy, x € [a,b]”.

Luego Lépez pasa a demostrar el resultado (8.9) usando la idea de primitiva generalizada, prueba
que es técnica y usa los resultados mencionados arriba; ver [19]. Finalmente el autor nos d4 una
visién panordmica-histérica de las contribuciones hechas sobre el tema “cambio de variables”
desde 1959 hasta el 2008 (el trabajo de Lopez es del 2011), visién muy ttil pues nos precisa los
tiempos en que se hicieron investigaciones hacia una integral de Riemann generalizada!.

En [65] R. Lépez estudia la existencia de la integral de Riemann-Stieltjes de funciones acotadas
segtn el siguiente resultado:

Teorema 8.10. “Sea f : [a,b] — R una funcion acotaday g : [a,b] — R una funcion R-integrable;
sea G(z) = ¢+ [ g(y)dy, donde z € [a,b] y ¢ € R. Entonces se tiene f es Riemann-Stieltjes
- integrable con respecto a G sobre [a,b] siy solo si el producto fg es Riemann integrable sobre
[a,b] y se tiene

b b
/f@w@=/f@%M% (8.4)

Se remarca que Lépez estudia el problema de ta existencia de la integral del lado izquierdo de 8.4
en el sentido de Riemann-Stieltjes y que ella puede ser obtenida via la igualdad f; f(z)dG(x) =

f; f(z)G'(z)dz, donde solo se exige que f sea acotada. Finalmente, se establece ([65]) que: “en
las hipoétesis del resultado 8.10, la funcién G es Riemann-Stieltjes - integrable con respecto a f
sobre [a, b] y se tiene

b b
/G(I)df(l‘):[G(b)f(b)*G(a)f(a)]*/ g9(x) f(x)da”.

Cuando en la universidad nos ensefian la integral de Riemann la suma

Sy f(&)(z; — 24-1) nos es familiar. Pues bien, casi todas las investigaciones hechas giran, de
alguna forma, alrededor de esta suma. B.Thomson en [66] estudia esta suma. Se pregunta si a la
particién usual P : a = xg,x1, ..., T, = b se le quita la condicién de ser una sucesion creciente,
{, se obtiene aln una util aproximacion a la integral? , ( esta cuestion fue también formulada por
Herbert Robbins en 1943 ) ... la respuesta es: si, si se pone adecuadas hipdtesis. En resumen
recordemos que la férmula es:

G(b) b b
nmm—maw=/ fmmzfﬂmmmmzfﬂmmww,

G(a)
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donde se tiene F(x f Gla w)duy Gy f Y g(v)dv. Luego se pasa a probar un resultado
de cambio de Varlables relacwnado con la 1ntegra1 de Henstock Kurzweil:

Teorema 8.11. “si g es una funcion HK-integrable ¢ R-integrable con G una integral indefinida
sobre [a,b], y si f es una funcion de valor real sobre G([a, b)), entonces se tiene

/a ' fG)ic / H(G)g(v)dy,

donde si una de las integrales existe en el sentido HK o R integral , la otra también existe en tales
sentidos y se tiene la igualdad’.

La cuestion del cambio de variables fue puesto en el contexto de las diferentes clases de integrales;
asi, [66], se tienen los resultados: “Sea G una funcién continua de variacién acotada sobre [a, b] y
sea f es continua sobre G([a, b]), entonces se tiene fg(f)) f(x)dx = f; f(G(y))dG(y), donde las
integrales existen en el sentido de Riemann y de Riemann-Stieljes, respectivamente”.

Ahora se presenta una formula par la HK-integral: “Sea G una funcién continua, de variacion
acotada sobre [a, b] y sea F' una funcién diferenciable sobre G([a, b]), entonces se tiene

fg((f) F'(x)dx = fab F'(G(y))dG(y) = F(G(b)) — F(G(a)), donde las integrales son HK”.
El trabajo de Thomson culmina con una demostraciéon mds adecuada de lo hecho por Kestelman y
por Preiss Uhler:

Teorema 8.12. “sea g una funcién R-integrable sobre [a,b] con integral indefinida G(x) =

f 9(y)dy, a < x <b, y sea f una funcion acotada sobre G([a, b)), entonces se tiene

G(b) b b
2)dz = G(x))dG(x) = Gz x)dx
/G(a)f() /af(()) (2) /af(())g(>

donde las integrales son en el sentido de Riemann siempre que f es R-integrable sobre G([a,b]), ¢
la integral del centro existe como RS-integral 6 la funcion (foG)g es R-integrable sobre [a,b] ”
Como seguramente sentimos, el teorema fundamental del cdlculo y la suma de Riemann fue el
centro de los estudios hechos desde el siglo XIX hasta la actualidad, sin desconocer los trabajos
pioneros de Newton y de Leibniz. En esta ruta estamos caminando y atin hay cosas por informar.
Asi, E Talvila en [68] observa que si f, acotada, es R-integrable en [0, 1] y se define F'(z) =
Jy f(2)dz, entonces existe M € R tal que | f(x)| < M para todo, z € [0,1]. Luego, si 0 < z <
y < 1 se tiene

|F(z) — F(y)| < [)|f(z)|dz < M|z — y|. Esta desigualdad sugiere que la funcién F' esté
en algin espacio de funciones sobre [0,1]. ;F es una funcién de Lipschitz? Alrededor de esta
situacién Talvila se plantea algunas cuestiones: ;cOmo caracterizar integrales de funciones que
sean R-integrables? ... Para integrales de Lebesgue se tiene “ f € L1([0,1]) si y solo si existe
una funcmn F que es absolutamente continua sobre [0, 1] tal que F’ = f ctp en [0, 1]; ademds,
fo = F(1) — F(0)". De esta manera: “f es L-integrable si y solo si f es expresable
ctp como la derivada de una funciéon F' que es absolutamente continua”. La cuestién ahora es
ver como es el asunto si se reemplaza “Lebesgue”por “Riemann”. Asf se tiene (Talvila): ¢ cuéles
son las condiciones sobre una funcién F' : [a,b] — R que son si y solo si para tener F(z) =
ff f(y)dy + C, donde C es una constante y f es R-integrable?”

Para el caso de la integral de Denjoy-Perron se tiene: ”F : [a,b] — R es absolutamente continua
generalizada si y solo si F f f(y)dy+C, con C un constante y f es D 6 P -integrable sobre
[a, b]”. Esta cuestién tamblen fue formulada para funciones de variacién acotada . En 1911, FRiesz
[69] formul6 el siguiente problema: “dada una funcién F'(z), ;jexiste o no existe una funcién f(x)
de variacion acotada de la cual es su integral indefinida? ... Riesz asume, condicidn necesaria, que
F(x) es la integral indefinida de una funcién real f(x) de variacién acotada definida en el intervalo
(a,b), f puede o no ser continua. Luego descompone (a,b)en un nimero finito de subintervalos
(zi,2i41),1=0,1,...m — 1, g = a, x,,, = b; considera la suma

m—1

D

i=1

F(zip1) = F(zi))  F(zi) = Flzi))|
Ti41 — T4 T; — Tj—1

(8.5)

Luego concluye con la sentencia: “una funcién F'(z) definida en el intervalo (a,b), real o no, es
una integral indefinida de una funcién de variacién acotada f(z) siy solo si la suma 8.5 no excede
alguna cota finita, independiente del nimero de subintervalos y como se descompone el intervalo
(a,b)”.

Nota 8.4. Sea f : [a,b] — R. Para la particion

P={a=xp <z <..<zy =0b}de]a,b], sea el nimero
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Ve(f) =30 |f(@i) — f(ziz1)| Sea V(f) = supV,(f); en general se tiene V < co. Se dice
que f es una funcion de variacion acotada sobre [a,b] si V < oo. Toda funcion mondtona es de
variacion acotada; no toda funcioén continua lo es. Ver [22], I.

Volvamos al articulo de Thomson [67]. “Remarquemos que la cuestiéon que estamos tratando es
“caracterizar a las integrales de Riemann indefinidas” ya F.Riesz, Talvila pensaron en este proble-
ma. Thomson, en su citado trabajo, prueba un resultado similar a la idea de Riesz: “una funcién
F : [a,b] — R es representable en la forma

F(x)z/mf(y)derC,agxsb,

para alguna constante C'y f es una funcién R-integrable sobre [a, b] si y solo si para todo € > 0
existe 6 > 0 tal que

n

>

=1

F(&) = Flein) _ Fla) = FE)|
& —Ti—1 z — €& (i —wi1) <

para toda particién a = z¢ < 1 < ... < x, = b,la que es J- fina y para cualquier eleccién de los

puntos ;1 < & < fz/ < x;”.

La corriente que surgi6 en varios estudiosos del problema de cambio de variables fue dar demostra-

ciones “simples”del teorema de cambio de variables para la integral de Riemann.En esta direccién

veamos lo propuesto por H. Tandra, [31], quien nos da dos versiones de tal teorema.

Teorema 8.13. “ Sean f : [a,b] — R una funcién R-integrable sobre [a,b)], ¢ € [a,b] y F(x) =

[ f(z)dz, @ € [a,b]. Entonces, (goF) f es una funcion R-integrable sobre [a,b] si y solo si g es

una funcion R-integrable sobre F([a,b]); y se tiene f(f g(F(z))f(x)dx = ff((f)) g(y)dy”.

Tantra nos recuerda los resultados sobre R-integrabilidad que por razones did4cticas reproducimos
e “Sea I : [a,b] — R una funcién de Lipschitz tal que F’ = f ctp, donde f es R-integrable

sobre [a, b], entonces se tiene ff f(z)dz = F(b) — F(a)”. Tandra prueba este resultado y
establece la consecuencia: “Si f es R-integrable sobre [a, b] y F' es una funcién continua tal
que F'(z) = f(x), excepto sobre un conjunto enumerable, entonces se tiene

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a)”.

[ f: [a,b] — R satisface una condicién de Lipschitz si existe M > 0 tal que se tiene
|f(z) — fy)| < M|z — yl; para todo z, y en [a,b]. Se sabe que si f es de Lipschitz y
f'(z) = 0, excepto sobre un conjunto de medida cero, entonces f es una funcién constante
sobre [a, b]].

e “Sea f : [a,b] — R una funcién R-integrable, continua en x, entonces la funcién g(z) =
f: f(y)dy, x € [a,b], es diferenciable en xq y se tiene g’ (x9) = f(z¢)”. [Este resultado fue
estudiado por R.G.Bartle- D.R.Sherbert ,2000.]

e Dada una funcién F : [a,b] — R con derivada F” finita sobre E C [a, b], entonces F'(E)
tiene medida cero si y solo si F/ = 0 ctp. sobre E ”. [ Este resultado fue estudiado por
J.B.Serrin- D.E. Varberg en 1969 ] .

El problema de cambio de variables para integral de Riemann también se ha estudiado para el caso
multidimensional, ver [71]. También en [72] A.Kuleshov estudia este problema. Nos recuerda que
en 1961 Kestelman fue el primero en demostrar tal problema, asi como Preiss-Uher complementa-
ron el resultado de Kestelman, cuyos trabajos ya fueron enunciados anteriormente. El teorema que
Kuleshow estudia es: “sea g € R[a,b] y ¢ € R; por definicion G(z) = [ g(y)dy + cy sea f una
funcién acotada sobre I = [G(a), G(b)] y sea (foG)g € R[a,b]. Entonces, f € R[I]y se tiene

G(b) b
/ f(@)dz = / FCE)gw)dy”.

G(a)
Y los estudios sobre la integral de Riemann contindan ,como veremos enseguida! ...

9. Otro Punto de Vista de la Integral de Riemann. . Bernhard Riemann (1826-1866) fue un célebre
matemdtico que introdujo profundas ideas sobre el espacio geométrico que contribuyeron al posterior desa-
rrollo de la fisica del siglo XX, en particular en la teorfa general de la relatividad de Einstein. Hizo notables
aportes en la teoria de variable compleja, en la teoria de nimeros, en la fisica matematica. En particular,
y esto es el tema de este escrito: introdujo una mejor definicién de “integral”, idea que encierra su famosa
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“sumatoria de Riemann’que muchos afnos después fue centro de investigaciones en el siglo XX y en el
actual. Propuso la ahora llamada “Hipétesis de Riemann”, un problema que hasta ahora est4 abierto!

En esta oportunidad vamos a tratar de dar una visién del aporte de A.Torchinsky sobre este tema que
estamos exponiendo: la férmula de cambio de variable para la integral de Riemann e integrales relacionadas.
Comenzamos con el articulo [35]. Veamos las definiciones previas; I = [a,b] C R; G es una funcién
continua creciente definida sobre I; sea P = {I;} una particién de I, donde I; = [z;, z; ], ademds, sea f
una funcién acotada sobre I. Se pone U(f, G, P) y L(f, G, P) para expresar las sumas superior e inferior
de Riemann, respectivamente, de f con respecto a GG sobre I y a P. Asi ,se tiene

U(fa G? P) = Zz(supllf)(G(xzr) - G(xl,l)) y L(fv Gv P) = Zz(znfllf)(G(xz,r) - G(xz,l))
Seaahora U(f,G) =ifpU(f,G,P)y L(f,G) = supp L(f, G, P). Entonces se dice que:

f es Riemann integrable (R-integrable) con respecto a G sobre I si U(f, G) = L(f, G);
el valor comin se denota | ; JdG, que es la integral de Riemann de f con respecto a G sobre I.

Nota 9.1. Si G(z) = x se obtiene la definicion conocida de integral de Riemann sobre I. El au-
tor remarca que “integrable”significa integrable Riemann con respecto a G(x) = x, y que “integrable
Riemann-Stieltjes”’significa integrable con respecto a G mds general.

Ahora Torchinsky establece el teorema que probard y que es una formulacion general de lo propuesto
por Preiss-Uher y por Kestelman sobre la férmula de cambio de variables, ya vistos en la seccion anterior.
Tal férmula es

Teorema 9.1. [T]“Sea g una funcion acotada, R-integrable definida sobre I = |a,b], y sea G una
integral indefinida de g sobre I. Sea f una funcion acotada sobre G(I) ( el rango de G) . Entonces se
tiene: “f es R-integrable sobre G(I) siy solo si f(G)g es R-integrable sobre I y se tiene entonces

G(b)
| o= [ 1(G@gtyis”
G(a) I

Se sugiere ver los respectivas féormulas de Preiss-Uher y Kestelman y observar que este resultado es
mds general que aquellas. Antes de dar la demostracién de este resultado, el autor nos da una caracterizacién
sobre la R-integrabilidad que extiende resultados andlogos de otros autores. Asi, se tiene: “Sea f una funcién
acotada sobre I, entonces se tiene: “ f es R-integrable con respecto a G sobre I si y solo si dado e > 0
existe una particiéon P de I, que puede depender de € tal que

Ademds, esta desigualdad es equivalente a la existencia de una sucesién {P, } de particiones de I tal

que lim, o [U(f, G, P,)—L(f,G, P,)] = 0;yeneste caso se tiene lim, o U(f, G, P,,) = lim, oo L(f,G, Py)

fI f(2)dG(z)”.

Se observa que si 9.1 se tiene, entonces también se tiene para toda particiéon P’ mas fina que P. Luego
Torchinsky demuestra otros resultados, en el primero considera la nocién de “oscilacién de una funcién”.
Precisemos esta nocién. Sea f una funcién acotada, definida sobre I y sea un intervalo J C I. Por de-
finicidn, la oscilacién osc(f, J) de f sobre J se define como osc(f,J) = supyf — inf;f. Entonces se
establece el siguiente resultado:

“Sea f una funcidon acotada sobre I; entonces se tiene: f es R-integrable con respecto a G sobre [ siy

solo si dado € > 0, existe una particiéon P = {I,} de I, que puede depender de €, tal que > _, osc(f, I;)[G (4 ) —

G(z;,)] < e. Ademds, f es R-integrable con respecto a G sobre I si y solo si existe una sucesién { P, } de
particiones de I, donde P,, = {I}, tal que

Jim 3 osc(£,17)[Ga,) — Glalp)] = 0"

Luego el autor pasa a establecer un resultado que relaciona la integral de Riemann-Stieltjes con la
integral de Riemann. El lector es invitado a relacionar estos resultados con los ya establecidos en la seccién
anterior. Se observa en el articulo que para f integrable , la composicién f(G), [foG], resulta Riemann-
Stieltjes-integrable, a pesar de que f(G) puede no ser integrable, aun si G es una funcién continua. Asi,
se tiene: “sea f una funcién acotada sobre G(I). Entonces f es integrable sobre G(I) siy solo si f(G) es
R-integrable con respecto a GG sobre I; y se tiene

b
f(x)dz = / ICW)dC(w)"
G(I) a

Ahora se va a reducir el computo de una integral Riemann-Stieltjes a una integral de Riemann, ver [66]; sea
¢ una funcién acotada, R-integrable definida sobre I = [a, b] y sea G una integral indefinida de g sobre I,
esto es G(z) = G(a) + [ g(y)dy, = € I. Entonces se tiene, ver [65],
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“sea G(z) como antes y g > O; sea f una funcién acotada sobre I. Entonces f es R-integrable con
respecto a G sobre [ siy solo si fg es Riemann integrable sobre I, y en este caso se tiene

b b
/ f(2)dG () = / )9 ()dy:

ademds, si la integral en un lado de la igualdad existe, entonces también existe la otra integral”.

Nota 9.2. La prueba de este resultado es un poco larga y hace uso de la idea de oscilacion. Luego el
autor pasa a demostrar su resultado [T], la formula del cambio de variables, demostracion que es larga y
seria interesante en un seminario hacer los detalles.

En [73] A.Torchinsky sigue estudiando la férmula de cambio de variables; esta vez para la integral de
Riemann-Stieltjes, de un modo mas general. Luego de considerar algunos argumentos y resultados ,el autor
demuestra dos férmulas generales:

Teorema 9.2 (Formula de substitucion). [T1] “Sea g una funcion acotada, R-integrable sobre I =
[a,b], la que no cambia de signo sobre I; sea G una integral indefinida de g sobre I; sea h una funcion
acotada ,R-integrable ,definida sobre G(I) (es el rango de G), y sea H una integral indefinida de h sobre
G(I). Sea f una funcion definida y acotada sobre G(I); entonces si f es R-integrable con respecto a H
sobre G(I), se tiene que f(G)h(G) es R-integrable con respecto a G sobre I,y se tiene entonces

a(v) b
/ f(a)dH (x) = / FGW)MG)dG(y)"

G(a)

El siguiente resultado que se menciona incluye a lo establecido en [T1] y dice: “Sea G una funcién
continua y monétona definida sobre I y sea H una funcién definida sobre J = G(I); sea f una funcién
acotada sobre J. Entonces se tiene, f es R-integrable con respecto a H sobre J si y solo si f(G) es R-
integrable con respecto a H(G) sobre I, y en este caso se tiene

f(@)dH (z) = / F(G)dH (G ().

G(I)

Luego de estudiar un técnico lema, el autor pasa a demostrar su formula de substitucién. En seguida
estudia la férmula de cambio de variables en el contexto que se presenta en este articulo y dice:

Teorema 9.3 (T2). “Sea g una funcion acotada, R-integrable definida sobre I = [a,b] y sea G una
integral indefinida de g sobre I; sea h una funcién acotada, R-integrable definida sobre G(I) (rango de
G), funcion que no cambia de signo sobre G(I) y sea H una integral indefinida de h. f es una funcion
acotada definida sobre G(I). Entonces se tiene | es una funcion R-integrable con respecto a H sobre G(I)
siy solosi f(G)g(G) es R-integrable con respecto a G sobre I, y se tiene

G(b) b
/ f(x)dH(w)=/ [(G(y)g(G(y))dG(y), donde J = [G(a), G(D)]".

G(a)

El articulo contiene interesantes comentarios donde relaciona los presentes resultados con los de ante-
riores autores, como Preiss-Uher, Kestelman, R.O.Davies, ... .

El tercer articulo de Torchinsky que gustariamos comentar es [36] en donde motivado por aspectos
fisicos considera una modificacién en las sumas de Riemann de funciones integrables Riemann-Stieltjes y
demuestra que tales sumas son convergentes. Segun el autor, la idea basica fue motivada por un trabajo de
Baozhu Lu - Darius H.Torchinsky (2018) en la recuperacion de la sefal en ciertas situaciones. Luego pasa a
comentar algunos aspectos relacionados con la teorfa de la sefial relaciondndolos con las sumas de Riemann
y en este contexto tales sumas son convergentes via experimentacion de Lu-Torchinsky. Por completitud
veamos las nociones ,ya familiares, a ser usadas. I = [a, b], § es una funcién creciente definida sobre I;
P = {I;} es una particién de I, I; = [z;;,2;,]; f es una funcién acotada sobre I y sean U(f,G, P) y
L(f,G., P) las sumas de Riemann superior e inferior, respectivamente, de f con respecto a G a lo largo
de P sobre I. U(f,G) y L(f, G) son definidos como antes. f es R-integrable con respecto a G sobre I si
U(f,G)=L(f,G) = fI fdG, integral de Riemann de f con respecto a GG sobre /. También se tiene

f es Riemann-Stieitjes-integrabie si y solo si dado ¢ > 0 existe una particién P de I, que puede
depender de e, tal que 0 < U(f,G,P) — L(f,G,P) < €. [, fdG es la integral de Riemann-Stieltjes de
f- Luego de una discusién sobre tales sumas, el autor pasa a modificar las sumas de Riemann. Se remarca
que G es asumida ser una integral indefinida ( G(z) = G(a) + [ g(y)dy, donde g > 0 es acotada y
R-integrable sobre 7).

Sea H una funcién conjunto definida sobre subintervalos J C I, tal que a cada J le corresponde un
subconjunto H(J) = J*, J* C I, tal que cumple
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e Xp(y) (funcién caracteristica) es R-integrable, y desde luego la longitud |.J Yo de J! es bien
definida como |Jt|¢ = 0si J' =0,y |J|¢ = [, Xg(s)g. en lo contrario;

e existe > 0 tal que J' = H(J) C J, siempre que |J| < 7. Por otro lado, Torchinsky nos dice,
dadauna particién Pde I, Iy, I, ..., I, P! denota la coleccién de subconjuntos de I que consiste
de las imédgenes
I = H(L), ..., I, = H(I,,); ahora se construye las sumas

u(f, G, P) = y(supp NI y Uf.G,PY) = S, (inf )11
Estas sumas, dice el autor, son las “modificadas sumas superior e inferior de Riemann”de f con respecto
a G alo largo de P sobre I respectivamente.
Por analogfa, se pone: u(f, G) = infp u(f,G, PY) y I(f,G) = sup; I(f, G, P').
Se observa que I(f, G) < u(f,G). Se tiene el criterio de convergencia: “las sumas de Riemann modi-
ficadas de f con respecto a G sobre I son convergentes si u(f, G) = I(f,G)”. Asi, las sumas de Riemann
modificadas de f con respecto a GG sobre I dadas por

s(f,G, PY) = Zf )| I}, donde &} € I} 9.2)

que estdn en el intervalo [I(f, G, P'),u(f, G, P')], convergen a un limite comiin, segiin el resultado que
sigue.

Teorema 9.4 (T3). Sea f una funcion acotada, R-integrable con respecto a G sobre I. Entonces,
las sumas modificadas de Riemann de f con respecto a G sobre I son convergentes. Ademds, existe una
sucesion de particiones { P, } de I tal que

lim [u(f, G, Pr) —I(f,G,P})] =0 9.3)

n—oo

Y, para cualquier sucesion de particiones { P, } de I que satisface 9.3 se tiene
u(f,G) = lim u(f,G,P}) = lim I(f,G, P}) = U(}.G)

Finalmente, para sumas modificadas de Riemann cualquiera s(f, G, P) de f con respecto a G sobre
I, definida via 9.2, también convergen a u(f, G') = I(f, G)”.
Nota 9.3. El autor discute luego cuatro ejemplos donde pone en juego las ideas dadas anteriormente y
donde surge la idea de la integral en el contexto de tales ideas .Seria muy ilustrativo para un lector intere-
sado en estudiar detenidamente estos ejemplos . Terminamos esta seccion dando una vision panordmica de
libro de A.Torchinsky: “Una Moderna Vision de la Integral de Riemann”, [34], publicado en el 2022 y que
nos da informacion sobre la teoria moderna de la integral de Riemann.
El citado libro consta de un Prefacio, una introduccion, seis secciones, dos apéndices y una amplia
referencia. Las secciones son:
e 1. LaIl-integral integral de Riemann;

2. Un teorema de convergencia;

3. Las II-sumas de Riemann modificadas;

4. El modelo e integrales uniformes;

5. Integrales impropias y dominadas;

6. Coda ( lo final). (Integrales estocdsticas).

Apéndice I. Férmulas de cambio de variables y férmula de substitucion.

Apéndice II. Integrabilidad de Cauchy implica integrabilidad Riemann.
e Referencias. Se dan 108 referencias.

En el Prefacio el autor remarca que su publicacién descansa en tres observaciones:

ler. el criterio de la integrabilidad-Riemann se da en términos de oscilaciones;
2do. se analiza la naturaleza de las sumas de Riemann y se introduce las ideas de familias admisibles
de particiones y la de sumas de Riemann modificadas; y

3er se analiza el hecho de que muchas de las reglas de cdlculos numéricos hacen uso de la eleccion de

las sumas de Riemann ,y luego de la integral de Riemann, propia o impropia.

En la Introduccion nos da un panorama histdrico, desde Riemann hasta autores mas actuales; ademas
explica los criterios usados al escribir su obra. Termina explicando el objetivo de las seis secciones, asi
como de los dos apéndices. Pasemos a ver un panorama de tales secciones y apéndices .Observamos que lo
tratado en los tres articulos de Torchinsky, vistos anteriormente, nos ayuda a comprender el contenido de
tales secciones.

9.1. La II-Integral de Riemann. Se introduce tal integral y se estudia sus propiedades basicas.Se
observa que atin cuando las sumas de Riemann puedan converger ,ellas pueden hacerlo de un modo “des-
pacio”; ello sucede cuando se calcula el volumen de un lago. Se discute algunos hechos histéricos sobre la
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R-integral relaciondndola con el conjunto de Cantor. Discute el problema de calcular el volumen de un lago
haciendo argumentos histéricos, que creemos son de gran valor. Luego se discute la regla de Aproximacion
de las sumas a la integral, asi como de las cuadraturas. Se estudia también la monotonicidad de las sumas
de Riemann. Esta seccidn es un poco extensa pero motiva pues se dan los detalles de lo propuesto, contiene
teoremas y proposiciones que ayudan a sintetizar las ideas.

9.2. Un Teorema de Convergencia. En esta seccion el autor demuestra un basico teorema de conver-
gencia para la integral de Riemann, que dice: “sea II una familia admisible de particiones de un intervalo
I C R; sea {¢,,} una sucesién uniformemente acotada de funciones R-integrables sobre I tal que para
algin a € Ry para todos los subintervalos J C I, los cuales pertenecen a alguna particiéon P de I en 11,
se cumple: lim [, f(2)y(x)dz = a|J| . Entonces se tiene para toda funcién f R-integrable sobre I que
lim [; f(z)¢n(x)dz = a [, f(x)dx. Ademds, también se tiene: sea F' = {¢} una familia de funciones
R-integrables sobre I de modo que funciones continuas sobre I pueden ser aproximadas uniformemente
por funciones en la expansién de F . Entonces, si {¢,,} es una familia acotada de funciones R-integrables
tal que lim [ ¢, (z)@(x)dz = a [, ¢(x) paratodo ¢ € F, se tiene que lim [, ¢, () f(z)dz = a [, f(z),
para toda funcién f R-integrable sobre 1.

Se observa que este resultado esta relacionado con los teoremas de aproximacion de Weierstrass.

Nota 9.4. Una familia I1 = { P} de particiones de I es llamada “admisible ”si satisface:

e dado n > 0, existe una particion P de I en 1l tal que || P|| < n;
e si Py Py son particiones de I en 11, entonces existe una particion Py de I en 11 el cual es un
refinamiento de Py de P;.

Esta nocion es la base de los argumentos dados en la seccion. Ademds se tiene la definition:

Definicion 9.1. f es II-Riemann integrable sobre I si existe un niimero R tal que para cualquier
€ > 0, existe § > 0 tal que |Su(f, P,C) — R| < € para toda particion etiquetada (P,C) de I, P € 1],
con ||P|| < 6, donde Su(f, P,C) denota la suma de Riemann de f con respecto a la particion etiquetada
(P,C) dada en Su(f,P,C) =Y 1" f(&)|Li]| con C = (&1, ...&m), & € L, 1 < i < m; P es restringido
all. Se observa, también, que una definicion similar se puede dar para la II-Darboux integral de f.

Luego se estudia el lema de Riemann-Lebesgue, los teoremas de aproximacién de Weierstrass, la apro-
ximacién por polinomios trigonométricos. Asi, esta seccidon nos amplia el panorama sobre la convergencia
de las sumas de Riemann.

9.3. Las II-Sumas de Riemann Modificadas. En esta seccion se introduce las II-sumas de Riemann
modificadas sobre conjuntos, no necesariamente intervalos, en los cuales se considera las particiones en el
contexto de II. Ver [36]. Bajo ciertas condiciones se demuestra un teorema que explica el comportamiento
de las sumas II-Riemann de una funcién f II-Riemann integrable sobre /. Luego pasa a discutir algunos
ejemplos relacionados con la teoria integral I - Riemann. También considera las sucesiones uniformemente
distribuidas y prueba que estas sucesiones son equivalentes a limites promedios que dan una integral sobre
I, en el caso de funciones continuas. La seccion termina dando un serie de resultados en relacion a limites
en el contexto de tales sucesiones.

9.4. El Modelo e Integrales Uniformes. En esta seccién Torchinsky menciona que las aplicaciones
originales de las integrales modelos fueron limitadas a métodos de sumabilidad (J.D.Hill, 1953), el autor
esta interesado en usar modelos, via las modificadas sumas II-Riemann. En este contexto introduce los
conceptos previos a ser utilizados, como el de “modelo variable”. En este camino se tiene conexién con
un trabajo de modelos de integral de R.E.Carr-J.D.Hill (1951), resaltando que los resultados de Torchinsky
son mas generales que Carr-Hill. La seccién termina informando la conexién que existe entre las integrales
uniformes con la geometria de los ntimeros, lo cual fue puntualizado por B.J. Walsh en 1965.

9.5. Integrales Impropias y Dominadas. Como sabemos, desde la época de estudiantes, que la inte-
gral de Riemann | f(z)dx es asumida con f acotada sobre un intervalo cerrado [a, b]; cuando una, o ambas
condiciones falla se tiene la integral impropia, de ler tipo si falla la acotacién y de 2do tipo si falla el domi-
nio cerrado, el dominio es infinito. En esta seccidn se discute las integrales impropias de ambos tipos usando
el lenguaje de las anteriores secciones. También se discute las integrales dominadas en el sentido que se
explica en la seccién. Brevemente veamos algunos argumentos”. Sea f una funcién del ler tipo definida en
I = (a,b] Se dice que la integral de Riemann impropia de f converge y tiene como valor || [a+ 0] f(z)dz,
si f es R-integrable sobre [a + €, b] para todo € > 0 y se tiene lim_,o f[a+67b] f(x)dr = f[a+,b] f(z)dz”.
En esta direccién el autor propone: “Sea f una funcién definida sobre (0,1] y F' una funcién monétona
decreciente cuya integral impropia converge y tal que | f(x)| < F(z) sobre (0, 1].

Entonces f es R-integrable, absolutamente impropia sobre [0, 1]; y si IT es una clase de particiones de
[0, 1] conteniendo particiones P con norma || P|| arbitrariamente pequefia tal que lim; p|—o Su(F, P, C) =
f[0+ 1 F(x)dz, entonces para la misma familia IT de particiones P de [0, 1] se tiene: lim p |0 St (f, P, C) =

f[o+71] fa)dz”.
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Con respecto a la integral dominada se afirma: “Si f es definida sobre (0, 1] se dice que f es integra-

ble dominadamente si existe un nimero real D tal que para todo ¢ > 0, existen 0 < d,7 < 1 tal que
> f&) (@ —xim1) — D] < edonde 0 < w9 < 21 < ... < Tp =Lzog<n& €L = [mi_1,24]y
Ti—1 > (1 — 5){E2, 1=1,...,n.
Si D existe, él es tnico, y es llamada la integral dominada de f. Torchinsky verifica que “si f es in-
tegrable dominadamente, entonces f es R-integrable sobre [a, 1], con 0 < a < 1”. Por otro lado, res-
pecto a las integrables impropias de 2do tipo se nos dice: una funcién f definida sobre [0, 00) y que es
R-integrable sobre [0, 7) para todo r, tiene integral impropia de Riemann sobre (0, c0) si existe el limite
lim, o0 f[o,r] f(z)dx = [ 10,00) f(z)dzx. Se observa que estas funciones no son necesariamente L-integrable
sobre [0, 00). Ver [34] para los detalles de esta interesante seccidn, asi como también de lo afirmado ante-
riormente.

9.6. Coda. En esta ultima seccion se discute una extension de la integral de Riemann - Stieltjes por
ser esta integral la que aparece con frecuencia en el andlisis de los procesos estocdsticos, en particular en
el trabajo de J.Liu, [74], donde las integrales son tomadas como limites de sumas de Riernann-Stieltjes, al
estilo de las integrales que aparecen en tal drea de las probabilidades. El autor cita su trabajo [36]. Luego de
presentar varios ejemplos y resultados se concluye con algunas reflexiones sobre la integral de Riemann.

9.7. Apéndice I. Esta parte estd dedicada a las férmulas de cambio de variable para la integral de
Riemann donde el autor considera los trabajos de Preiss-Uher (1970) ,asi como destaca el trabajo pionero
de Kestelman (1961) en esta drea, en donde los aportes de R.J.Bagby (2001/02), R.Lépez (2011), D.N.
Satchel-R.Vyborny (1996/97), B.S. Thomson (2011/12), entre otros, son considerados y que anteriormente
hemos ya expuesto. Ademads, también discute la férmula de substitucién; ambas férmulas en el contexto de
la integral de Riemann como la de Riemann-Stieltjes. Torchinsky termina el apéndice con la reflexién: “no
siempre lo mds general, es lo mds util”.

9.7.1. Apéndice II. Esta breve parte estd dedicada a un clasico resultado: “si f es integrable segin
Cauchy, f es integrable seglin Riemann”. Creemos que el autor ha deseado rescatar el valor histdrico de
dos grandes analistas del siglo XIX ,Cauchy y Riemann, cuyas ideas fue el punto de partida de toda esta
hermosa historia y que ,capaz, no es bien conocido por algunos estudiantes o profesores .Se prueba un tnico
teorema al respecto.

El estudio detallado del libro citado de Torchinsky podria ser de mucha utilidad para motivar estudios
sobre un tema que aun se investiga. En nuestro medio, se usarfa en seminarios o cursos de maestria o
doctorado que conducirian a diversas tesis para los jovenes estudiantes de matematicas. También existen
otros excelentes libros sobre esta area (ver la bibliografia en [34]) que complementarian los proyectos.

faltaria afladir un cuadro con los autores y sus respectivas integrales.

Autor Afio
Cauchy 1821
Riemann 1854
Darboux 1875
Riemann-Stieltjes 1894
Lebesgue 1901
Young 1905
Denjoy 1912
Radon 1913
Perron 1914
Khinchin 1916
Daniell 1917
Haar 1933
Bochner 1933
Birkhoff 1935
Dunford 1935
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Pettis 1937
Henstock-Kurzweil 1957-1961
A.Calderdn(variedades) 1970
McShane 1983
C-integral 1996
Teoria Moderna Int. Riemann | Siglos XX y XXI

Tabla 9.1: Evolucion de la Idea Integral a Través del Tiempo

Nota 9.5. La idea de integral, desde la época de Newton y Leibniz, contribuyo notablemente en el
desarrollo de la matemdtica pura y de la aplicada, y de esta manera en el desarrollo de la ciencia con los
beneficios que tuvo la humanidad. Diddcticamente, el tener una vision gobal de la evolucion de tal idea
contribuye mucho en el aprendizaje de las diversas partes de la matemdtica, donde ella interviene.

10. Unas Breves Palabras, atin .... Y bien, hemos llegado al final de una larga caminata por caminos
llenos de ideas,mensajes y motivaciones matematicas .En los articulos I, II y III el objetivo fue presentar
como la idea de integral, cuyo germen estd en la lejana Grecia con Arquimedes, fue evolucionando a través
del tiempo, hasta hace pocos afios. Confiamos, y esto es el objetivo principal, que a las actuales y posteriores
generaciones, estos escritos les puedan ser utiles en sus propios proyectos.

Pero, al final del camino se vislumbra otra ruta y a la entrada se lee: “Analisis Arménico-Procesos
Estocasticos ;Que son las integrales estocdsticas?”’

Homenaje Péstumo. Rendimos nuestro homenaje al Profesor Dr. Julio Ruiz Claeyseen por sus valiosas
contribuciones a la matemdtica y con ello al progreso de nuestra ciencia en el Perd. Apreciamos también
sus condiciones personales de buen amigo, con quien nos unié una recordada amistad.
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