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Abstract

In this work we begin by studying the generalized multiplication operator M on the 1>(Z). We prove that
this operator is not bounded, is densely defined and symmetric and therefore does not admit a symmetric
linear extension to the entire space. We introduce a family of operators on the 1?(7Z) space with n even and
demonstrate that it forms a contraction semigroup of class C,, having —M as its infinitesimal generator.
We also prove that if we restrict the domains of that family of operators, they still remain a contraction
semigroup. Finally, we give results of existence of solution of the associated abstract Cauchy problem and
properties of continuous dependence of the solution in connection to other norms.

Keywords . 1?(Z) space; Hellinger-Toeplitz theorem; generalized multiplication operator; Semigroup of contrac-
tion; existence of solution; graph norm.

Resumen

En este trabajo, iniciamos estudiando al operador multiplicacion generalizado M en el espacio 1 (7).
Probamos que este operador no es acotado, es densamente definida y simétrica y por lo tanto no admite
una extension lineal simétrica a todo el espacio. Introducimos una familia de operadores en el espacio
12(Z) con n par y demostramos que esta forma un semigrupo de contraccion de clase C,, teniendo a -
M como su generador infinitesimal. Probamos también que si restringimos los dominios de esa familia
de operadores estas ain conservan ser un semigrupo de contraccion. Finalmente, damos resultados de
existencia de solucion del problema de Cauchy abstracto asociado y propiedades de dependencia continua
de la solucion en conexion a otras normas.

Palabras clave. Espacio [?(Z); Teorema de Hellinger-Toeplitz; operador multiplicacién generalizado; Semigrupo
de contraccidn; existencia de solucién; norma del grafico.

1. Introduccién. En este articulo estudiaremos algunos operadores en el espacio I%(Z). Esto es, intro-
duciremos al operador multiplicacién generalizado y probaremos que esta no es acotada, pero acotada con
la norma del grafico. Para n par, introduciremos una familia de operadores en [?(Z) y mostraremos que son
acotadas y que forman un semigrupo de contraccién de clase C,, teniendo como generador infinitesimal
al operador multiplicacién generalizado. Ahora, restringiendo el dominio de esta familia de operadores,
probaremos que esta continua formando un semigrupo de contraccién de clase C,. Asi, mejoraremos el
resultado de existencia de solucién para el problema de Cauchy abstracto asociado, observandose que el
problema esta bien colocado.

Podemos citar algunas referencias para el tratamiento de existencia de solucién via semigrupos, por
ejemplo [11, [21, [31, [51 y [6].

*Fac. Ciencias Matemadticas, Universidad Nacional Mayor de San Marcos, Lima - Peri. Correspondence author
(ysantiagoa@unmsm.edu.pe).
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Nuestro articulo estd organizado del siguiente modo. En la seccién 2, indicamos la metodologia usada 'y
citamos las referencias usadas. En la seccion 3, colocamos los resultados obtenidos de nuestro estudio. Esta
seccién la dividimos en siete subsecciones. Asi, en la subseccion 3.1 estudiamos al operador Multiplicacién
generalizado en [?(Z). En la subseccién 3.2, probamos que la familia de operadores introducida, para n par,
forma un semigrupo de contraccién de clase C, en [?(Z). En la subseccién 3.3, calculamos el generador
infinitesimal del C, - semigrupo de contraccion y obtenemos el primer resultado de existencia de solucién
para el problema de Cauchy abstracto asociado y también la dependencia continua de la solucién. En la
subseccién 3.4, introducimos la norma del gréafico en el dominio de M que lo hace un espacio de Hilbert y
probamos que M es acotado con esta norma. En la subseccién 3.5, introducimos otras normas equivalentes
a la norma del grafico. En la subseccién 3.6, probamos que la familia de operadores con dominio restringido
continua siendo un semigrupo de contraccién. En la subseccién 3.7, obtenemos el resultado de existencia
de solucién en conexion con otras normas.

Finalmente, en la seccion 4 damos las conclusiones y observaciones de este estudio.

2. Metodologia . Répidamente introduciremos algunas definiciones que seran usadas en este articulo.
Definicion 2.1. Denotamos por S(Z) al espacio de las sucesiones Rdpidamente Decrecientes (R.D.),
definido por

“+o0 “+o0
S(Z) = {Of (o )kez, o, €C/ Z lag| < ooy Z || |k]7 < o0, VJ € N}-

k=—o0 k=—o0

Definicién 2.2. Definimos el espacio 1?(Z) sobre los complejos

+oo
12(z) = {a = (khez, x €C/ Y Joul* < oo} :

k=—o0

Para ver propiedades de S(Z) y I2(Z) citamos [1], [7] y [8].

Para la teorfa de semigrupos, citamos [2] y [3].

Ahora, enunciaremos un importante resultado que serd usado posteriormente.

Teorema 2.1 (Hellinger-Toeplitz). Si T' es un operador lineal no acotado, simétrico y densamente
definido (i.e. Dom(T) = H) en un espacio H de Hilbert, entonces no admite extension lineal simétrica a
H.

Demostracion: Citamos [4]. O
3. Principales Resultados.

3.1. El operador Multiplicacién M en [?(Z). Introduciremos la siguiente aplicacion
Definicion 3.1 (Operador Multiplicacion M). Sea n € N, definamos la aplicacion

M : Dom(M) C 1*(Z) — 1*(Z)
a=(ag) — Ma:=(k"ax)

donde Dom(M) := {« € 1*(Z) tal que (k™ oy,) € 12(Z)} C I*(Z).

Proposicion 3.1. El operador Multiplicacion M es C - lineal, densamente definido, simétrico y no
acotado. Ademds, M no admite extension lineal simétrica a 1*(7Z).

Demostracién: Primero, se observa que Dom(M) es un subespacio de [?(Z), pues si o, 3 € Dom(M)
y ¢ € C,entonces , B € I?(Z), a+cB € I2(Z) y (k" (a+cB)k) = (k" ax+ck™By) = (k"ay)+c(k™B) €
12(Z); y por consiguiente se tiene que M {a + ¢} = M« + c¢M 3, 1o que prueba la linealidad de M.

Ahora, queremos probar que S(Z) C Dom (M). Sea o = () € S(Z), y como S(Z) C 1*(Z)
entonces o € [2(Z). También, se tiene

+o0 “+ o0
Z lag| < ooy Z || o] < 00, Ym > 1.
k=—o00 k=—o00

Luego, |ai| — 0y |a—x| — 0 cuando k — +o00. Asi, o = (o )kez estd acotada, i.e. 3C' > 0 tal que
lag| < C,VE € Z; luego

+oo +oo
Do kPakP <€ Y kP x| < oo,
k=—oc0 k=—oc0

con esto se ha probado que (k") € 12(Z); luego o € Dom (M).
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Se cumple S(Z) C Dom (M), luego
22) =52 c Doman)""* c 2(z),

de donde obtenemos Dom (M)H'Hl2 =1%(7).

275

Ahora, probaremos que M no es acotada. En efecto, para esto introducimos una familia (o) de ele-

mentos de S(Z), donde

1
a® =(..,0,0, ™ ,0,0...)
=~
k-ésima
con k € Z — {0}.
Se observa || ||;2 = ‘kl‘n. Ademis, Mo = e,y [|[MaF¥|;2 = ||ex|l;» = 1, donde

er=(.,0,0, 1 ,0,0...).

k-ésima

[ Mo,
ok 11,2

Podemos observar que = |k|™, Vk € Z — {0} no es acotada.

Luego el Operador M no es acotada.

Finalmente, probaremos que M es simétrico. En efecto, sean o, 3 € Dom (M) C 1%(Z) tenemos

< MO&,B > = < (k"ak), (ﬁk) >

+o0 o
> Ko
k=—o00

+oo

= Y k"B

k=—o00

= < (ak)7(kn5k) >
= <aMB>.

El ademas sale de usar el Teorema 2.1 de Hellinger-Toeplitz.

Observacion 3.1. El operador M puede ser visto como una matriz diagonal infinita. Esto es,

0O (<) 00 0 0 0 0 0 0 a_y
O 0 00 0 0 0 0 0 0 v
0O 0 01 0 0 0 0 0 0 o
O 0 0022 0 0 0 0 0 o
O 0 00 0 3° 0 0 0 0 s
O 0 00 0 0 0 k" 0 0 g
O 0 00 0 0 0 0 (k+1" 0 1
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(=1)"a_q
0
aq
2" a

3"043

k”ak

(k+1) k41

En la siguiente subseccién usaremos el caso n par.

3.2. Semigrupo de Clase C, en [?(Z).

Proposicién 3.2 (Semigrupo de Clase C, en [*(Z)). Sea n € N un niimero par, t > 0, definimos
las aplicaciones Mp,a := (7" ay,), Yo € 1?(Z) entonces { M, }1>0 C B(1*(Z)) y ademds forma un
semigrupo de contraccion de clase C, en I(Z).

Demostracion: Ent = 0, sea o € 1*(Z), tenemos Mp,a = (%" ay) = (ax) = a, luego

Mp, =1, 3.1)
donde I es el operador identidad en [?(Z).

Ahora, probaremos que { MF, }+>0 es una familia de operadores lineales acotados y de contraccidn, i.e.
|Mp,| <1,vt>0.

En efecto, seat > 0y a € I%(Z),

—+o00
IMp ol = Y le™* axf?

k=—o0
+oo

_ Z |e—tk”|2‘ak|2
k=—o00
+oo

_ Z e 2tk" ak|2
k:—oo?/l_/
+oo

< Z |aug|?
k=—o0

= ol < oo, (3.2)

desde que n es par.
De (3.2) tenemos que Mp, o € lQ(Z); esto es, M, estd bien definida para ¢ > 0. Por otro lado, es
evidente que Mp, es C - lineal:

(e7™ {a+ cBlr)

(e7™ {ak + cBr})
(e_tknozk + cetF" Bk)
(e_tk"ak) + c(e_tk"ﬂk)
= MFtOt -+ CMFtB,

Mp,(a+ cf)

para todo v, 8 € [?(Z) y c € C.
Asf, de (3.2) también obtenemos que ||Mrg, /2 < [|al|;2, Yoo € 12(Z). Esto es, el operador M, es
acotado y

IMp,|| < 1, Vt>0. (3.3)
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Seat > 0,7 >0y« € [%(Z), tenemos

_ —(t+r)k™
Mp(t+T)a = (e Qay,

_ (eftk"efrk"ak)
(" {Mr,a}i)

= Mg {Mp,a}

= Mp, o Mp, o,

estoes, Mp,, = Mg, o Mp, parat > 0yr > 0.Elcaso¢ =007 = 0 es evidente; luego

Mp,,, = M,

t

oMp, , Vt,r > 0. 3.4

Sea « € [?(Z), probaremos que | Mg, o — a|;2 — 0 cuando t — 0. En efecto,

+oo
IMra—alp = > o™ ap —apf
k=—o00
+oo
= 3 e - Dyl
k=—o0
+oo
= > e =17 |l (3.5)
k=0
M(k,t):=
donde lim;_,q+ M (k,t) = 0.
Ademas, el k-ésimo término de la serie (3.5) estd mayorado:

Mk, 1) o |? < 4o |?

+oo
y como la serie Y |ay|? es convergente, entonces usando el M-Test de Weierstrass tenemos que la serie
k=—o0
converge absoluta y uniformemente. Luego,

—+oo
, 4
||MFta—oz||l22 = g lim |e th — 1% |a]®* =0.
t—0+

k=— 00 ———
=0

lim
t—0+t

Asi, hemos probado que

|Mp,a—ale =0, Va € 1*(Z). (3.6)

lim
t—0+
De (3.1), (3.4), (3.3) y (3.6) concluimos que {Mp, };+>0 es un semigrupo de contraccién de clase C, en
13(z). O
Proposicion 3.3. Sea n € N un niimero par; Yo € 1?(Z), la aplicacion: t — Mg, « es continua de
[0,00) a I2(Z).
Demostracion: De (3.6) tenemos la continuidad en O a la derecha. Asi, nos enfocamos en probar la
continuidad en ¢ > 0.
Sea h > 0, usando la propiedad de semigrupo, la desigualdad (3.3) y el limite (3.6), obtenemos

|Mp,,,a = Mpalliz = ||[Mp,Mp, o0 — Mp, o2
= [MpAMp, o — o}l
< ||MFhOé—Oé||lz — 0 (37)

cuando h — 0T,
Ahora, considerando h > 0 tal que t — h > 0y procediendo andlogamente como en (3.7), obtenemos

|MF,_,a — Mp,alz = |[[Mfp,_,a— Mpg,_, Mp, a2
|MF,_,{a — Mpg, o}
[Mp,a —alz — 0 (3.8)

IN
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cuando h — 0.
De (3.7) y (3.8) tenemos que la aplicacién es continuaent € RT. O

s ; ) ll-ll,2
Proposicion 3.4. Sea n € N un niimero par, si o™ — « entonces |[Mp,a™ — Mp,alz — 0
cuando m — +00.
Demostracion: Es inmediato desde que de (3.2) se tiene

[MF,a™ — Mp,alj;z = [[Mp, (@™ = a)|lz < [[a™ — alf .
O

3.3. Cilculo del G.I. de { M, };>0 en [*(Z).
Proposicion 3.5. Sea n € N un niimero par; el operador —M es el Generador infinitesimal (G.1.) del
semigrupo de contraccion {MF, }+>¢ en 1*(Z).
Demostracion: Si A es el G.I. del semigrupo de contraccion {Mp, }+>o en [*(Z) entonces todo se
reduce a probar que Dom(A) = Dom(M)y A= —M.
1. Dom(M) C Dom(A).- Sea o € Dom(M) entonces a € I*(Z) y Ma := (k"oy,) € [2(Z), i.e.

—+oo
>k agl? < oo (3.9)
k=—o00
Seat > 0, tenemos
2 +oo k™ 2
Mpao—« e ap — Qg
H il DY T g,
k=—o00
2
too —tk™
e -1
= Z 7t + k™ 3 ap
k=—oc0 SN———
H(k,t):=

donde tlfII(l) H(k,t) = 0. También tenemos
—

|[H (k, )P |on|* < 467" k|

—+oo
y como vale (3.9), usando el M-test de Weierstrass tenemos que la serie > |H (k,t)|*|ax|?
k=—o
converge absoluta y uniformemente, luego
2 +oo
Mpa—«
lim ||=——— 4+ Ma| = > | lim H(kt)[*lag]*=0.
t—0t 12 ke —oo t—0t
! ,
=0
Asi, lim M + Ma” = 0. Esto es, existe lim {W} = —Ma. Luego, o € D(A)
t—0+ 12 t—0+

y Aa = —Ma.

2. Dom(A) C Dom(M).- Sea v € Dom(A) entonces « € [*(Z) y 1f1’51+ {MFtto‘fo‘} = A« en
t—
I12(Z). Esto es,

M _
lim draza Aall =0.
t—0+ t 2
Asi,dadoe > 0
2 +o0 4 2
M _ tk _
€ > M_Aa = € Xk ak—{Aa}k
t 2 t
l k=—o00
—thk" o 2
> |E O;’“ % _{Aa}y| , VkeZ.
Luego, para cada k € Z,
e " g — ay,

. — {Aa}y cuandot — 01,
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pero sabemos que

e—tk

O;k ECTN —k™oy, cuandot — 07
para cada k € Z.
Luego, para cada k € Z se tiene { Ao}, = —k™ . Entonces
1%(Z) 3 Aa = (—k"ay,) . (3.10)

De (3.10) tenemos que (—k"ay,) € [?(Z), esto es « € Dom(M)y Aa = —Ma.
De los dos items se concluye que Dom(A) = Dom(M)y A= —M. O
Proposicion 3.6. Sea n € N un niimero par, t > 0, si « € Dom(M) entonces My, € Dom(M).
Ademds, se cumple: M Mp,oc = Mp, Mo, Voo € Dom(M).
Demostracién: En efecto, sean o« € Dom(M), t > 0,7 > 0y —M el G. L. de {Mp, }+>0 en I*(Z),
luego

lfm {MFT(MFtOK)MFtOZ} lfm {Mpt(MFTa)MFta}

r—0+t r r—0t r
T T
r—0+ T

|
5

[ ) {Mpra—a}]
| IIm § ————
r—0+ T

= Mg [-Ma] € 1*(Z).
As, existe el limite en [%(Z). Esto es Mg, € Dom(M) y
—M(Mp,a) = Mp,[-Ma] = —Mp,[Ma],
ie.
Mo Mp,a= Mg, o Mo, Yoo € Dom(M) . (3.11)

O
Proposicion 3.7. Sea n € N un niimero par, si o« € Dom(M) entonces la aplicacion t — Mp, o, de
(0,00) a l?(Z), es diferenciable en (0,00) y su derivada es —Mp, M c.
Ademds, %{Mpt()é} = —MMFg,c.
Demostracion: Seat > 0, h > 0tal que 0 < ¢t — h, tenemos

MFtOé — Mptfha

W + Mp, Ma
= Mp, , {MFhZ - a} + Mp, Mo
— Mg, , {MFZ_O‘} + M, ,Ma+ Mp,Ma
= Mp, , {MF'Z‘_O‘ + Ma} — My, , Mo+ Mg, Ma. (3.12)
Como |Mp,_, || <1, % — —Ma cuando h — 0T y Mp,_, Ma — Mp, M« cuando

h — 01, tomando limite a (3.12) cuando A — 01 tenemos

Mpa—M
lim {FO‘FO‘ + MFtMa} =0,
h—0+ h
esto es
Mpa—M
Ifm {M} — _Mp,Ma. (3.13)
h—0+ h

Anélogamente procedemos cuando h > 0, esto es,

Mp,, o — Mp,« _ MFt{MFh'aa}-

- = - (3.14)
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Como Mp, € B(I*(Z)) y a € Dom(—M), tomando limite a (3.14) cuando h — 0T, tenemos

, {MFt+’La_MFta}
hm —_—
h—0t h
— Mp, { lim {MFhO‘ - O‘}}
h—0t h
= MFt{—MCk}
— _Mp,Ma. (3.15)

De (3.13 y (3.15) tenemos que

M - M
3 1im {w} = —Mp,Ma.
h—0 h
:%{Mpto‘}
Usando la Proposicién 3.6 tenemos que —Mp, Mo = —M MFp, «, con lo que se concluye. ]

Proposicion 3.8. Sea n € N un niimero par, si « € Dom(M) entonces la aplicaciont — %{MF}O(} =
—Mp,Ma, de (0,00) al?(Z), es continua.
Demostracion: Como o € Dom(M) entonces Ma € [2(7Z); luego usando la Proposicién 3.3, la

aplicacidn es continua. O
Proposicion 3.9. Sea n € N un mimero par, si « € Dom(M) entonces M, o € C*((0,00),1%(Z)).
Demostracion: Es consecuencia de las dos Proposiciones previas. (]

Otra consecuencia es el siguiente resultado.

Proposicion 3.10. Sea n € N un niimero par, entonces el operador M : Dom(M) C 1*(Z) — 1*(Z)
es cerrado.

Demostracion: Desde que —M es el G.I del semigrupo de contraccién { Mg, }+>o en [?(Z) tenemos
que —M es cerrado. En efecto, sea ¥ € Dom(—M) tal que

o = acen?(Z) cuando k — 400 (3.16)
—Ma* = Ben 1?(Z) cuando k — 400 . (3.17)

Probaremos que « € Dom(—M) y que —Ma = .
De las Proposiciones 3.7 y 3.8 tenemos que

i
Mp, ok —af = / Mg (—M)a dr. (3.18)
0

Usando la continuidad de M, y las convergencias (3.16) y (3.17) tenemos

t
MFtCY—OZZ/ Mp . Bdr.
0

Asi,

Mp,a — 1/t
Hre=t 2 [ Mepar s Mg =5,
0

cuando t — 0.
Luego, @ € Dom(—M)y —Ma = 5. O
Finalmente, obtenemos un importante resultado de existencia de solucién de un problema de valor
inicial.
Proposicion 3.11. Sea n € N un niimero par, entonces el Problema de Cauchy Abstracto

uy = —Mu

(@)
u(0) = a € Dom(M) C I*(Z)
posee una tinica solucion: u(t) = Mp,o, Vt > 0, donde u € C([0,00),12(Z)) N C((0, 0),*(Z)).
Observacion 3.2. De la Proposicion 3.4 tenemos que la solucion del problema (Q) depende continua-
mente del dato inicial.
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3.4. Norma del Grafico en Dom (M) C I%(Z).
Definicion 3.2. Sea n € N un niimero par, en Dom/(M) C 1?(Z) definimos la aplicacién

<+ >a: Dom(M) x Dom(M) — C
(avﬁ) — <aaB>A

donde
<a,B>pa=<a,B>2+ < Ma,MB >;2, Va,8 € Dom(M) .

Se observa que < -,- >a estd bien definida.
Proposicion 3.12. La aplicacién < -,- > es un producto interno en Dom(M) C I?(Z).

Demostracion: Es inmediato desde que < -,- >;2 es un producto interno. ]
Asi, el producto interno < -,- >4 induce unanorma | - ||<.,.>, en Dom(M):
lell<..>a =y/lleliz + [Mallf., Yo € Dom(M). (3.19)

Denotaremos a || - ||<..>, por || - ||a-
Asi,
Proposicion 3.13. El espacio normado (Dom(M), || - ||a) satisface

lalla > ez, Ya € Dom(M), (3.20)

lalla > ||Mallz, Yo € Dom(M). (3.21)
Demostracion: Es inmediato de (3.19). O
Proposicion 3.14. Sea n € N un niimero par, entonces el espacio (Dom (M), || - ||a) es completo.
Demostracion: Sea (o™) una sucesién de Cauchy en Dom(M) con || - ||a. Probaremos que Jo €

Dom(M) tal que ||a™ — a||a — 0 cuando m — +oo.
Dado € > 0, AN, € N tal que

€ > |la™ — a'||a siempre que m, 1 > N, . (3.22)

De (3.20) tenemos
€> |la™ —alla > [|a™ — o!||;> siempre que m, 1 > N, . (3.23)

De (3.21) tenemos
e>|la™ —allla > [[M(a™ — )|z = [|[Ma™ — Md'|;> siempre que m,l > N, . (3.24)

De (3.23) tenemos que (™) es una sucesion de Cauchy en 1%(Z), y como [%(Z) es completo, entonces
Ja € 1?(Z) tal que

am e, (3.25)

De (3.24) tenemos que (Ma™) es una sucesién de Cauchy en 1%(Z), y como [%(Z) es completo,
entonces 33 € [%(Z) tal que

Mam g . (3.26)
De (3.25), (3.26) y como M es un operador cerrado, entonces
a€ Dom(M)y Ma=p§. (3.27)
De (3.25), (3.26) y (3.27) tenemos

la™ = allf. + [ M(a™ = )|

= |la™ - oz||122 + || Ma™ — MaHl% -0

la™ — allz

cuando m — +o0.
Entonces ||a™ — a|/a — 0 cuando m — +oc. Esto es, 3o € Dom(M) tal que o™ e o O
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Observacion 3.3. Sea n € N un niimero par, el espacio (Dom(M), || - ||a) es un espacio de Banach
o también (Dom(M), < -,- >a) es un espacio de Hilbert.
Proposicion 3.15. Sea n € N un niimero pary

M: (Dom(M), |- |la) — ()
a — Ma=(k"ag)
entonces M es un operador acotado y ||M|| < 1.

Demostracion: Es inmediato de (3.21). O
Tenemos la siguiente propiedad que conecta || - || con el semigrupo { Mg, }+>o.

Proposicién 3.16. Sea n € N un niimero par, t > 0, Mp,a = (e~*"ay,), Va € 12(Z), si o™ ”ﬂf Q
entonces ||Mp,a™ — Mp,all;z = 0 cuando m — +oc.

Demostracion: Es inmediato desde que usando (3.20) tenemos que o' ”ﬂf o implica o™ ”152 ay
como

||MFtam - MFtaHl2 = ”MFt(am - a)le < Ham - 0[”12 )

concluimos. O

3.5. Otras normas en Dom(M).

Abhora, introduciremos otras normas en Dom(M).

Observacién 3.4 (p-normas en Dom(M)). Sea n € N un niimero par, en el subespacio Dom(M) C
12(Z) podemos definir otras normas, por ejemplo: || - ||,, 1 < p < oo,

1
(lellzz + 1 Malliz)?
max{||allz2, [ M2}

1<p<oo, [laf,

[lxlloo

para o € Dom(M). Y se observa que todas estas normas son equivalentes.
Note: ||alls = ||a||a.
Ademds, se cumplen las siguientes desigualdades:

lell, > a2, Yoo € Dom(M), (3.28)
lell, > |IMallz, Yo € Dom(M) (3.29)
parap € [1,00].
Proposicién 3.17. Sea n € N un mimero par, el espacio (Dom(M),|| - ||p) es completo, para p €
[1, c0].
Demostracion: Esto sigue desde que || - ||, es equivalente a || - [|a y (Dom(M), | -||a) es completo.
0
Proposicion 3.18. Sea n € N un niimero pary
M: (Dom(M), |- ;) — P(Z)
a — Ma=(k"ag)

entonces M es acotadoy || M| < 1.
Demostracion: Es inmediato de (3.29). O
También, tenemos la siguiente propiedad que conecta || - ||, con el semigrupo { Mg, };>o.
Proposicion 3.19. Sea n € N un mimero par, t > 0, Mp,a = (e~ " ay,), Vo € I?(Z). Sea p € [1, <],
si & Y o entonces |Mp,a™ — Mp, a2 — 0 cuando m — +oc.

Demostracion: De (3.28) tenemos que o™ ”lp « implica o™ Hﬂz « . Luego,
IMp,a™ — Mp,ali> = [|Mp,(@™ = a)llz < @™ —allz =0

cuando m — +o0. |

3.6. Semigrupo de Clase C,, en Dom(M) C [*(Z) con || - || a-

Proposicion 3.20 (Semigrupo de Clase C, en Dom(M) C [*(Z)). Sea n € N un mimero par
t > 0, definimos las aplicaciones Mg a0 == (e~*"ay), Va € Dom(M) C 12(Z) entonces {MF, }i>0 C
B(Dom(M)) y ademds forma un semigrupo de contraccion de clase C, en el espacio (Dom(M), || - ||a)
de Hilbert.
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Demostracion: Seat > 0y a € Dom(M), usando (3.11) y que {Mp, };>0 es un semigrupo de
contraccién en [%(Z), tenemos

IMpala = [Mpalf + ||MMr,all
< ol + I1Mp, Mol
< lali? + 1Mol
=l (30
Esto es,
|Mpala < |lafla, Ya € Dom(M), (3.31)

de donde se deduce que My, € B(Dom(M))y | Mp,|| < 1.
Sea« € Dom(M) yt > 0, usando (3.11) y (3.6) tenemos

|Mp,e = allfe + [|M (Mg, — o)
|Mp, o — ||z + | Mg, Mo — Ma||% — 0 (3.32)

|MF, o — a3

cuando ¢t — 0F.

Como se satisface (3.1) y (3.4) entonces concluimos que { Mg, }+>¢ es un semigrupo de contraccién de
clase C, en Dom(M). O

Proposicion 3.21. Sea n € N un nimero par, para todo o« € Dom(M), la aplicacion t — Mp,« es
continua de [0, 00) a Dom(M).

Demostracion: Sea « € Dom(M) y t > 0, usando (3.11) y la proposicién 3.3, tenemos

||MFt+ha - Z\4FtOéHl22 + ||M(MFt+ha - MFta)||l22
||MFt+h,a - MFtalez + ||MFt+hMa - MFf,MOéleZ =0

‘lMFt+ha - MFtaHQA

cuando h — 0. O

Proposicion 3.22. Sea n € N un niimero par, t > 0, si o™ Hﬂf o entonces Mp,a™ Hif Mp, o
Demostracion: Usando (3.31) con o™ — o € Dom(M), tenemos

[Mp,a™ = Mp,ala = [Mp, (@™ = a)lla <[la™ —alla =0

cuando m — +oo0. O

3.7. Existencia de solucion.

Asti, de las Proposiciones 3.11 y 3.21, obtenemos el siguiente resultado de existencia de solucién.
Proposicion 3.23. Sea n € N un niimero par, t > 0, Mp,a = (eftkn ag), Va € 1?(Z).

Entonces el Problema de Cauchy Abstracto

u = —Mu

(@)
u(0) = a € Dom(M) C I*(Z)

posee una iinica solucion: u(t) = Mp,a, ¥t > 0, con u € C([0,00), Dom(M)) N C*((0,00),1%(Z)),
donde consideramos a Dom(M) con la norma del grdfico || - || A-

Observacién 3.5. Sea n € N un niimero par, en la Proposicion 3.23, podemos considerar || - ||,, en vez
de la norma del grdfico, desde que son equivalentes.

Observacion 3.6. Se obtiene la dependencia continua de la solucion respecto al dato inicial, en las
versiones: Proposiciones 3.4, 3.16, 3.19y 3.22.

4. Conclusiones.
En nuestro estudio hemos realizado lo siguiente:

1. Presentamos al operador multiplicacién generalizado M en [2(7Z), probamos que es densamente
definido, no acotado, simétrico y que no admite extension lineal simétrica a 12 (Z).

2. Considerando n par, introducimos una familia de operadores y probamos que esta forma un semi-
grupo de contraccién de clase C,, sobre [2(Z).

3. Demostramos que —M es el generador infinitesimal de dicho semigrupo de contraccién sobre
I2(Z). Y ademds se obtiene que el Problema de Cauchy Abstracto (PCA) asociado estd bien colo-
cado.

4. Introducimos una norma en el dominio de M: Dom (M) C [?(Z), que hace que M sea acotado, e
introducimos otras normas equivalentes a esta.
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5. Probamos que las restricciones al Dom(M) de los operadores del semigrupo C,, sobre el espacio
12(Z), forman también un semigrupo C,, sobre el espacio Dom (M) de Hilbert.

6. Obtenemos un mejor resultado de existencia de solucién del PCA asociado.

7. Las propiedades obtenidas se pueden generalizar para los espacios 1%(Z) con peso, espacios de
Sobolev periddico y por lo tanto aplicarlo en el estudio de la existencia de solucién de ecuaciones
de evolucién.
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