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Abstract
A finite Hopf crossed product whose base ring is a finite field will be called a Dolph algebra, and the
corresponding group of units will be called a Dolph group. Assuming known the crossed product of a ring
and a group under a crossed mapping [1], the units of the cross products Z&[i‘)] X ¢ Cy and % X ¢ Cy are

calculated. Furthermore, we give concrete examples of 4 classes of Hopf crossed products.
Keywords . Finite groups, crossed products, 2-cocycle, group of units, Dolph algebras.

Resumen
A un producto cruzado de Hopf finito cuyo anillo base es un cuerpo finito se le llamard dlgebra de Dolph,y
al correspondiente grupo de unidades, grupo de Dolph. Asumiendo conocido el producto cruzado de un
anillo y un grupo bajo una aplicacion cruzada [1], se calculan las unidades de los productos cruzados

Z&[g] g Cyy % x ¢ Co. Ademds, damos ejemplos concretos de 4 clases de productos cruzados de

Hopf.
Palabras clave. Grupos finitos, productos cruzados, 2-cociclo, grupo de unidades, dlgebras de Dolph.

1. Introduccién. A la cuaterna (A, G, o, f) se le llama un sistema cruzado si A es un dlgebra, G es
un grupo, o : G — Aut(A)y f : G x G — A* son respectivamente, una funcién de G al grupo de
automorfismos del dlgebra A y una funcién de G x G al grupo A* de las unidades de A, tales que para
cualesquiera g, go, 91,92 € G y a € A se satisfacen las siguientes condiciones:

1) f(le.9) = f(9,1c) =14,

2) f(91,92)" f(90,9192) = f(g0,91)f(gog1, g2),

3) (a?)% f(go, 91) = f(g0,g1)a®",
donde o(g)(a) se denota por a?. La funcién o se llama accién débil de G sobre A y la funcién f se llama
2—cociclo.

Las condiciones 1) y 2) de la definicién anterior son la condicién de normalidad y condicién de cociclo
para la accion.

Sea (A, G, o, f) un sistema cruzado. El dlgebra (asociativa y unitaria) @ Awg con multiplicacién

geG
dada por las siguientes reglas:

wga = o(g)(a)wg y wewn = f(g, h)wgn paraa € Ay g,h € G,
se llama producto cruzado determinado por o y f, y denotaremos por A < G [2].
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En el articulo [3], se calcularon algunos 2—cociclos no triviales para productos cruzados de las exten-
siones algebraicas del cuerpo de los nimeros racionales Q con grupos ciclicos de orden 2 y 3. En la cuarta
seccion del articulo, se obtuvo que f = f, es un 2—cociclo no trivial para un producto cruzado % X ¢ Cy
cuando a € Q* \ {1} y P es un polinomio ménico.

Este articulo se inspira en obras de arte y combina las siguientes ideas: “Un escultor le dice a un nifio:
En esta piedra hay una hermosa obra de arte, solo hace falta sacar lo que sobra”, y “Habia un artista plastico
que utilizaba el seudénimo Dolph, quién expresaba sus percepciones a través de cuadros abstractos. En
algunas ocasiones, abordaba un tema en diferentes niveles mediante el uso de dos o mas cuadros abstractos
de pintura, es decir, creando un poliptico”.

El propésito de este trabajo es introducir el concepto de grupo de Dolph (Definicién 3.2), caracterizado
como el grupo de unidades de un producto cruzado de Hopf finito. Esto se logra al considerar los cuerpos
finitos Zy y Zs en lugar del cuerpo de los nimeros racionales @, representando los grupos mediante una
tabla o multiples tablas, y utilizando simbolos para simplificar la representacion de sus elementos.

El calculo de los grupos de Dolph sirve para mostrar que productos cruzados de Hopf tienen una
aplicacidn en dlgebra, proporcionando, por ejemplo, grupos finitos.

Introduciendo el concepto de discriminante para elementos del dlgebra de Dolph, se logra describir el
grupo de Dolph como aquel que consiste de aquellos elementos con discriminate diferente de cero. Esto
guarda similitud con el grupo lineal GLs(R) que consiste de matrices cuadradas reales de orden 2 X 2 con
determinante diferente de cero. En el contexto de geometria diferencial, el grupo especial lineal SL2(RR) es
un grupo de Lie que consiste de matrices cuadradas reales de orden 2 x 2 con determinante igual a 1.

Dado que el discriminante preserva los productos y unitarios, se deduce que los elementos del grupo de
Dolph con discriminante 1 forman un grupo. En particular, j; es un grupo de unidades (Proposicién 3.1)
para J3 = % x ¢ Cs, donde la accién es dada por g -1 = 1, g - ¢ = —; y el valor o del 2—cociclo
f es 2. Modificando solamente en el producto cruzado J3 el cuerpo Zs por el cuerpo de nimeros reales
R, queda para un futuro trabajo de investigacién determinar que el grupo de unidades el producto cruzado
modificado con discriminante 1 es también un grupo de Lie, lo que mostraria que productos cruzados de
Hopf tienen también aplicaciones en Geometria.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera:

En la segunda seccion, dado un cuerpo K, se calculan los valores de un 2—cociclo f para un producto

cruzado de la forma % X Co.

En la tercera seccion, dado un cuerpo finito K, se calculan algunos grupos de unidades del producto
cruzado 6?2(9 x5 Cy, donde Cy = {1, g} es un grupo ciclico de orden 2 y la accién de Cy sobre f)g; es

dadaporg-1 =1, g-x = —x. Se consideran los casos en que K es Z, y Zs. Ademds, se considera el caso

en que la accién de C5 sobre Z&[f)] esdadaporg-1=1,9g -z ==.

Dado que K es un cuerpo, K[X] es un dominio euclidiano. Entonces para abreviar la expresion “clase
residual de polinomios médulo un monomio de grado 2”’se introduce la palabra clarpolis; de modo que

% es una K -dlgebra de clarpolis.

K[X]
(X2)

x ¢ C2 cuando K es un cuerpo y la accién del grupo ciclico C'> de orden 2 sobre el dlgebra de polinomios

N
2. Imagen de un 2-Cociclo en ( ) . Dado un producto cruzado de Hopf de la forma

_ KIx]
E =5

K[X] cocientado por el ideal generado por X2 es conocida, entonces se puede determinar el 2—cociclo f de E.
Definicion 2.1. [4, 2] Sea K un cuerpo, A una K—dlgebra 'y (A, G, o, f) un sistema cruzado. Se llama pro-
ducto cruzado de A con G a la K—dlgebra A xy G, que se define como el A-mddulo libre @ Awg provisto de la

geG
multiplicacion dada por

(awg)(bwn) = ab? f(g, h)wgh - 2.1
El elemento identidad de A xy G es 1 aw1, en lo que sigue se escribe como wy.

K[X]
SeaE:AX]fCQZW
K. Entonces se puede definir C> = {1, g} como el grupo de automorfismos de A sobre K, dado por la tabla

x5 Co. Puesto que A = {ap + a1z | ap,a1 € K}, {1, 2} es una base de A sobre

donde z = X + (X?), g(1) = 1, g(x) = —x.
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Los elementos de A™ son conocidos. En efecto, si a + bx € A*, entonces existe ¢ + dz € A tal que
(a + bz)(c + dzr) = 1. Usando la multiplicacién se escribe ac + (ad 4 be)x + bdx? = 1. Pero 2> = 0, entonces
ac+ (ad+bc)x = 1. Estoocurre siac = 1y ad +bc = 0. Asic = a~' yd = —a~'bc = —a ™ 2b. Esto significa que
at+bre A" sia#0ybe K.

Por lo tanto, A* = {a + bz |a € K* and b € K}. Ademés, se ve que (a 4 bz) ' =a™ ' —a bz
Ejemplo 2.1. Sea f : Cy x Co — A™ un 2—cociclo no trivial de A x 3 Ca tal que
o 1 siitj<?2
flg'g)= (2.2)

a sit+7>2,

donde 0 < i,j <2, g",¢g° € Co={l,g} = (9)- Si Car(K) # 2, entonces el valorde o« = a € K™.
Se considera o : Co — Aut(A), donde o(g*) : A — A estd definida por

o(g")(a + bz) = (a + bz)?".

‘Recordando que Cz x C2 = {(1,1),(1,9),(g,1),(g,9)}- Si (¢*,¢7) € C2 x Cs, se tiene
o(g'g’) = a(g)a(g’).

Esto significa que las igualdades siguientes son satisfechas
o(11) = o(1)o(1), o(lg) = 0(1)a(g). o(gl) = o(g)a(1) y o(g9) = o(g)o(g) -

K|X
En efecto, sia + bxr € A = X2

entonces :

o(11)(a + bz) = o(1)(a + bz) = (a + bz)' = a + b,
o(D)o(1)(a +bz) = o(1)(a + bz)' = (a + bz)' = a + ba;
o(lg)(a+bx) =0o(g)(a+bx) = (a + bx)? = a — bz,
o(V)o(g)(a+bx) = o(1)(a+bx)?! = (a — bx)' = a — br;
o(gl)(a+bx) =0o(g9)(a+bx) = (a + bx)? = a — bz,
a(g)o(1)(a +bx) = o(g)(a+ bx)' = (a4 bz)? = a — ba;
o(gg)(a+ bx) = o0(g*)(a + bx) = o(1)(a + bx) = a + ba,

o(g9)o(g)(a+bx) =0o(g)(a+bx)? = (a—bx)? =a+ bz.
Claramente, (1) = id 4. La inversa de o (g) es [0(g)] " = o(g) ya que g*> = 1.
La aplicacién o (g) es un automorfismo de la K —dlgebra A.

Sixe K,a+bxyc+dx € A, entonces :

1) o(g9)(Ala+bx)) = Aa(g)(a + bx),
2) a(g)((a+bx) + (¢ +dr)) = o(g)(a+ bx) + o (g)(c+ du),
3) a(g)((a+bx)(c+dr)) = o(g)(

o a+bx)o(g)(c+ dx).

En efecto :

1) o(g)(Ma+bx)) = o(g)(Aa+ Abx)
= (Aa+ \ox)?
= Aa— Xz = Aa—bzx) =Xo(g)(a+bx);

2) o(g)((a+bx)+ (c+dzx)) = o(g)((a+c)+ (b+d)x)
= ((a+c)+ (b+d)z)?
= (a+c¢)—(b+d)x=(a—bzx)+ (d—dx)
= o(g)(a+bx)+o(g)(c+dr);

3) o(g)((a+bz)(c+dx)) = o(g9)(ac+ (bc+ ad)z)
= (ac+ (bc+ ad)z)?
= ac— (bc+ ad)x = (a — bx)(c — dx)
= o(g)(a+ba)olg)(c+da).

Por consiguiente, el homomorfismo de grupos o : C2 — Aut(4), g+ o(g") : A — A definido por
o(g)(a+ bz) = (a+ bz)? para0 < i < 1, es una accién de Cs sobre A.
Por otro lado, dado que o € A™, se sabe que &« = a + bx donde a # 0. Segiin [5, Corollary 4.6], las tres
condiciones siguientes deben ser satisfechas:
1) f(l.g)=flg"1)=1,
2) f(g7,9")" fg',9™) = F(d',9) (9", ).
3) ((c+de)”)? f(g',9") = F(g', 9" e+ dz)? " (c+ da) € A.
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Cy x Cy x Co={1,9} x {1,9} x {1, 4}
= {(171’ 1)7(17179)7(1797 1)7(17g7g)’(g717 1)7(971’9)7(g7g’ 1)7(g7g7g)}‘ (2'3)

La afirmacion 1) para f es satisfecha por definicién.
La afirmacién 3) para f, ((c+dz)” )? f(g', ¢’) = f(g', ¢ )(c+ dw)glﬂ , es satisfecha debido a que la K —4lge-

bra A = <)[(2>] es conmutativay Ca x A — A, (9,a + bz) — (a + bz)? = a — bx es una accién de C; sobre A.

Ademds la afirmacién 2) para f, f(g’, gk)glf(gi7 &) = f(g*, %) (g7, g%), se satisface si, considerando (2.3),
se cumplen las 8 igualdades siguientes:

(1) 1= f1,1) F(1, 1)) = FL DA, 1),
(2) 1= f(1,9)' F(1,(1)(9)) = F1, 1) f((1)(1), 9)
(3) 1= f(g, )" F(1,(9)(1) = F(1,9)F((1)(9), 1),
4) a=f(9,9)" F(1,(9)(9) = F(1,9)f((1)(9),9) ,
(5) 1=f(L1)?f(g,(1)(1)) = flg: D f((9)(1), 1),
(6) a=f(1,9)"f(g,(1)(9)) = f(g,1)f((9)(1),9) .
() a=flg,1)?f(g,(9)(1) = f(g,9)f((9)(9), 1)
(8) o’ = f(9,9)"f(9,9%) = f(9,9)f(¢°,9) = a,

donde o =a —bxya =a+ bx.
Puesto que Car(K) # 2, de la igualdad (8) se deduce que o« = a ya que b = 0. Recordando el hecho de que
a € A*sevequea #0.Porlotantoa = a € K*.

Observacién 2.1. Si Car(K) = 2, entonces la aplicacion f definida en (2.2) es un 2—cociclo de A x5 Ca para
todo o € A™.

Observacién 2.2. Si Car(K) # 2y la accion de Cs sobre A es dada por g -1 = 1, g - x = x, entonces la
aplicacion f definida en (2.2) es un 2—cociclo de A xy C para todo a € A™.

3. Los Grupos de Unidades de Productos Cruzados. El problema de hallar todas las unidades de un
algebra puede ser muy complicado. En el caso del dlgebra Z&[gi] X ¢ O3, laidea consiste en eliminar todos los
elementos que son divisores de cero (sacar lo que sobra), para ello se construye la tabla de multiplicacién
de este dlgebra debido a que es finita. De esta tabla se extrae una subtabla, que corresponde al grupo de

unidades de dicha dlgebra. Asi, se ha obtenido dos de los tres grupos conmutativos de orden 8.

Replicando el procedimiento anterior para el dlgebra Z&gf; x ¢ C se obtienen dos de los diez grupos

no conmutativos de orden 36 [6] y dos de los cuatro grupos conmutativos de orden 36.
Por ejemplo, utilizando las tablas de multiplicacién de 'y y F5 dadas en la pagina 5 y la paginas 6, respec-
tivamente, vemos que:

1) p2ps = (zwy)(zw1) = 22wy = 0. De este hecho sabemos que p2 y ps son elementos divisores de
cero de Fs.
2) prps = (zw1 + wg)(zwi + (1 4+ x)wy) = p13. Luego p7 y ps son elementos de E5, pero no son
inversos el uno del otro.
3) mans = (2wy)(zw1) = 22w, = 0. De este hecho sabemos que 72 y 75 son elementos divisores de
cero de F5.
4) nmg = (zw1 + wg)(zwr + (1 + 2)wg) = w1 = 1. Luego 17 y ng son unidades de F, y son
inversos el uno del otro ya que ngn; = 19.
Utilizando como herramienta la estructura de algebra llamada producto cruzado de Hopf [5, D 4.1],
se ha identificado en total los 6 grupos finitos de ordenes 8 y 36 referidos anteriormente. Esto se ve en las
tablas elaboradas de los grupos.

Zs[X]

3.1. Productos Cruzados de la forma Z&[f)] x ¢ Ca. Notemos que <§(2> ={a+bx|abe Zs}
Zo[X
donde z = X + (X?). Puesto que Zz = {0,1}, <§£2>} ={0,z,1,1+ z}.

La adicién y multiplicacién de este anillo cociente estan dadas por las siguientes tablas, respectivamente
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+ 0 T 1 1+ * 0 =~ 1 1+

0 0 x 1 1+ 0 0 0 O 0

T x 0 1+z 1 T 0 0 =z x

1 1 1+2 0 T 1 0 = 1 1+

l1+2 | 14+2 1 x 0 1+2 |0 2z 142z 1
Zy[X]

SiA=

X2 entonces usando la tabla de multiplicacién anterior A* = {1,1 + x}.

Sea Cy = {1, g} un grupo ciclico de orden 2. Se define la accién de Cs sobre Aporg-1=1yg -z = —uz.
Utilizando la tabla de adicién anterior, g - ©* = x.

Para cada o € A*, seglin la Observacion 2.1, la aplicacién f,, : Cy x Co — A* dada por

o 1 sit+j<2
falg', q’) = L
a sit+73>2,

donde 0 < 7,5 < 2, es un 2-cociclo para el producto cruzado A x ¢ Cs.
Para o = 1, se denota A <y, C por Es; para « = 1 + x, se denota A <7, C por Fs.
Seveque A Xy, Cy = Awi P Awy = {0, 2wy, wg, (1 + 2)wg, zw1, w1 + Twg, TW1 + Wy,
zwi + (1 + 2)wg, wi,wi + 2wy, wi + wg, w1 + (1 + 2)wg, (1 + 2)wi, (1 + z)wi + zwy,
(1 + 2)wi + wg, (1 + 2)wi + (1 4+ x)wg }.
La multiplicacién en s es dada por awibwg; = ab? (g, 9 wgivi = abwgiti.
Se renombran los elementos de

Es = {P1: 02, P3: P4, P5, P65 P75 P85 P9, P10, P115 P125 P13, P14 P15, P16} Para construir su tabla de multipli-
cacion.

P1 P2 pP3 P4 1%5) P6 pP7 P8 P9 pP1o P11 P12 P13 P14 P15 P16

pr | pr p1 P P P P PL p1L PL Pp1L P PL p1 PL P1 Pl
P2 PL pP1 Ps5 Ps5 pPL pP1 Ps5 Ps5 P2 P2 144 Pe P2 P2 P6 P6
P3 pr pPs P9 p13 P2 pPs  pPo P4 P3 pr p11 P15 P4 P8 P12 P16
P4 P1 /%53 P13 P9 P2 P6 P14 P10 P4 P8 P16 P12 pP3 pP7 P15 P11
ps | pr p1 p2 P2 p1 p1 P2 P2 Ps  Ps P P6 P5  P5 P P6
143 pPL P11 P Pe PL P11 P P6 143 143 P1 P1 P6 P6 P1 P1
pr7 pr pPs  pPro P4 P2 Ps P9 P13 pr p3 pie P12 P8 pa P15 P11
P8 P1 /%53 P14 P10 P4 P6 P13 P9 P8 P4 P11 P15 pP7 pP3 P12 P16
P9 pr p2  p3 P4 ps  ps  P7 P8 P9 pro P11 P12 P13 P4 P15 P16
P10 P1 P2 pP7 P8 /%53 P6 P3 P4 P10 P9 P16 P15 P14 P13 P12 P11
pi1 | P Pe P11 P Pe P11 P16 P11 P11 P16 Pl P6 pi6 P11 Ps p1
P12 P1 P6 P15 P12 P6 P1 P12 P15 P12 P15 P6 P1 P15 P12 P1 143
p13 | P P2 pa p3 ps  ps P8 pr P13 pPia pPi6 P15 P9 po P12 P11
P14 P1 P2 P8 pP7 /%53 P6 P4 P3 P14 P13 P11 P12 P10 P9 P15 P16
p1s | P pe P12 P15 Pe P11 P15 P12 P15 P12 P6 p1 P12 P15 P1 p6

P16 P1 L6 P16 P11 P6 P1 P11 P16 P16 P11 P1 pP6 P11 P16 P6 P1

El grupo multiplicativo de las unidades de E» es de orden 8 y estd dado por la tabla siguiente:
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pP3s pa pT P8 P9 Pro P13 P14

3 P9 P13 P10 P4 P3 p7 P4 P8
P4 P13 P9 P14 P10 P4 P8 P3 pP7
pP7 Po P14 P9 P13 pP7 P3 P8 P4
P8 P14 P10 P13 P9 P8 P4 p7 3
P9 P3 P4 P P8 P9 pPio P13 P14
po | pr P8 P3 Pa Pr0o P9 P14 P13
P13 | p4 pP3 pPs  PT P13 P14 P9 P10

pia | ps P P4 3 P14 P13 Pro P9

La multiplicacién en F5 es dada por

abwgit;  sii+7 <2 o
awgibwg; = ,donde 0 <i,j5 < 2.
ab(l+z)wy sii+j=2,

357

Se renombran los elementos de F5 = {101, 12, 73,14, 15, 765 117: 118 M9 105 115 11125 113, 114, N155 116

para construir su tabla de multiplicacidn.

* moon2 M3 N4 5 MNe M7 78 79 710 M1 M2 M3 M4 M5 M6
m m m m m m m m m m m m m m m m m
T2 m m 75 75 mo m 15 75 72 2 76 N6 72 72 M6 N6
73 mons M3 N9 M2 MNe M4 TNi0o 13 n s M1 74 78 e T2
T4 m 5 79 ms 72 TMe Mo M4 T4 78 T2 Te 713 n7 1 s
ns moomo N2 N2 nmoomo N2 2 N5 s e e s s 76 e
Tle mo Mmoo 7Me M6 1 M MNe N6 N6 N6 m 1 N6 N6 m 1
nr m o M5 M4 Mo M2 Ne M3 M9 nr 3 M2 M6 18 M4 mi1 M5
718 m 5 T M4 12 Te 19 ms 78 T4 s 71 7 3 Te T2
M9 mon2 "3 yz N5 M6 N7 8 79 Mo M1 M2 M3 N4 M5 N6
o m o n2 N7 718 s  TMe 73 T4 o 79 e Ts T4 113 T2 711
mi | M Me Ms M2 Me M1 M2 M5 M1 M6 15 2 e M1 12 5
M2 | M Me M1 Me MNe M1 M6 N1 M2 M5 12 5 ms M2 15 72
ms | Mmoo N2 N4 73 N5 M6 18 nr M3 M4 Me M5 N9 Nmo M2 M1
Ma | 1 N2 78 n N5 76 74 3 4 T3 1 T2 N0 79 ms M6
ms | M Me M M1 Me M1 M1 Mie M5 N2 12 5 M2 M5 15 2
Me | M1 M6 M2 M5 Ne N1 M5 M2 N6 N1 15 72 mi Me 12 5

El grupo multiplicativo de las unidades de F5 es de orden 8 y estd dado por la tabla siguiente:

3 T4 nr 718 79 70 M3 N4

13 ms 19 M4 Mo N3 nr M4 8
N4 19 m3 Mo M4 N4 78 3 nr
nr ma Mo M3 N9 nr 73 8 4
8 o M4 N9 ms M8 M4 Uke 3
9 n3 N4 nr 78 19 Mo 713 M4
Mo | M7 s 3 M4 no 1M M4 M3
ms | T4 73 78 n ms3 M4 M9 710
M4 | 78 nr M4 3 M4 M3 Mo 79
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3.2. Productos Cruzados de la forma Z&[f)] x ¢ Co. Como en el caso anterior, se obtiene:

Z3[X]
(X2)
La adicién y multiplicacién de este anillo cociente estdn dadas por las siguientes tablas, respectivamen-

={0,z,2z,1,1+ 2,1+ 22,2,2+ 2,2 + 2z}

te:
+ 0 x 2x 1 1+ 14+2x 2 24+ 2+ 2z
0 0 x 2x 1 1+ 1+2x 2 2+ 2+ 2z
T T 2z 0 1+z 1+22 1 242 242z 2
2z 2z 0 x 1+2x 1 1+ 242z 2 24z
1 1 1+z 1+2x 2 242 242z O T 2z
1+ 1+ 1+2x 1 24+ 242z 2 x 2z 0
1+2x | 142z 1 1+z 242z 2 242 2z 0 T
2 2 24+ 242z 0 T 2z 1 142 1422
242 242 242z 2 T 2z 0 1+z 1+2x 1
2422 | 242 2 24+ 2x 0 x 14+2x 1 1+
* 0 =z 2¢ 1 1+x 14+2x 2 2+ 2+ 2z
0 0 O 0 0 0 0 0 0 0
T 0 0 0 T T T 2z 2z 2z
2z 0 0 0 2z 2z 2z T T T
1 0 =z 2z 1 1+ 1+22 2 24z 242z
1+ 0 =z 2 14+=x 14+2x 1 242 2 2+x
1+22 | 0 =z 2¢ 142z 1 1+ 242 242z 2
2 0 2z = 2 242z 24z 1 1+2x 14z
242 0 2z =z 242 2 242z 142z 1+=z 1
242x | 0 2z «x 242x 2+=x 2 1+x 1 1+ 2x
Sea A = Zé([ii] Si la accién de C sobre A es dadaporg-1 =1, g-x = —a, al producto cruzado

A x ¢, Cs, denotaremos por I3 cuando o = 1; por J3 cuando o« = 2. Enelcasoenqueg-1 =1,9 -2 =z,
dicho producto cruzado lo denotaremos por E5 cuando o = 1; por F3 cuando o = 2.
Zs[X]
(X2)
mentos de I3, .J3, E3 y F3. Por ejemplo, veremos algunos productos de elementos de I3 y .J3, en las paginas
9y 15, respectivamente:

1) Korkag = [2zw1 + (2 + 22)wy| (w1 + 2w,] = Ko,
2) Kogker = w1 + 2wy] [2zw1 + (2 + 22)w,] = Kis,
3) veurs = [(1 4 22)wy] [(2 + 22)w1 + 2zw4] = vor,
4) vrsve = [(2 4 22)w1 + 22w, [1 + 22)wy] = vi6.

Utilizando la tabla de multiplicacion de

y la férmula (2.1), calcularemos los productos de ele-

X
Si A= 5([29, entonces observando la tabla de multiplicacién de A vemos que
A*={1,2,1+x,2+x,1+2x,2+2z}. Sea C2 = {1, g} un grupo ciclico de orden 2. Se define la accién
de C3 sobre Aporg-1=1yg-z = —z. Los tnicos elementos o de A* talesque g- o« = awson 1 y 2.

Para cada o € A* tal que ¢ - & = «, por el Ejemplo 2.1, la aplicacién f, : Cy x Cy — A* definida por

o 1 sit4+j<2
falg'sg’) = L
a Ssii+j5>2,

donde 0 < 7, j < 2, es un 2-cociclo para el producto cruzado A xy, Co.

Para oo = 1, se denota A <y, C5 por I3; para & = 2, se denota A <7, Cs por Js.

Axy Cy = Aws @ Awy = {0, zwy, 22wy, wg, (14+2)wg, (1422)wg, 2wy, (242w, (2422)wg, Twr, Twi +
Twg, Tw1 + 20wy, 2w1 + wg, zw1 + (1 + 2wy, 2wi + (1 4 22)wy, 2wi + 2wy, zwi + (2 + T)wg, Twi +
(24 22)wy, 22w1, 22W1 + 2wy, 2zwW1 + 20Wg, 22w + Wy, 22w + (1 + 2)wg, 22w1 + (1 4+ 22)wy, 22w +
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2wy, 2zw + (24 T)wg, 2ow1 + (24 22wy, w1, w1 + Wy, w1 + 2TwWg, w1 +wg, w1 + (1 + 2)wg, wr + (14
2z)wg, w1 + 2wy, w1 + (2+ 2)wg, w1 + (24 22)wg, (1 + x)w1, (1 + 2)w1 + 2wy, (1 + 2)wi + 22wy, (1+
z)w1 +wg, (1+z)wi + (1 +2)wg, (1+z)wr + (14 22)wg, (1 +z)wi + 2wy, (1 +2)wi + (2 + z)wg, (14
z)wi + (24 22)wg, (1 + 22)w1, (1 4+ 22)wi + 2wy, (1 4 22)w1 + 22wy, (1 + 22)wi + wy, (1 4+ 2z)wy +
(14 2)wg, (1 4+ 22)w1 + (1 + 2z)wy, (1 + 22)wi + 2wy, (1 + 2z)wi + (2 + z)wg, (1 + 22)w; + (2 +
2r)wy, 2w1, 2wy + Twg, 2w1 + 20wy, 2w + We, 2w1 + (1 + 2wy, 2w1 + (1 + 22wy, 2w1 + 2wy, 2w1 +
(24 2)wg, 2wi + (24 22)wg, (2+ z)wr, (2+ z)wr + 2wy, (2+ T)w1 + 22wy, (24 T)wi +wg, (2+T)wi +
(14+2)wg, 2+ z)wr + (1+22)wg, (24 x)w1 + 2wy, (2+x)w1 + (2+ 2)wy, (24 2)wi + (24 22)wg, (2+
2z)wi, (24 22)wi + 2wy, (2 + 22)wi + 22w, (2 + 22)w1 + wy, (2 + 2z)wr + (1 + z)wg, (2 + 22)wi +
(1 +22)wy, (2 + 22)w1 + 2wy, (24 2z)w1 + (2 + 2)wy, (2 + 22)w1 + (2 + 22)wg ).

La multiplicacién en I3 es dada por awyibwgi = ab? wgi+;.

Se renombran los elementos de I3 preservando el mismo orden de la siguiente manera:

I3 == {Kla KR2,R3, K4, K5, K6, K7, K8, K9, K10, K11, K12, K13, K14, K15, K16, K17, K18, K19, K20,

K21, K22, K23, K24, K25, K26, K27, K28, K29, K30, K31, K32, K33, K34, K35, K36, K37, K38, K39, K40,

K41, K42, K43, K44, K45, R46, K47, K48, K49, K50, K51, K52, K53, K54, K55, K56, K57, K58, K59, K60,

K61, K62, K63, K64, K65, K66, 167, K68, K69, K70, K71, K72, K73, K74, K75, K76, K77, K78, K79, K80, kg1 }, con el
propdsito de construir su tabla de multiplicacién. Dicha tabla consiste de cinco tablas mas pequeiias, cada
una de ellas es distribuida en una pagina, como se muestra a continuacion:
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* Rl r2 ®3 k4 k5 k6 k7 ~8 k9 k10 ®11 k12 k13 k14 k15 k16
K1 K1 Rl Rl K1 K1 Rl k1 K1 Rl r1 K1 Rl K1 K1 Rl Rl

K2 k1 Rl Rl k10 k10 k10 k19 k19 k19 k1 K1 Rl k10 k10 k10 k19
K3 K1 K1 K1 k19 K19 K19 ®10 K10 K10 Rl K1 K1 R19 K19 K19 ®10
R4 K1 r19 k10 k28 r46 r37 k55 R73 r64 r3 r21 K12 k30 r48 ®39 R57
K5 K1 k19 k10 k37 K28 K46 k73 K64 K55 r3 K21 K12 k39 K30 K48 RT75
K6 K1 K19 ®10 K46 K37 R28 K64 K55 RT3 r3 K21 K12 K48 K39 K30 K66
r7 r1 ®10 k19 k55 r64 R73 k28 ~37 r46 k2 r11 ®20 k56 K65 r74 k29
2] K1 k10 k19 k64 K73 K55 k46 K28 R37 k2 K11 K20 K65 K74 K56 Ra47
K9 K1 ~10 ®19 K73 K55 R64 w37 K46 R28 K2 K11 ®20 K74 K56 R65 r38
k10 K1 ~1 ®1 k2 K2 K2 k3 k3 r3 k1 K1 r1 k2 K2 K2 ®3

K11 K1 K1 K1 k11 K11 K11 k21 K21 K21 K1 K1 K1 R11 K11 K11 R21
K12 K1 K1 Rl K20 k20 ®20 K12 K12 r12 K1 K1 Rl ®20 k20 ®20 K12
k13 K1 k19 k10 k29 ra7 ~38 K57 r75 K66 r3 r21 r12 k28 K46 r37 K56
K14 K1 K19 ®10 w38 K29 ra47 RT5 K66 K57 R3 K21 K12 w37 K28 K46 K74
k15 r1 k19 k10 ka7 ~38 k29 R66 r57 R75 r3 r21 K12 k46 r37 r28 K65
K16 k1 k10 k19 K56 K65 K74 k30 K39 K48 k2 K11 r20 K57 K66 R75 k28
K17 K1 K10 K19 K65 K74 K56 k48 K30 K39 k2 K11 K20 K66 K75 K57 K46
r18 r1 ®10 k19 R74 ~56 R65 k39 r48 ®30 k2 r11 ®20 R75 r57 ~66 r37
K19 K1 K1 Rl k3 K3 r3 k2 K2 K2 K1 K1 K1 r3 K3 K3 k2

K20 K1 K1 Rl K12 K12 R12 ®20 K20 ®20 K1 K1 Rl K12 K12 R12 ®20
K21 K1 K1 K1 k21 K21 K21 K11 K11 K11 K1 K1 K1 K21 K21 K21 K11
K22 K1 K19 k10 ®30 K48 K39 K56 K74 K65 R3 K21 K12 k29 ra7 K38 K55
K23 K1 ®19 ®10 K39 ®30 R48 K74 K65 K56 r3 K21 r12 r38 K29 ra7 RT3
K24 K1 r19 k10 k48 ~39 k30 k65 K56 r74 ®3 r21 K12 k47 ~38 r29 k64
K25 K1 K10 K19 K57 K66 K75 k29 K38 K47 k2 K11 K20 K55 K64 K73 ®30
r26 r1 ®10 k19 ~66 R75 R57 k47 k29 ~38 k2 k11 ®20 k64 K73 R55 k48
r27 k1 r10 k19 RT5 R57 K66 k38 ra7 K29 k2 r11 r20 RT3 K55 r64 k39
K28 K1 K2 K3 k4 K5 K6 w7 K8 K9 ®10 K11 K12 ®13 K14 K15 K16
k29 r1 K2 r3 k13 r14 k15 k25 r26 r27 k10 k11 K12 k22 r23 r24 rT

k30 K1 K2 R3 K22 k23 K24 K16 R17 R18 k10 K11 K12 K4 K5 k6 K25
K31 K1 K20 K12 w31 K50 R42 K61 K80 RT72 K12 K1 K20 K42 K31 K50 K72
r32 r1 ®20 K12 k40 ®51 ®40 R79 R71 R63 k12 r1 ®20 k51 k40 r32 k63
K33 K1 K20 K12 k49 K41 K33 k70 K62 r81 k12 K1 K20 k33 K49 K41 K81
K34 K1 K11 r21 K58 K68 RT78 K34 K44 K54 R11 K21 Rl K68 K78 K58 K44
K35 K1 r11 R21 R67 R77 R60 k52 r35 K45 k11 r21 m1 RT7 ~60 R67 R35
K36 K1 K11 K21 K76 K59 K69 k43 K53 K36 R11 K21 K1 K59 K69 K76 K53
K37 K1 r2 r3 K5 k6 Raq k9 w7 k8 k10 k11 R12 K14 K15 ®13 r18
~38 K1 K2 r3 k14 k15 k13 k27 K25 K26 k10 r11 r12 k23 K24 K22 r9

K39 K1 K2 K3 w23 K24 K22 k18 K16 R17 ®10 K11 K12 K5 K6 K4 w27
r40 r1 ®20 K12 k32 R51 r40 k63 r79 R71 k12 r1 ®20 k40 k32 r51 r71
K41 K1 k20 K12 K41 ~33 K49 K81 K70 R62 K12 K1 ®20 K49 K41 ®33 K62
K42 K1 K20 K12 *50 K42 r31 K72 K61 ~80 K12 K1 K20 k31 K50 K42 ~80
r43 r1 r11 k21 k59 r69 R76 k36 r43 ®53 k11 r21 r1 R69 r76 ®59 k43
K44 K1 R11 K21 ~68 K78 K58 K54 K34 K44 k11 K21 Rl K78 K58 K68 K34
K45 K1 K11 r21 g K60 reT K45 K52 R35 R11 K21 Rl R60 KeT RTT K52
K46 r1 K2 ~3 k6 R4 ®5 k8 k9 rT k10 r11 r12 k15 k13 r14 R17
ra7 K1 K2 r3 k15 K13 K14 k26 K27 K25 k10 K11 K12 k24 K22 K23 K8

K48 K1 r2 r3 K24 R22 ®23 r17 ®18 r16 k10 K11 R12 k6 Kq K5 R26
K49 K1 ®20 r12 k33 r49 k41 r62 ~81 R70 k12 K1 ®20 k41 ~33 r49 R70
K50 K1 K20 K12 k42 K31 K50 ~80 K72 K61 R12 K1 K20 R50 K42 K31 K61
K51 r1 ®20 K12 K51 r40 K32 k71 ~63 r79 k12 r1 ®20 k32 K51 r40 r79
K52 k1 r11 R21 R60 R67 R77 k35 K45 K52 k11 r21 Rl k67 g ~60 k45
K53 K1 K11 K21 *69 K76 K59 K53 K36 K43 R11 K21 K1 K76 K59 K69 ~36
K54 r1 r11 k21 R78 ~58 r68 k44 r54 r34 k11 r21 r1 k58 ~68 r78 K54
K55 k1 K3 K2 w7 k9 r8 K4 K6 K5 K19 K21 R20 K25 K27 K26 K22
K56 K1 K3 K2 K16 K18 r17 k22 K24 ®23 k19 K21 K20 w7 K9 K8 K13
R57 K1 r3 k2 k25 r27 K26 k13 r15 r14 k19 r21 K22 ®16 k18 r17 k4

K58 K1 K21 K11 k34 K54 K44 k58 K78 K68 k21 K11 K1 K54 K44 K34 R78
K59 K1 K21 R11 K43 K36 K53 K76 K69 K59 w21 K11 Rl K36 K53 k43 K69
~60 K1 r21 k11 k52 r45 ®35 R67 ~60 R77 k21 r11 Rl k45 K35 r52 k60
K61 K1 K12 ®20 k61 K72 ~80 R31 K42 K50 ®20 K1 K12 ~80 K61 K72 K50
K62 K1 r12 ®20 K70 K81 r62 K49 ®33 Rq1 ®20 K1 r12 K62 K70 r81 R41
~63 K1 r12 ®20 R79 ~63 R71 k40 K51 K32 k20 K1 K12 RT1 k79 r63 k32
K64 K1 K3 K2 w8 K7 K9 k6 K5 K4 k19 K21 K20 K26 K25 K27 k24
r65 K1 r3 K2 k17 r16 K18 k24 r23 k22 k19 r21 ®20 rg r7 r9 k15
K66 K1 r3 K2 K26 K25 R27 K15 K14 R13 K19 K21 ®20 r17 k16 R18 k6

KeT K1 K21 R11 w35 K52 K45 *60 rTT K67 w21 K11 K1 K52 K45 K35 rT77
~68 r1 r21 k11 r44 r34 r54 R78 ~68 K58 k21 k11 m1 k34 K54 r44 ~68
~69 K1 K21 R11 k53 K43 K36 k69 K59 K76 k21 K11 Rl k43 K36 K53 K59
K70 K1 K12 ®20 K62 K70 r81 w33 K41 R49 ®20 K1 R12 ~81 K62 RT70 K49
R71 r1 r12 k20 RT71 r79 k63 k51 r32 ®40 k20 r1 K12 k63 k71 r79 k40
K72 K1 K12 K20 ~80 K61 K72 k42 K50 K31 ®20 K1 K12 RT72 K80 K61 K31
K73 K1 r3 r2 K9 r8 rT K5 Kq k6 k19 K21 ®20 r27 K26 R25 r23
K74 K1 r3 k2 k18 r17 k16 k23 K22 r24 k19 r21 ®20 k9 at] r7 k14
K75 K1 K3 K2 w27 K26 K25 k14 K13 K15 k19 K21 K20 K18 K17 K16 K5

K76 r1 r21 k11 ~36 ®53 k43 k59 R76 k69 k21 k11 r1 k53 k43 ~36 R76
r7T7 K1 r21 k11 k45 K35 K52 RTT r6T7 K60 k21 K11 Rl ®35 K52 K45 R67
K78 K1 K21 R11 K54 K44 K34 ~68 K58 K78 k21 K11 K1 K44 K34 K54 K58
k79 r1 r12 k20 k63 r71 r79 k32 r40 k51 k20 r1 K12 R79 k63 R71 k51
K80 K1 K12 R20 K72 K80 K61 K50 K31 K42 K20 K1 K12 K61 K72 ~80 K42
K81 K1 K12 K20 w81 K62 RT70 K41 K49 ®33 ®20 K1 K12 k70 K81 K62 ~33
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R17 ®18 k19 ~20 r21 k22 ~23 r24 K25 ~26 r27 k28 ~29 ~30 k31 ~32
K1 iR1 r1 Rl r1 r1 ®1 K1 r1 ®1 K1 r1 ®1 K1 r1 r1 K1
k2 k19 k19 k1 K1 K1 k10 k10 r10 k19 k19 k19 K2 k2 K2 k11 k11
®3 F10 ~10 m1 K1 r1 r19 K19 K19 ®10 K10 K10 "3 K~3 "3 r21 w21
K4 RT5 R66 k2 ®20 r11 k29 ra7 ~38 k56 K74 R65 k4 k22 r13 k31 k49
k5 K66 K57 k2 K20 r11 ~38 K29 ra47 r74 K65 K56 K5 k23 K14 K41 k32
K6 R57 R75 m2 £20 R11 rat ~38 ~29 "65 K56 K74 "6 K24 K15 K51 R42
K7 K38 r47 k3 r12 r21 k57 ~66 R75 k30 ~39 r48 r7 k16 r25 k61 R70
kg k29 ~38 ®3 K12 K21 ~66 K75 K57 r48 ~30 ~39 a2} K17 ~26 r71 ~80
K9 ka7 k29 "3 K12 r21 K75 K57 ~66 k39 a8 ®30 r9 K18 "27 k81 ~63
R10°k3 r3 R1 K1 m1 k2 K2 K2 r3 k3 r3 k10 k10 ®10 k11 k11
R11'R21 K21 Rl K1 K1 m11 K11 K11 m21 K21 K21 r11 K11 K11 K21 R21
r12'K12 K12 r1 r1 r1 k20 ®20 ®20 k12 K12 r12 k12 K12 r12 r1 K1
R13:RT74 K65 k2 ®20 r11 ®30 K48 r39 K55 K73 r64 k13 K4 K22 k41 k32
R14'K65 K56 m2 £20 r11 ®39 ~30 K48 R73 K64 K55 K14 K5 ~23 K51 R42
R15°K56 r74 k2 ®20 r11 k48 ®39 ®30 r64 K55 R73 k15 ke r24 k31 K49
R16:R37 K46 ®3 K12 r21 K55 K64 R73 k29 K38 r47 k16 k25 r7 RT1 R80
R17R28 "37 "3 K12 K21 K64 K73 K55 raT K29 ~38 R17 K26 az:} A2:31 "63
K18'K46 r28 k3 r12 r21 RT3 K55 r64 ~38 ra7 K29 k18 k27 r9 k61 R70
R19:k2 K2 R1 K1 K1 ®3 ~3 "3 "2 "2 K2 K19 r19 K19 K21 k21
®20°720 ®20 Rl K1 r1 K12 K12 K12 ®20 £20 ~20 k20 ~20 ~20 r1 K1
R21°F11 ®11 R1 K1 ®1 k21 r21 r21 k11 k11 ®11 k21 k21 r21 k11 k11
R22:R73 K64 "2 £20 r11 r28 K46 "37 R57 K75 K66 r22 ~13 Lzt K51 k42
£23'K64 K55 k2 ~20 r11 k37 ~28 r46 R75 ~66 R57 k23 K14 r5 k31 ra9
K24°K55 R73 k2 ®20 ®11 k46 r37 r28 k66 K57 R75 k24 k15 r6 k41 k32
R25'739 "48 "3 K12 K21 K56 K65 K74 r28 K37 K46 "25 ks K16 ~81 "63
£26:£30 ®39 k3 r12 r21 k65 K74 R56 k46 r28 r37 k26 ] r17 k61 k70
R27:R48 k30 R3 K12 r21 R74 K56 K65 RT3 K55 r64 R27 k9 r18 R71 k80
R28R17 m18 ®19 £20 K21 w22 K23 K24 "25 K26 K27 m28 K29 ~30 r31 ®32
K29:K8 r9 k19 ®20 r21 k4 k5 r6 k16 k17 r18 k29 ~30 r28 k41 K42
R30'%26 K27 k19 K20 K21 k13 K14 K15 rT at] K9 ®30 K28 K29 K51 k49
R31'R61 ~80 ®20 K12 r1 "50 K42 "31 ~80 K72 K61 m31 K50 r42 rel ~80
K32:KT9 R71 k20 r12 m1 k32 K51 ®40 RT71 ~63 r79 k32 K51 r40 R71 k63
R33:K70 r62 ®20 K12 K1 r41 £33 K49 "62 K81 K70 ~33 r49 K41 "8l R70
K34'K54 r34 r21 K1 r11 R78 K58 ~68 k54 K34 r44 k34 ra4q K54 r1 K11
K35:K45 K52 k21 K1 ®11 k60 k67 R77 k45 K52 "35 ®35 K45 K52 R11 k21
®36:736 "43 m21 K1 r11 ~69 K76 K59 "53 K36 K43 ~36 K43 K53 r21 Rl
K37'K16 r17 k19 ®20 r21 k23 K24 K22 k27 k25 r26 r37 ~38 ~39 k41 K42
R38:RT rg k19 ®20 K21 ®5 k6 R4 k18 k16 r17 ~38 k39 ~37 k51 k49
R39:K25 K26 ®19 K20 K21 R14 K15 K13 "9 ks a2} ~39 K37 ~38 ~31 R32
£40°K63 r79 k20 r12 r1 k51 r40 r32 r79 k71 ~63 k40 k32 ®51 R71 k63
R41:R81 R70 ®20 K12 Rl k33 K52 K44 R70 K62 ~81 k41 K33 r49 r81 R70
R42:R72 K6l ®20 K12 K1 r42 K31 ~50 "6l ~80 K72 R42 K31 K50 r6l ~80
K43'K53 ~36 k21 r1 ®11 R76 k59 r69 k53 r36 r43 k43 K53 ~36 k11 k21
R44'k44 K54 R21 K1 R11 "58 K68 K78 K44 K54 K34 K44 K54 K34 m21 k1
K45'K35 k45 K21 K1 r11 ReT K77 ®60 K35 K45 K52 k45 K52 K35 r1 K11
K46°718 r16 k19 ®20 r21 k24 K22 r23 k26 k27 r25 k46 ka7 r48 k51 k49
R4T7ik9 K7 ®19 K20 K21 "6 s K5 r17 K18 K16 rat 48 K46 ®31 k32
K48k 27 K25 k19 £20 r21 k15 ®13 r14 rg "9 r7 k48 ra6 ra7 k41 K42
K49'K62 r81 ®20 K12 ®1 k49 K41 ®33 k81 k70 r62 k49 r41 ~33 r81 R70
®50:780 K72 ®20 K12 K1 ®31 K50 K42 RT72 K61 ~80 "50 K42 K31 r61 ~80
R51°R71 r63 k20 K12 r1 k40 K32 r51 k63 k79 r71 k51 k40 r32 R71 k63
R52:K52 K35 k21 K1 K11 RT7 K60 R67 K52 K35 K45 K52 K35 K45 K21 k1
R53:743 K53 m21 K1 r11 "59 K69 K76 r43 K53 K36 "53 ~36 K43 r1 m11
K54°K58 r44 k21 r1 r11 R68 r78 r58 k34 r44 r54 K54 ~34 r44 k11 K21
R55:%24 K23 k10 r12 K11 k16 K18 r17 ®13 K15 K14 K55 K57 K56 K61 k63
R56:715 K14 ®10 K12 R11 K25 K27 K26 R4 K6 K5 K56 K55 K57 R71 K70
R57R6 ®5 k10 r12 ®11 rT k9 ~g k22 K24 r23 R57 K56 "55 k81 R80
R58:768 K58 R11 K1 K21 r44 K34 K54 ~68 K58 K78 "58 K78 K68 r1 k21
K59'K59 R76 r11 K1 r21 KR53 ~43 ~36 k59 K76 r69 k59 K76 ~69 k11 K1
R60:RTT R67 k11 K1 r21 k35 K52 r45 RT77 k67 ~60 R60 r77 R67 r21 k11
R61:R31 r42 m12 ~20 K1 R72 ~80 K61 m42 K50 K31 m61 K72 ~80 r31 k42
£62'749 ~33 k12 ®20 r1 k81 K62 r70 k33 K41 r49 k62 k70 ~81 k41 K49
R63:740 K51 k12 ®20 Rl k63 K71 r79 k51 K32 r40 K63 k71 r79 k51 k32
R64:723 r22 ®10 K12 r11 m17 K16 K18 ®15 K14 K13 "64 K66 K65 r71 R70
K65°K14 ®13 k10 r12 r11 K26 r25 r27 R6 [t} R4 K65 K64 ~66 k81 ~80
R66:75 R4 k10 K12 K11 ~g k7 r9 k24 K23 K22 K66 K65 K64 K61 k63
RETHRET ~60 m11 K1 K21 K45 K35 K52 ReT ~60 K77 ReT ~60 K77 m11 K1
K68:F58 R78 k11 r1 r21 k54 r44 r34 k58 k78 ~68 r68 K58 R78 k21 k11
R69'R76 ~69 R11 K1 K21 ~36 K53 K43 R76 K69 K59 ~69 K59 K76 r1 k21
K70°R33 R41 r12 ~20 r1 K70 K81 K62 R4l K49 "33 R70 K81 r62 k41 ra9
R71:R51 K32 k12 ®20 ®1 R79 ~63 R71 k32 k40 ®51 RT71 k79 "63 k51 k32
R72:R42 ~50 R12 £20 K1 m61 K72 <80 "50 K31 K42 R72 <80 K61 m31 k42
KT73'R22 K24 k10 K12 k11 k18 K17 k16 k14 ®13 r15 K73 K75 r74 k81 <80
K74°K13 k15 k10 r12 R11 R27 r26 r25 ®5 K4 r6 R74 K73 R75 k61 k63
R75R4 L6} ®10 K12 r11 "9 s} v ®23 K22 K24 K75 K74 K73 r71 R70
KT76:K69 r59 k11 r1 r21 k43 ~36 ®53 k69 ~59 R76 R76 ~69 ®59 k21 k11
RT7TR60 R77 k11 K1 K21 K52 K45 K35 R60 v R67 R77 K67 ~60 Rl k21
R78KT8 n68 m11 K1 K21 K34 K54 K44 R78 K68 K58 R78 ~68 K58 r11 Rl
RT79'K32 r40 k12 ®20 r1 k71 k79 ~63 k40 k51 r32 r79 ~63 r71 k51 K32
R80'F50 K31 k12 ~20 K1 ~80 K61 R72 k31 K42 K50 ~80 K61 R72 k31 k42

K81:K41 R49 K12 K20 K1 K62 K70 K81 k49 K33 K41 ~81 K62 K70 K41 K49
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k33 ~34 ®35 ~36 ~37 ~38 ~39 ~40 k41 R42 43 k44 R45 46 k47 48
K1 iR1 r1 Rl r1 r1 ®1 K1 r1 ®1 K1 r1 ®1 K1 r1 r1 K1
k2 R11 K20 k20 ®20 K2 k2 K2 R11 k11 K11 r20 ®20 k20 K2 K2 k2
R3 k21 K12 r12 K12 "3 "3 r3 K21 m21 K21 K12 r12 K12 "3 "3 "3
R4 k40 r58 R76 r67 r6 k24 k15 ®33 k51 K42 ~60 R78 r69 "5 k23 k14
K5 K50 R77 K68 K59 K4 k22 K13 k40 k31 K49 K76 R67 k58 K6 K24 k15
k6 F33 r69 ~60 K78 K5 r23 K14 K50 r41 K32 ~63 "59 K77 Lzt "22 ®13
K7 RT9 r34 k43 K52 ~g r17 r26 r62 RT71 ~80 ®35 k44 K53 r9 r18 r27
kg F62 ~53 ®35 K44 K9 r18 K27 K72 ~81 K63 K54 ~36 K45 v r16 R25
K9 K72 k45 K54 ~36 r7 R16 ®25 r79 k61 K70 r43 K52 K34 at} r17 £26
R10°F11 K12 k12 K12 ®10 k10 k10 ®11 k11 K11 r12 K12 K12 ®10 k10 k10
R11'R21 r1 Rl K1 K11 m11 K11 K21 m21 K21 K1 m1 r1 K11 r11 R11
r12:R1 ®20 k20 ®20 K12 k12 K12 r1 Rl K1 ®20 k20 ®20 r12 K12 K12
R13'K50 K69 k60 K78 k15 R6 K24 r40 k31 K49 ~68 k59 k7T K14 R5 k23
R14'733 K58 R76 K67 K13 R4 K22 a2 m22 K13 ~60 R78 ~69 K15 "6 r24
R15:740 r77 r68 ®59 K14 k5 r23 ®33 k51 K42 R76 R67 K58 ®13 k4 K22
R16:%62 K45 K54 K36 R17 k26 at] R72 r81 K63 K43 K52 k34 r18 R27 k9
R1TRT2 K34 r43 K52 m18 r27 K9 K79 "6l K70 K35 K44 K53 K16 K25 r7
r18:KT9 ®53 k35 r44 r16 k25 r7 r62 RT71 ~80 r54 k36 K45 r17 K26 k8
R19'k21 ~20 ®20 £20 K19 ®19 K19 K21 R21 K21 £20 ~20 ~20 K3 "3 ®3
R20°F1 K12 r12 K12 ®20 K20 ~20 m1 r1 K1 K12 k12 K12 ~20 k20 ~20
R21°F11 ®1 R1 K1 r21 k21 r21 r11 k11 k11 Rl Rl K1 r21 k21 k21
k22733 RTT "68 K59 K24 ®15 K6 K50 r41 K32 K76 reT K58 £23 K14 "5
£23'K40 r69 k60 ~78 K22 k13 K4 ®33 k51 K42 ~68 k59 K77 r24 k15 K6
K24°K50 K58 R76 r6T7 r23 k14 K5 ®40 k31 K49 ~60 R78 k69 K22 k13 k4
R25K72 ~53 ®35 K44 K26 a2} K17 K81 "63 K72 K53 "35 ka4 K27 "9 m18
£26°K79 k45 k54 ~36 r27 k9 K18 r62 r71 ~80 r43 K52 r34 r25 r7 K16
R27:R62 K34 k43 K52 K25 rT K16 R72 r81 K63 K35 K44 K53 r26 rg k17
®28:733 K34 ®35 ~36 K37 ~38 ~39 K40 r41 K42 K43 K44 K45 K46 R4t r48
®29:K40 K53 k54 K52 ~38 k39 r37 ®50 k51 k49 ~35 k36 r34 ra47 k48 K46
R30'%50 K45 k43 K44 K39 k37 K38 K33 k31 K32 K54 K52 K53 K48 K46 ka7
R31:RT72 ®1 ®20 K12 K42 ®31 K50 K72 "6l ~80 K12 r1 ~20 K50 R42 K31
K32:KT9 ®20 k12 r1 ®40 k32 K51 r79 RT71 ~63 m1 ®20 K12 ®51 k40 k32
k33762 K12 r1 £20 r41 ~33 K49 K62 ~81 K70 £20 r12 K1 K49 r41 ®33
K34:K21 K58 ~68 ~78 r44 K54 K34 r11 k21 K1 ~68 K78 K58 K54 k34 ra4q
K35:K1 R77 R60 reT7 r45 K52 K35 r21 R1 k11 ~60 R67 k77 K52 k35 k45
R36'F11 ~69 R76 K59 "43 "53 K36 K1 m11 K21 K76 "59 K69 K53 ~36 k43
K37:K40 k45 k43 K44 K46 k47 K48 ®50 k51 K49 K54 k52 K53 r28 k29 ~30
R38:K50 K34 k35 K36 r47 k48 K46 r33 k31 K32 K43 k44 K45 r29 k30 k28
®39:K33 K53 K54 K52 n48 r46 ra7 K40 r41 K42 K35 "36 K34 ~30 r28 ®29
£40°K79 K12 k1 ®20 r51 k40 r32 r79 R71 ~63 ®20 K12 K1 r32 k51 k40
K41°R62 Rl K20 K12 K49 K41 ~33 K62 K81 K70 K12 K1 K20 ®33 K49 K41
R42:R72 r1 ®20 K12 ~50 r42 K31 RT72 "6l ~80 K1 ®20 K12 K31 ~50 K42
R43:R1 r69 R76 r59 ®53 k36 r43 r21 R1 k11 R76 ®59 r69 ~36 k43 k53
R44:k11 ~58 ~68 K78 K54 K34 K44 K1 R11 K21 K68 R78 ~58 K34 K44 k54
K45:R21 r77 ~60 reT K52 K35 K45 r11 r21 K1 ~60 r67 K77 K35 k45 K52
K46°K50 k53 k54 r52 r28 k29 ~30 ®33 k31 k32 ~33 k31 k32 r37 ~38 k39
R47:R33 K45 k43 K44 ~29 ®30 K28 ~40 r41 K42 K54 K52 K53 ~38 ~39 R37
£48'K40 r34 k35 ~36 ®30 k28 ~29 ®50 k51 ra9 r43 k44 ka5 ~39 r37 38
K49'K62 ®20 k12 K1 ®33 k49 K41 r62 k81 k70 r1 ®20 K12 r41 k33 k49
R50:RT72 K12 r1 £20 K31 ®50 K42 K72 m61 ~80 ~20 r12 K1 K42 ~31 ®50
K51°K79 r1 k20 K12 K32 k51 r40 r79 r71 ~63 r12 r1 ®20 r40 k32 K51
R52:R11 R77 k60 r6T7 K35 k45 K52 Rl k11 K21 ~60 R67 k7T K45 K52 k35
R53:H21 ~69 R76 K59 K36 r43 K53 r11 m21 K1 K76 K59 ~69 K43 K53 R36
R54:R1 K58 R68 R78 r34 k44 K54 r21 k1 k11 ~68 R78 K58 r44 k54 K34
R55:R62 K58 k60 K59 RT3 RT75 K74 K79 k81 K80 K76 R78 k77 K64 K66 k65
R56:R72 r77 K76 K78 K74 K73 K75 "62 m61 ~63 ~68 ReT ~69 K65 K64 ~66
RETRTY ~69 R68 reT7 R75 R74 r73 R72 RT71 k70 ~60 k59 K58 ~66 K65 k64
R58:F11 K34 K54 K44 K78 ~68 K58 K21 R11 K1 K54 K44 K34 K68 ~58 k78
K59:K21 K53 r43 ~35 R76 ~69 K59 r1 k21 K11 r43 k36 K53 ~69 k59 K76
K60 F1 K45 k35 K52 R77 R67 ~60 r11 R1 K21 r35 K52 K45 R67 R60 RTT
R61:750 r1 m12 ~20 <80 m61 K72 K50 ®31 K42 £20 m1 K12 K72 r61 R72
£62°733 ®20 r1 K12 r81 k62 k70 ~33 k41 r49 r12 k20 K1 r70 k81 K62
R63:740 K12 ®20 K1 r79 k63 K71 r40 k51 K32 Rl r12 k20 R71 r79 k63
R64: T2 ~69 m68 K67 K55 R5T K56 K62 m61 K63 ~60 "59 K58 K73 K75 r74
k65779 w58 ®60 ®59 R56 k55 k57 r72 r71 r70 R76 R78 w77 r74 RT3 K75
R66:762 R77 R76 K78 K57 K56 K55 r79 k81 K80 ~68 R67 K69 R75 r74 k73
RETR21 R45 "35 K52 ~60 R7T K67 K1 r21 K11 K35 K52 K45 K77 "65 K60
RE8F1 r34 k54 r44 R58 R78 ~68 r11 R1 K21 r54 R44 r34 R78 r68 k58
R69'F11 K53 k43 ~36 K59 R76 K69 K21 R11 K1 ~43 ~36 K53 K76 ~69 k59
K70°R33 K12 ®20 K1 K62 K70 K81 ~33 R4l K49 r1 k12 £20 K81 k62 K70
R71:R40 ®1 k12 ®20 R63 k71 k79 ®40 k51 r34 ®20 R1 K12 r79 k63 rT71
R72:R50 ~20 m1 K12 K61 R72 ~80 K50 ®31 K42 K12 ®20 r1 ~80 "6l k72
RT3'R79 r77 K76 ~78 r64 k66 "65 r72 k71 K70 ~68 r67 ~69 "55 R57 K56
R74°K62 r69 R68 r6T7 K65 R64 ~66 r79 k81 ~80 ~60 "59 ~58 K56 "55 R57
R75R72 "58 *60 K59 K66 "65 K64 r62 m61 K63 K76 R78 K77 K57 "56 R55
RT76R1 K53 k43 ~36 r69 k59 K76 r11 r1 K21 r43 k36 K53 ®59 K76 ~69
RT7TR11 K45 k35 K52 R67 R60 r77 r21 k11 k1 K35 K52 K45 ~60 R77 R67
R78R21 K34 R54 K44 ~e8 K58 K78 K1 m21 K11 K54 r44 K34 K58 R78 m68
KT79°K40 ®20 Rl r12 R71 R79 ~63 r40 k51 k32 r12 k20 K1 r63 R71 k79
R80'F50 K12 k20 K1 R72 ~80 K61 K50 k31 K42 Rl K12 K20 K61 R72 R80
Kg81:K33 r1 r12 ~20 R70 "8l K62 "33 R4l K49 ~20 r1 K12 r62 R70 K81
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ka9 ®50 ®51 R52 ®53 K54 "55 "56 K57 "58 ~59 ®60 ~61 R62 R63 ~64
K1 iR1 r1 Rl r1 r1 ®1 K1 r1 ®1 K1 r1 ®1 K1 r1 r1 K1
k2 R11 R11 k11 ®20 ®20 ®20 K3 K3 r3 K12 r12 k12 k21 r21 K21 k3
R3 k21 K21 m21 K12 K12 m12 K2 K2 "2 ~20 ~20 ~20 K11 K11 r11 m2
R4 K32 ®50 k41 k59 r77 R68 r7 r25 k16 ~34 r52 k43 k61 r79 R70 k9
K5 k42 K33 k51 K78 K69 K60 k9 r27 k18 K45 K36 K54 k81 R72 K63 k8
re R49 ®40 ®31 K67 K58 K76 s K26 R17 K53 K44 K35 K71 K62 ~80 r7
K7 K63 R72 k81 ~36 r45 k54 R4 ®13 k22 K58 r67 R76 k31 r40 k49 k5
kg K70 ~79 m61 K52 K34 "43 r6 K15 K24 K69 K78 ~60 r51 £33 r42 k4
K9 K80 K62 R71 K44 K53 KR35 K5 r14 k23 K77 ®59 k68 K41 K50 k32 K6
R10°F11 R11 k11 K12 r12 k12 k19 r19 ®19 k20 ®20 ®20 k21 r21 k21 k19
R11'R21 K21 m21 K1 K1 Rl K21 K21 m21 K1 K1 m1 K11 K11 r11 R21
r12:R1 r1 r1 ®20 r20 k20 ®20 ®20 k20 K12 r12 k12 K1 r1 r1 ®20
R13:k42 K33 k51 r6T7 K58 R76 K25 r16 rT K53 K44 k35 ~81 R72 K63 R27
R14'k6 K24 ®15 K59 K77 "68 K27 K18 "9 K34 K52 "43 K71 K62 ~80 R26
R15:K32 ®50 k41 r78 r69 R60 r26 r17 rg K45 ~36 k54 k61 r79 R70 K25
R16:R70 r79 k61 K44 K53 k35 K22 K4 ®13 k77 K59 R68 k51 ~33 K42 k23
R1TRTL ~80 r62 K36 K45 K54 K24 T} ®15 K58 KeT K76 K41 K50 "32 R22
K18'K63 R72 k81 K52 r34 k40 k23 r5 r14 r69 R78 R60 k31 r45 K54 k24
R19'k21 r21 R21 £20 ~20 ®20 K10 K10 ®10 K12 K12 r12 r11 K11 R11 k10
R20°F1 r1 Rl K12 K12 K12 K12 K12 K12 £20 ~20 k20 K1 K1 r1 K12
R21°F11 ®11 k11 K1 ®1 R1 K11 r11 k11 r1 Rl Rl k21 r21 k21 k11
R22:R49 ~40 ®31 K78 ~69 *60 K16 Ay "25 K45 K36 K54 K71 K62 ~80 R18
K£23'K31 k49 k40 reT K58 K76 r18 r9 k27 K53 r44 k35 K61 r79 R70 K17
K24°K42 ®33 k51 K59 R77 R68 r17 ~g k26 K34 R52 k43 ~81 R72 k63 k16
k2579 r61 R70 K54 K36 R45 K13 K22 a2 K69 K78 ~60 K41 K50 "32 k14
£26°K63 R72 k81 r44 ®53 k35 k15 r24 r6 k77 ®59 k68 r31 r40 k49 k13
R27:RT0 r79 k61 ~36 K45 K54 K14 r23 ®5 K58 R67 K76 K51 ~33 K42 k15
R28R49 ~50 R51 K52 K53 K54 K55 K56 R5T K58 K59 ~60 K61 K62 "63 r64
K29:K32 ®33 k31 r44 r45 k43 k57 ®55 k56 r69 r67 r68 ~81 r79 ~80 66
R30'%42 K40 k41 K36 K34 k35 K56 K57 K55 r7T7 K78 K76 K71 R72 ~70 k65
R31:735 K54 r43 £20 R12 r1 K61 ~80 RT72 K1 ~20 R12 K31 K50 R42 K72
K32:K63 r79 RT71 r57 R73 K65 ~63 r79 RT71 K12 m1 ®20 K51 r40 k32 rT71
R33:K70 r62 m81 K1 ~20 m12 K63 K81 R70 ~20 K12 r1 r41 £33 r49 R68
K34:K21 r1 r11 ~78 r58 "68 K58 ~68 R78 K34 r44 K54 K1 R11 k21 ~68
K35:K1 k11 k21 reT7 R77 k60 ~60 R67 RT7 K45 R52 ®35 K21 m1 R11 R67
R36'F11 K21 Rl K59 ~69 K76 K59 K69 K76 K53 K36 ~43 K11 K21 r1 *69
K37:K32 ®33 k31 ~36 r34 k35 K73 r74 R75 k7T r78 R76 ~81 r79 ~80 K55
R38:k42 ®40 k41 K52 K53 K54 K75 R73 R74 K58 r59 R60 k71 R72 R70 K57
R39:F49 ~50 ®51 K44 K45 "43 K74 K75 K73 K69 KeT ~68 K61 K62 ~63 R56
£40°K63 r79 k71 r1 ®20 k12 k79 r71 k63 ®20 r12 r1 k51 r40 k32 k63
K41°R70 R62 K81 k20 K12 K1 K81 RT70 K62 K1 ®20 K12 K41 ®33 K49 K62
R42:780 K72 r61 K12 K1 ®20 ~80 RT72 "6l K12 K1 ®20 K31 K50 r42 K61
R43:R1 r11 k21 r59 r69 R76 k76 ®59 R69 K53 ~36 k43 K21 r1 k11 k59
R44:k11 r21 R1 K78 K58 ~68 K78 K58 ~68 K34 K44 K54 r11 K21 r1 k58
K45:R21 r1 r11 reT r77 ~60 K77 ®60 ReT K45 K52 k35 K1 r11 k21 ~60
K46:r742 ®40 k41 K44 r45 k43 K64 R65 R66 r69 R67 ~68 k71 R72 ®70 R73
R4T7R49 ~50 R51 K36 K34 ®35 K66 K64 "65 K77 K78 R46 K61 K62 ~63 K75
K48:K32 ~33 k31 K52 ®53 k54 ~65 ~66 k64 K58 ®59 R60 K81 r79 ~80 K74
K49:RT70 r62 k81 K12 ®1 ®20 k70 r62 k81 K12 r1 ®20 r41 ~33 k49 k81
®50:780 K72 m61 K1 ~20 m12 K72 K61 ~80 £20 K12 m1 K31 K50 m42 ~80
K51°K63 r79 k71 ®20 K12 k1 r71 r63 r79 K1 ®20 K12 K51 r40 k32 k79
R52:R11 r21 R1 r6T7 R77 R60 K67 R77 k60 K45 K52 k35 K11 r21 Rl RTT
R53:H21 r1 m11 K59 ~69 K76 K69 K76 "59 K53 K36 r43 K1 r11 r21 R76
R54:R1 r11 k21 R78 R58 R68 ~68 R78 k58 r34 r44 K54 K21 r1 k11 k78
R55:R70 R72 RT1 R6T7 r69 R68 K28 ~30 k29 K34 K36 K35 K31 K33 K32 k46
R56:780 r79 ~81 K59 K58 ~60 ~30 ~29 r28 K45 K44 R43 K51 K50 r49 K48
R57R63 r62 k61 R78 r77 R76 k29 r28 ®30 k53 r52 k54 K41 r40 k42 ra7
R58:F11 r1 R21 K44 K34 K54 K34 K54 K44 K58 K78 ~68 K1 K21 m11 k54
K59:K21 k11 Rl ~36 ®53 R43 ~36 K53 k43 ~69 ®59 K76 K21 r11 ®1 K53
K60 F1 K21 k11 K52 K45 k35 r35 R52 k45 r7T R67 R60 k11 ~1 r21 k52
R61:42 ~50 ®31 K12 ~20 Rl K31 K42 "50 K1 K12 ®20 K61 K72 ~80 ®50
£62'749 ~33 k41 r1 K12 k20 ~33 r41 k49 K12 ®20 r1 ~81 r62 R70 K49
R63:732 ®40 k51 ®20 Rl k12 K32 r40 k51 ~20 Rl r12 k71 r79 K63 k51
R64:780 K79 m81 K78 rTT K76 K46 "48 raT K53 K52 K54 K51 £50 r49 R37
£65°%63 K62 k61 r67 r69 r68 r48 ra47 k46 r34 ~36 k35 K41 r40 k42 ~39
R66:R70 R72 RT1 K59 K58 k60 ra7 K46 k48 K45 K44 k43 K31 ~33 K32 k38
RETR21 R11 r1 K52 K45 ®35 K52 K45 "35 K77 KeT ~60 K21 r11 Rl K45
RE8F1 r21 k11 r44 r34 k54 K54 r44 k34 K58 R78 r68 k11 r1 k21 k44
R69'F11 r1 R21 ~36 K53 k43 K53 K43 ~36 K69 K59 K76 K1 K21 r11 k43
KT70'R49 ~33 r41 ~20 r1 r12 K49 ~33 R4l ~20 r1 k12 K81 r62 k70 K41
RT71:R32 ®40 k51 r12 ®20 R1 K51 r32 k40 k1 r12 ®20 k71 r79 k63 k40
R72:R42 ~50 ®31 K1 K12 ®20 K50 K31 R42 K12 ~20 r1 K61 K72 ~80 k42
KT73'K63 K62 k61 K59 r58 k60 ~37 ~39 k38 K45 r44 k43 K41 ®40 k42 28
R74°RT70 R72 RT71 R78 R77 R76 r39 ~38 R37 K53 R52 K54 k31 ®33 k32 ®30
R75780 ~79 r81 K67 ~69 ~68 ~38 "37 ~39 K34 K36 "35 K51 K50 "49 k29
RT76R1 r21 k11 ~36 ®53 k43 r43 ~36 k53 ~69 ®59 R76 k11 r1 k21 ~36
RT7TR11 Rl k21 K52 K45 k35 K45 K35 K52 v R67 R60 K1 r21 k11 k35
R78R21 R11 m1 K44 K34 K54 K44 K34 K54 K58 K78 "68 K21 K11 r1 R34
RT79'K32 r40 k51 r1 K12 k20 r40 ®51 k32 K12 r20 R1 k71 r79 k63 K32
K80F42 K50 K31 k20 Rl K12 K42 K50 K31 K20 Rl K12 K61 RT2 R80 K31

K81:K49 ®33 R41 K12 K20 K1 K41 K49 K33 K1 K12 ®20 K81 K62 K70 K33



364 Ccolque FC.- Selecciones Matemiticas. 2023; Vol. 10(2): 352-369

K65 K66 RET K68 K69 K70 K7l Ry2 K73 R4 K75 K76 K77 K78 K79 K80 K8l
R1iR] K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1 K1
K2iR3 K3 K12 K12 K12 K21 K21 K21 ~3 ~3 K3 K12 R12 K12 K21 K21 K21
K3ikQ K2 K20 K20 K20 K11 K11 K11 K2 K2 K2 K20 K20 K20 11 K11 K11
K4qik27 K18 K36  R54 K45  KE3 K8l K72 Ky K26 K17 K35 K53 K44 KE2 R8O KTI
K5i826 K17 K44 K35 K53 R8O  RTL  Re2 KT K25 K16 K43 R34 K52 K79 K70 K61
KER25 K16 K52 K43 K34 K70 REL K79 K9 K27 K18 K54 K45 K36 K72 K3 K81
K714 K23 K59 RE8  KTT K32 K4l K50 K6 K15 K24 KGO  RE9 KT8 K33 K42 K51
K8iK13 K22 KET  RT6  KE8 K49 K31 K40 K5 K14 K23 KE8 K77 K59 K50 K32 k41
KQIR15 K24 KT8 K60 KG9 K42 K51 K33 KR4 K13 K22 K76 K58  RGT K40 K49 K31

K10'F19 K19 K20 K20 K20 K21 K21 K21 K19 K19 K19 K20 K20 K20 K21 K21 K21
K11:R21 K21 K1 K1 K1 K11 R11 K11 K21 A2l K21 K1 K1 K1 k11 R11 Rl
K12:R20 K20 K12 K12 K12 K1 K1 K1 K20 K20 K20 K12 K12 K12 KRl K1 K1

K13:R18 K9 K43 R34 K52 K71 K2 K80 K26 K17 K8 K54 K45 K36 K79 K70 K61
K14:R17 K8 K36 M54 K45 K70 K61 K79 K25 K16 AT K53 K44 K35 K70 K61 K79
K15:616 KT K44 K35 K53 KE3 K81l K72 K27 K18 K9 K43 R34 K52 KE2 R8O KTI
K16:R5 K14 R78 KGO0 K69 K49 K31 K40 K24 KE K15 ®76 K58 K67 K50 K32 R41
R17:R4 K13 K59 K68  KTT K42 K51 K33 K23 K5 K14 K60 K69 KT8 K40 K49 K31
K18:K6 K15 KE7 K76 K58 K32 K41 K50 K22 K4 K13 KRG8  RTT K59 K33 K42 K51
K19:A10 K10 R12 K12 K12 K11 R11 KI1 K10 R10 K10 K12 K12 K12 KRI1 K11 R11
K20'F12 K12 K20 K20 K20 K1 K1 K1 K12 R12 K12 K20 K20 K20 K1 K1 K1

K21:R11 K11 K1 3 K1 K21 K21 K21 K11 K11 K11 K1 K1 3 K21 K21 K21
K22iRg K27 ®44 K35 K53 K70 KE1 K79 K17 K8 K26 ®43 K34 K52 K72 K63  R8L
K23:iRg K26 K52 K43 K34 K63 K81 K72 K16 KT K25 K54 K45 K36 K62 K80  RTL
K24iR7 K25  ®36 K54 K45 R8O K71 K62 K18 K9 K27 K35 K53 K44 K79 KTO  REL
K25:£23 K5 K68  RTT K59 K40 K49 K31 K15 K24 KE K67 K76 K58 K42 K51 K33
k26122 K4 K78 RGO K69 K32 K41 K50  Rl4 K23 K5 K76 K58  KET K33 K42 K51
K2T7IR24  KG K59 K68 KTT K49 K31 K40 K13 K22 R4 K60 K69 KT8 K50 K32 K41
K28'K65 K66 6T K68 K69 RTO K71 K72 K73 K74 K75 K76 K77 R78 K79 K80 K8l
K20'F64 K65 KT8 KT6 K77 KE3 KRGl KG62 K75 RT3 K74 RGO K58 K59 K72 K70 KT
K30'K66 K64 K59 KGO K58 K80  R81 K79 K74 K75 K73 KRG8 KG9  RET  KG2 K63 K6l
K31:R61 K80 K12 K1 K20 ®42 K31 K50 R8O K72 K61 K20 K12 K1 K50  R42 K31
K321R63 K79 K20 K12 K1 K32 K51 K40 K79 K71 KE3 K1 K20 K12 K40 K32 K51
K33:K60 K76 K8 K27 K16 K47 K39 K28 K81 K70 KE2 K12 K1 K20 K®33 K49 K4l
K34:R78 K58 K44 KB4 R34 K11 K21 Kl K78 K58 KE8 K54 K34 K44 K21 K1 K11
K35:R77 KGO K52 K35 K45 K1 K11 R21 K77 K60 K67 K35 K45 K52 K11 K21 K]

K36:A76 K59 K36 K43 K53 K21 K1 K11 K76 K59 KG9 K43 K53 K36 K1 K11 R21
K37:R56  KET K59 KGO K58  RE3 K61 K62 K64 K65 K66 K68 K69  ReT K72 K70 K71
K38:K55 K56 R6T K68 K69 K80 K81 K79 KE6 K64 K65  RT6  KTT  R78  KE2 K63 KRGl
K39:R5T K55 KT8 K76 K77 RTO K7L K72 KE5 K66 K64 RGO K58 K59 K79 K80 K8l
k4079 KT1 K1 K20 K12 K32 K51 K40 K71 RE3 K79 K12 K] K20  ®40 K32 K51
r41:R81 K70 K12 K1 K20 K49 K41 £33 K70 K62 K81 K20 K12 K1 K33 K49 K41
K42:R80 K72 K20 K12 A1 K42 R31 KRB0 K72 KRGl R8O K1 K20 K12 K50 K42 K31
K43'K69 K76 K36 K43 K53 K1 K11 K21 KG9 K76 K59 K43 K53 K36 K11 K21 K]

K44'R68 KT8 K44 KB4 R34 K21 K1 K11 K68  RT8  KB8 K54 K34 K44 K1 K11 R21
K45RET  KTT K52 K35 K45 K11 K21 Kl K67 K77 KGO K35 K45 K52 K21 K1 r11
K46:A74 K75 KT8 KTE K77 K8O K81 K79 K55 K56 K57 RGO K58 K59 KE2 K63 K6l
R4TIRT3 K74 K59 KEO K58  RTO K71 K72 K57 K55 K56 KRG8 K69  RET K79 K80 K8l
R4g8RTS K73 RET  KE8 K69 KE3 K61 K62 K56 R5T  KE5  R76 K77 K78 K72 K70 K71
K49:RT70  KE2 K20 K12 K1 K49  R41 K33 K62 K81 K70 K1 K20 K12 K33 K49 K4l
K50:R72 K61 K1 K20 K12 K42 K31 K50 K61 R8O K72 K12 K1 K20 KRB0 K42 K31
K51R71 K63 K12 K1 K20 32 K51 K40 K3 K79 K7L K20 K12 K] K40 K32 K51
K521K60 K67 K52 K35 K45 K21 K] K11 K60  R6T  KTT K35 K45 K52 K1 K11 R21
K53:R59 K69 K36 K43 K53 K11 K21 Kl K59 K69 K76 K43 K53 K36 K21 K1 K11
K54:A58 K68 R44 KB4 R34 K1 K11 K21 K58 KRG8 KT8 K54 R34 K44 K11 K21 K]

K55:R48 K47 K52 KB4 K53 K49 K51 K50 R37 K39 K38 K43 K45 K44 K40 K42 R4l
K56:R47 K46 K36 K35 R34 K42 K41 K40  R39 K38 K37 K54 K53 K52 K33 K32 K31
K57R46 K48  R44 K43 K45 K32 K31 K33 K®38 K37 K39 K35 K34 K36 K50 K49 K51
K58K44 K34 KT8 KE8 K58 K21 K11 K1 K44 R34 KB4 KE8 K58 KT8 Kll K1 K21
K59:R43 K36 K59 K76 K69 K11 K1 K21 ®43 K36 K53 K76 KE9  RBY K1 K21 A1l
K60'R45 K35  RET K60  RTT K1 K21 K11 K45 K35 K52 KGO K77 KET K21 K11 Rl

KE1:R31 K42 K20 K1 K12 R8O KRGl K72 K42 K50 K31 K12 K20 K1 K72 RO K61
KE2:R33 K41 K1 K12 K20 K70 K81  KG2 K41 K49 K33 K20 K1 K12 KE2 K70 K81
K63:£32 K40 K12 K20 K1 K63  RTL K79 K40 K51 K32 K1 K12 K20 K79 K63 K71
K64:R39 K38 K44 K43 K45 K42 K41 K40 K28 K30 K29 K35 K34 K36 K33 K32 K31
kG538 K37 K52 KB4 K53 K32 K31 K33 K30 K20 K28 K43 K45 K44 K50 K49 K51
K66:£37 K39 K36 K35 R34 K49 K51 K50 R29 K28 K30 K54 K53 K52 K40 K42 R4l
KETIR35 K52 RET  KEO K77 K11 K1 K21 KR35 K52 K45 K60 RTT K67 K1 K21 R11
kG834 K54 K78 KE8 K58 K1 K21 K11 K34 K54 K44 KE8 K58 KT8 K21 K11 K]

K69'R36 K53 K59 KT6 KG9 K21 K11 Kl K36 K53 K43 K76 KG9 K59 K1l K1 K21
K70'R49 K33 K12 K20 K1 K70 K81 KE2 K33 R4l K49 K1 K12 K20  RE2 K70 K81
KT1R51 K32 K20 K1 K12 ®E3 K71 KT9 K32 K40 K51 K12 K20 K1 K79 K3 KT
RT72iR50 K31 K1 K12 K20 K80 K61 K72 K31 K42 K50 K20 K1 K12 K72 R8O K61
K73:R30 K29 K36 K35 K34 K32 K31 K33 K46 K48 K47 K54 K53 K52 K50 K49 K51
KT41R29 K28 K44 K43 K45 K49 K51 K50 R48 K47 K46 K35 K34 K36 K40 K42 R4l
K75:R28 K30 K52 KB4 K53 K42 K41 K40 R47 K46 K48 K43 K45 K44 K33 K32 K31
RTG53 K43 K59 KT6 KG9 K1 K21 K11 K53 K43 K36 K76 K69 K59 K21 K11 K]

RTTIR52 K45 RET KGO RTT K21 K11 Kl K52 K45 K35 K60 RTT  KET K11 K1 K21
K78K54 K44 KT8 KE8 K58 K11 K1 K21 K54 K44 K34 KE8 K58 K78 K1 K21 R11
KT9IR40 K51 K1 K12 K20  KE3 K7L K79 K51 K32 K40 K20 K1 K12 K79 KE3 KT
K80R42 K50 K12 K20 K1 K80 K61 K72 K50 K31 K42 K1 K12 K20 K72 K80 K6l

K81'K41 K49 K20 Rl K12 K70 ~81 K62 K49 K33 K41 K12 K20 K1 K62 K70 ~81
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Debido a que la inclusién de las tablas de multiplicacién de los productos cruzados J3, E'3 y F3 requeriria
15 paginas, es conveniente mencionar los elementos de los que consiste cada uno y dar explicitamente la
multiplicacién correspondiente. Sin embargo, vamos a exhibir cada uno de los grupos de unidades j;, E3
y F; incluyendo en una pagina mediante dos tablas.

La multiplicacién en J3 es dada por

i o abg’lwgiJrj sit+7 <2 o
awgibwg; = ab? f(g', g7 )wgiti = . ,donde 0 < ,j < 2.
2ab9 w1 sit+j =2,
Se puede renombrar los elementos de .J3 preservando el mismo orden por
J3 = {v1,v2,v3, V4, U5, Vg, U7, Us, Vg, V10, V11, V12, V13, V14, V15, V16, V17, V18, V19, U20,
V21, V22, V23, V24, V25, U26, V27, V28, V29, U30, V31, U32, V33, U4, Uss, Use, V37, U38, U39, V40,
V415 V42, V43, V44, V45, V46, V4T, V48, V49, Us0, Us1, U2, Us3, Usd, Uss, Us6, Us7, Us8,; Us9, V60,
V61, U625 V63, U6, U655 U665 V6T, U6ss U9, UT0, UT1, UT2, U3, UTd, UT5, U765 UTT, UT8, UT9, U0, Usl |
Para construir su tabla de multiplicacién como en el caso anterior consistiendo de 5 tablas.
Por otro lado, si se define la accion de C sobre Aporg-1 =1y g-x = x (accién trivial). Para cada

acA*={1,2,1+ 2,2+ x,1+ 22,2 + 2z}, la aplicacién f, : Co x Cy — A* definida por

o 1 sit+5<2
fuldg'o ) = o
a sit+35>2,

donde 0 < 4, j < 2, es un 2-cociclo para el producto cruzado A x ¢, Cs.
Ademds, si o € Zj se tiene que o = 1, v = 2. En particular, para o = 1, se denota A x ¢, Cy por Ej3; para
a = 2, se denota A x ¢, C5 por F3.
La multiplicacion en E3 es dada por awgibwgi = abwgits.
Andlogamente, se puede renombrar los elementos de F5 preservando el mismo orden por
E3 = {p1, 02,03, P4, P5, P> P75 P85 P9, P105 P115 P12, P135 P14, P15, P165 P17 P18, P195 205
P21, P22; P23, P24, P25, P26 P27, P285 P29, P30, P31, P32, P33; P34, P35, 036, P37; P38, P39 P40,
PA1, P42; P43, P44, P45, P46, PAT, P485 P49, P50, P51, P52, P535 P54, P55, 56, P575 P58, P59 60,

P615 P62 P63, P64 P65, £665 P6T5 P68, 695 PT05 P71, 0725 P35 P74 PT55 P76, P77 PT85 P79, P80 P81} Para cons-
truir su tabla de multiplicacion consistiendo de 5 tablas.

La multiplicacién en F3 es dada por
abwgiv;  sii+7 <2 o
awgibwg; = ,donde 0 <7,5 < 2.
2abwy  sii4+j=2,
Se puede renombrar los elementos de F3 preservando el mismo orden por
Fs = {771,772,7737774,7750767777,778,77977710,7711,7712777137771477715,7716,77177771877719,7720,
121, 1122, 7123, 124, 1125, 1126 5 11275 1128, 1129, 1130 1131, 1132, 71335 7134, 135, 1136, 11375 7138, 1139, 1140,
141,742, 7)43, 144, 145, 1]46 5, 1147, 11485 1149, 11505 151, 11525 1153 5 1154, 1155, 11565 11575 1158, 11595 11605

6150625 1635 164 1165 1166 > 167> 168 11695 11705 1171, 1725 1735 M745 1755 1176, 1775 178, 1779, 780, 781 } Para construir
su tabla de multiplicacion consistiendo de 5 tablas.

Para explicar los grupos J ; y F; necesitamos un nuevo concepto sobre los elementos de J3 y Fj.

Definicién 3.1. El discriminante de un elemento v = (a + bx)wi + (¢ + dx)wy de Js se define como
A(v) = a® — 2¢%. Usando este concepto, J5 = {v € J3 : A(v) # 0}.

Proposicion 3.1. Sea J; = {v € J; : A(v) = 1}, entonces J5 es un subgrupo de J.

Demostracion: Claramente, w; € J3 estden 7;. Ademds, 7; es cerrado bajo la operacién y la inversa.
Seanvyv € j; como en la Definicién 3.1, entonces

v’ = [(aa’ + 2¢c’) + (ba' + ab’ + 2dc’ — 2¢d)z]wr + [(ac’ + ca’) + (b’ + ad' + da’ — b )z]w,.

Luego, A(v') = [(aa’ + 2¢)? — 2(ac + ca’)? = (a® — 2¢2)(a’® — 2¢%) = (1)(1) = 1.

Por otro lado, dado v € j; resolviendo la ecuacién vv’ = wy se obtiene que A(v') = a’ 2 _9¢?=1.0
El discriminante de un elemento v = (a + bx)w; + (¢ + dx)w, de F; también se define como

A(v) = a® — 2¢2. Por lo tanto, F'y = {v € F§ : A(v) = 1} es un grupo de unidades de Fj.
Observacion 3.1. Se cumple la propiedad [A(v)]2 = 1 para todo v € J;. Observando esta propiedad,

vemos que el polinomio X*? + 1 es irreducible en Z3[X].
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vsT
v75
v66
v30
v48
v39
v4

v22
v13
vs

v23
vi4
ve

v24
V15
g

v25
V16
v8

V26
viT
v9

var
v18

vog

V64
v55
v73
V46
v37T
v28
ve5
v56
V74
var
v38
v29
v66
V5T
v75
v48
v39
v30
v5

v23
V14
ve

v24
v15
vy

v22
v13
vg

v27
v18
vy

v25
v16
v8

v26
v17

v3Q

vT3
ve4
v55
v37
v28
v46
VT4
v65
V56
V38
v29
var
v75
v66
v57
v39
v30
v48
vé

v24
V15
v4

v22
v13
v5
v23
vi4
vg

v26
vi7
vg

v27
vi8
vr

v25
v16

v37

v28
v37
V46
V55
v64
v73
v30
v39
v48
v5T
v66
v75
v29
v39
var
v56
v65
V74
vr

vie6
v25
v9

v18
v27
v8

vi7
v26
vy

v13
v22
vg

v15
v24
v5

v1i4
v23

v3g

v37
v46
v28
v73
v55
VG4
v39
v48
v30
vT5
v5T
v66
v38
var
v29
VT4
v56
v65
v8

vi7T
v26
vr

v16
v25
v9

vi18
var
ve

v15
v24
vg

V14
v23
vy

v13
v22

v3g9

v46
v28
V37T
V64
v73
V55
v48
v30
v39
v66
v75
vsT
va7
v29
v3g
v65
v74
V56
v9

vi8
v2r
v8

vi7t
v26
vr

vie
v25
vg

V14
v23
vy

v13
v22
ve

v15
v24

V46

V57T
vTs
v66
v29
var
v38
v55
vT3
V64
v30
v48
v39
V56
vT4
v65
v28
V46
v37T
v13
vy

v22
vi4
v5

v23
v15
v6

v24
v25
v16
vr

v26
v17
v8

v27
v18
v9

v4r

v66
vsT
v75
var
v38
v29
ve4
v55
v73
v48
v39
v30
v65
V56
v74
v46
v37T
v28
vi4
v5

v23
V15
v6

v24
v13
v4

v22
v27
vi8
v9

v25
V16
vr

v26
viT
v8

vy

v75
v66
v5T
v38
v29
var
v73
v64
V55
v39
v30
v48
v74
v65
V56
v37T
v28
V46
V15
vg

v24
v13
v4

v22
vi4
v5

v23
v26
viT
v8

v27
v18
v9

v25
v16
vr

v55

v30
v39
v48
V56
v65
V74
v29
v38
va7
v55
v64
v73
v28
v37
v46
vsT
v66
vT5
vie
v25
vr

vi8
v27
vg

viT
v26
v

v22
v4

vi3
Vo4
v6

vi5
v23
g

vi4

V56

v39
v48
v30
V74
V56
ve5

V16
v25
vr
v18
v27
v9
v24
vg
V15
v23
v5
vi4
v22
v4
v13

vs7

v48
v30
v39
v65
VT4
v56
var
v29
v38
V64
v73
v55
v46
v28
v37
v66
vT5
v57
v18
v27
vg

v1T
v26
vg

v16
v25
vr

v23
v5

vi4
Vo9
va

v13
v24

vEa

V56
v74
v65
v30
v48
v39
vsT
v75
V66
v28
V46
v3T
v55
v73
vE4
v29
va7
v38
v22
v13
v4

v23
vi4
vg

v24
V15
ve

v16
vr

v25
vi7T
v8

v26
vi8
v9

v2T

vE5

ve5
v56
V74

V14
vs
v24
v15
ve
v22
v13
v4
v18
v9
var
v16
vy
v25
v17
vg
v26

vE6

v74
v65
V56
v39
v30
v48
v75
v66
v57
V3T
v28
V46
v73
ve4
V55
v38
v29
var
v24
v15
ve

v22
v13
vy

v23
V14
vs

viT
v8

v26
v18
v9

vaT
v16
vr

v25

vr3

v29
v38
v47
v5T
v66
v75
v28
v37T
V46
V56
v65
V74
v30
v39
v48
v55
V64
v73
v25
vy

v16
v27
v9

v18
v26
v8

v17
v13
v22
v4

Y15
v24
ve

V14
v23

v74

v38
var
v29
vT5
vsT
v66
v37
v46
v28
v74
v56
v65
v39
v48
v30
v73
v55
V64
v26
v8

viT
v25
vy

vi6
var
v9

vi18
v15
v24
vé

vi4
v23
v5

v13
v22
v4

v

var
v29
v38
V66
vTs
V57T
V46
v28
v37
V65
vT4
V56
V48
v30
v39
v64
v73
V55
va2T
v9

v18
v26
v8

vi7T
v25
vr

vie
vi4
v23
v5

v13
v22
v4

V15
v24
ve

vy

vs

ve

v

vg:

v9
v13:
V14t
v1E:
V16
vyt
v1g:
V2!
vo3:
vyt
Vot
vog:
voT:
v28
vog:
v30
v37:
v3g:
v39
v46
vgar:
v48
vEE:
v56:
v
V4t
vE5:
V66
vt
vyt
v

vy

g
e

vy
vg

g

v13
V14
V15
v16
vi7
v18
v22
v23
v24
v25
v26
v2r

wog

v29

w3

v37
v38

w3g
RO

vy47

1wy

v55
V56
v57
v64
v65

wge

v73
Y74
vTs

v13
vi4
V15
v25
V26
va2T
v22
v23
v24
vy
v
vg
v4

ve

v16
v1T
vi8
v29
v30
v28
v38
v39
v3T
var
v48
v46
vsT
V55
V56
v66
ve4
v65
v75
vrs3
v74

v22
v23
v24
v16
v17
v18
va

U5

ve

v25
v26
v27
v13
vi4
Y15
vy

v8

v9

v30
v28
v29
v39
v37
v38
v48
v46
var
V56
v57T
v55
v65
v66
v64
vT4
vT5
v73

v6

v4

vs

v8

v9

vr

V15
v13
vi4
viT
v18
V16
v24
v22
v23
V26
vaT
v25
v37
v38
v39
V46
var
v48
v28
v29
v30
v73
V74
v75
V55
V56
vs7
ve4
V65
v66

V15
v13
vi4
v26
v27
v25
v24
v22
v23
v8

v9

vy

vg

v4

vs

vi7r
v18
vi6
v38
v39
v3T
va7
v48
V46
v29
v30
v28
vT5
v73
V74
v5T
v55
v56
v66
V64
v65

Vo4
v22
v23
v17
V18
v16
v6

vy

v5

v26
var
v25
v15
v13
V14
vy

v9

vy

v39
v3T7
v38
v48
V46
var
v30
vog
v29
VT4
v75
v73
v56
v57
vs55
v65
v66
ve4

v
ve

v4

v9

vr

v8

V14
Y15
v13
V18
V16
v1T
v23
v24
v22
v27
v25
v26
V46
v47
v48
v28
v29
v30
v37
v38
v39
ve4
V65

v14
v15
v13
v27
v25
v26
v23
v24
v22
v9

vr

vg

v5

ve

v4

v18
vi6e
v17
var
v48
v46
v29
v30
v28
v38
v39
v37
v66
V64
v65
vTs
v73
v74
V5T
V55
v56

Vg3
v24
v22
vi8
v16
v17T
V5

vg

v4

vor
v25
V26
Y14
V15
v13
v9

vr

v8

v48
v46
var
v30
v28
v29
v39
v37T
v38
v65
V66
ve4
v74
v75
v73
V56
vg7
v55

vr
vg
v8
vy
vg

v25
v27
v26
v22
v24
v23
v16
v18
viT
v13
V15
vi4
v55
v5T
V56
v73
vT5
V74
V64
v66
V65
v28
v30
v29
v46
v48
var
v37T
v39
v38

v16
vi8
vi7T
v22
v24
v23
vr

vg

v8

v13
V15
vi4
v25
vaT
v26
v4

ve

v5

v56
V55
vsT
v74
v73
v75
v65
v64
v66
v30
v29
v28
v48
var
v46
v39
v38
v37

vos
v27
v26
v13
v15
vi4
vi16
v18
v17
va

ve

vs

vy

v9

vg

v22
v24
v23
v5T
v56
v55
vT5
V74
v73
v66
V65
V64
v29
v28
v30
va47
V46
v48
v38
v37T
v39

vg

v8

vr

v5

va

v6

v27
v26
v25
v23
v22
v24
v18
vi7
v16
V14
v13
v15
v64
v66
v65
v55
v57
V56
v73
v7s
VT4
v46
v48
var
v3T7
v39
v38
va8
v30
v29

v1g
vi7T
V16
v23
v22
v24
v9

v

vr

V14
v13
V15
v27
v26
v25
v5

v4

ve

ve5
ve4
V66
v56
v55
vsT
v74
v73
v75
v48
var
V46
v39
v38
v37
v30
v29
v28

vor
v26
v25
V14
v13
V15
vi18
viT
v16
v5

v4

ve

v9

v8

vr

v23
v22
v24
v66
v65
V64
vsT
V56
V55
vTs
U4
v73
v47
v46
va8
v38
v37
v39
v29
v28
v30

vg
vr

v9

ve

v5

v4

v26
v25
v27
vog
v23
v22
vi7T
V16
vi8
v15
vi4
v13
v73
v75
v74
v64
v66
V65
v55
vsT
V56
v37
v39
v38
v28
v30
v29
v46
vy
var

v17
v16
v1g
v24
v23
v22
vg

v

vg

V15
vig
v13
v26
va25
va7
ve

v4

V74
v73
vT5
v65
V64
v66
v56
v55
v5T
v39
v38
v37
v30
v29
v28
v48
var
v46

v26
v25
vaT
v15
v1i4
v13
viT
vie
v18
ve

vs

vy

v

vr

v9

v24
v23
v22
v7s
v74
v73
v66
ves5
ve4
vsT
v56
v55
v38
v37
v39
v29
v28
v30
var
V46
v48
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tablas mds
i se compone de dos

esentado mediante la siguiente tabla, la cual

5 estd repr

El grupo E3 estd

pequenas:

P4

P5

P6

PT

P9

P13

P14

P15

P16

P1T

P18

p22

P23

P24

P25

P26

P27

P13
P14
P15
P16
P1T
P18
P22
P23
P24
P25
P26
P27
P28
P29
P30
P3T
P38
P39
P46
P4T
P48
P55
P56
P5T
P64
P65
P66
P73
P74
PT5

*,

P28

P28
P3T
P46
P55
P64
P73
P29
P38
raT
P56
P65
P74
P30
P39
P48
P5T
P66
PT5
P4

P13
P22
P5

P14
P23
P6

P15
P24
P7

P16
P25
P8

P17
P26
P9

P18
P27

P29

P3T

P75
P57
P66
P5

P14
P23
P6

P15
P24
Pa

P13
P22
P9

P18
P27
P

P16
P25
P8

P17
P26

P30

P46
P28
P37
P64
P73
P55
P47
P29
P38
P65
P74
P56
P48
P30
P39
P66
P75
P5T
P6

P15
P24
P4

P13
P22
P5

P14
P23
P8

P1T

P9
P18
P27
PT
P16
P25

P3T

P55
P73
P64
P28
P46
P37
P5T
P75
P66
P30
P48
P39
P56
P74
P65
P29
P47
P38
PT

P25
P16
P9

P27
P18
P8

P26
P1T
P4

P22
P13
Pr6

P24
P15
P5

P23
P14

P38

P39
P30
P65
P56
P74
P47
P38
P29
P8

P26
P17
PT

P25
P16
P9

P27
P18
P6

P24
P15
P5

P23
P14
P4

P22
P13

P39

P73
P64
P55
P3T
P28
P46
PT5
P66
P5T
P39
P30
P48
P74
P65
P56
P38
P29
P47
P9

P27
P18
P8

P26
P17
P7

P25
P16
P5

P23
P14
P4

P22
P13
P6

P24
P15

P46

P29
P38
PaT
P5T

P73

P3T
P46
P56
P65
P74
P13
P22
P4

P14
P23
P5

P15
P24
P6

P25
PT

P16
P26
P8

P1T
P27
P9

P18

P4aT

P38
paT
P29
P75
P5T
P66
P39
P48
P30
P73
P55
P64
P37
P46
P28
P74
P56
P65
P14
P23
P5

P15
p24
P6

P13
P22
P4

P27
P9

P18
P25
PT

P16
P26
P8

P17

P48

P4AT
P29
P38
P66
P75
P5T
P48
P30
P39
P64
P73
P55
P46
pr28
P37
P65
P74
P56
P15
P24
P6

P13
p22
P4

P14
P23
P5

P26
P8

P1T
P27
P9

P18
P25
PT

P16

P55

P56
P74
P65
P30
P48
P39
P55
P73
P64
P29
PaT
P38
P5T
PT5
P66
P28
P46
P3T
P16
P7

P25
P18
P9

P27
P1T
P8

P26
P22
P13
P4

P24
P15
P6

P23
P14
P5

P56

P65
P56
PT4
P48
P39
P30
P64
P55
P73
P47
P38
P29
P66
P5T
P75
P46
P37
P28
P17
P8

P26
P16
P7

P25
P18
P9

P27
P24
P15
P6

P23
P14
P5

P22
P13
P4

P5T

P74
P65
P56
P39
P30
P48
P73
P64
P55
P38
P29
PaT
P75
P66
P5T
P3T
P28
P46
P18
P9

P27
P1T
P8

P26
P16
PT

P25
P23
P14

P22
P13
P4
P24
P15
Pr6

P64

P30
P39
P48
P56
P65
P74
P28
P37
P46
P5T
P66
P75
P29
P38
PaT
P55
P64
P73
P22
P4

P13
P23
P5

P14
P24
Pr6

P15
P16
P25
PT

P17
P26
P8

P18
P27
P9

P65

P39
P48
P30
P74
P56
P65
P37
P46
P28
PT5
P5T
P66
P38
r4aT
P29
P73
P55
P64
P23
P5

P14
P24
Pr6

P15
p22
P4

P13
P18
P27
P9

P16
P25
PT

P1T
P26
P8

P66

P48
P30
P39
P65
P74
P56
P46
P28
P37
P66
PT5
P5T
P47
P29
P38
P64
P73
P55
P24
P6

P15
P22
P4

P13
P23
P5

P14
P1T
P26
P8

P18
P27
P9

P16
P25
P7

P73

P57
PT5

P16
PT
P27
P18
P9
P26
P1T
P8
P13
P4
P22
P15
P6
P24
P14
P5
P23

P74

P66
P5T
P75
P4T
P38
P29
P65
P56
P74
P46
P3T
P28
P64
P55
P73
P48
P39
P30
P26
P1T
P8

P25
P16
PT

P27
P18
P9

P15
P6

P24
P14
P5

P23
P13
P4

P22

P75

P75
P66
P5T
P38
P29
P4T
P74
P65
P56
P3T
P28
P46
P73
P64
P55
P39
P30
P48
P27
P18
P9

P26
P17
P8

P25
P16
PT

P14
P5

P23
P13
P4

P22
P15
r6

p24

2y

P5

r6:

&g

pg:

r9:
£13:
P14t
P15:
P16}
P17
r18:
P22}
p23:
P24}
p25:
p26°
P27}
p2g:
p29¢
£30°
P37
r38:
£39:
p46°
P4T:
p4g:
P55°
£56°
P57
P64
P65:
P66

P73
P74
P75

P13
P14
P15
P25
P26
P27
p22
P23
P24
P7
P8
P9
P4

P6

P16
P17
P18
P29
P30
P28
P38
P39
P37
P47
P48
P46
P5T
P55
P56
P66
P64
P65
PT5
P73
P74

P22
P23
P24
P16
P17
P18
P4

P5

P6

P25
P26
P27
P13
P14
P15
P7

P8

P9

P30
P28
P29
P39
P3T
P38
P48
P46
P4T
P56
P5T
P55
P65
P66
P64
P74
P75
P73

P5

P6

P4

P9

PT

P8

P14
P15
P13
P18
P16
P1T
P23
P24
P22
P27
P25
P26
P3T
P38
P39
P46
PaT

P14
P15
P13
P27
P25
P26
P23
P24
P22
P9

P7

P8

P5

P6

P4

P18
P16
P17
P38
P39
P37
Pat
P48
P46
P29
P30
P28
P75
P73
P74
P5T
P55
P56
P66
P64
P65

P23
P24
P22
P18
P16
P1T
P5

P6

P4

P27
P25
P26
P14
P15
P13
]

PT

P8

P39
P37
P38
P48
P46
raT
P30
p28
P29
P74
P75
P73
P56
P5T
P55
P65
P66
P64

P6
P4

P8

P9

P7

P15
P13
P14
P1T
P18
P16
P24
P22
P23
P26
P27
P25
P46
P47
P48
P28
P29
P30
P3T
P38
P39
P64
P65
P66
P73
PT4
PT5
P55
P56
P5T

P15
P13
P14
P26
P27
P25
P24
P22
P23
P8

P9

P7

P6

P4

P5

P1T
P18
P16
P47
P48
P46
P29
P30
P28
P38
P39
P3T
P66
P64
P65
PT5
P73
P74
P5T
P55
P56

P24
P22
P23
P1T
P18
P16
P6

P4

P5

P26
P27
P25
P15
P13
P14
P8

P9

PT

P48
P46
PaT
P30
P28
P29
P39
P37
P38
P65

PT

P9

P8

P4

r6

P5

P25
P27
P26
p22
P24
P23
P16
P18
P17
P13
P15
P14
P55
P5T
P56
P73
P75
P74
P64
P66
P65
P28
P30
P29
P46
P48
Pa7
P37
P39
P38

P16
P18
P17
p22
P24
P23
PT

P9

P8

P13
P15
P14
P25
P27
P26
P4

P6

P5

P56
P55
P5T
P74
P73
P75
P65
P64
P66
P30
P29
P28
P48
raT
P46
P39
P38
P3T

P25
P27
P26
P13
P15
P14
P16
P18
P1T
P4

P6

P5

PT

]

P8

P22
P24
P23
P5T
P56
P55
PT5
PT4
P73
P66
P65
P64
P29
P28
P30
P47
P46
P48
P38
P37
P39

P8

P7

P9

P6

P5

P4

P26
P25
P27
P24
P23
P22
P17
P16
P18
P15
P14
P13
P64
P66
P65
P55
P57
P56
P73
P75
P74
P46
P48
Pa7
P37
P39
P38
P28
P30
P29

P1T
P16
P18
P24
P23
P22
P8

PT

P9

P15
P14
P13
P26
P25
P27
P6

P4

P65
P64
P66
P56
P55
P5T
P74
P73
P75
P48
PaT
P46
P39
P38
P3T
P30
P29
P28

P26
P25
P27
P15
P14
P13
P17
P16
P18
v6

P5

P4

P8

PT

P9

P24
P23
p22
P66
P65
P64
P5T
P56
P55
P75
P74
P73
paT
P46
P48
P38
P37
P39
P29
P28
P30

P9

P8

PT

P5

P4

P6

P27
P26
P25
P23
P22
P24
P18
P17
P16
P14
P13
P15
P73
PT5
P74
P64
P66
P65
P55
P5T
P56
P3T
P39
P38
P28
P30
P29
P46
P48
P47

P18
P1T
P16
P23
P22
P24
P9

)

PT

P14
P13
P15
P27
P26
P25

P4

P6

P74
P73
PT5
P65
P64
P66
P56
P55
P5T
P39
P38
P3T
P30
P29
P28
P48
raT
P46

P27
P26
P25
P14
P13
P15
P18
P17
P16
P5

P4

P6

P9

P8

4

P23
P22
P24
PT5
P74
P73
P66
P65
P64
P5T
P56
P55
P38
P3T
P39

P28
P30
PaT
P46
P48
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u tablas mds
E i compone de dos
iante la siguiente tabla, la cual se p
1 0 F, estd representado median
grup 3
pequeias:

16

n7

n8

n9

113

M14

115

116

17

18

22

23

124

125

126

n27

n4

5

né

nr

n8

n9

n13
n14
15
n16
nir
718
n22
n23
n24
125
126
n27
128
29
m30
nar
mn38
mn39
n46
nav
48
M55
n56
ns7
ne4
n65
166
n73
n74
n7s

n28

ne4
n28
n46
n37
n56
nr4
n65
129
nav
mn38
ns7
n7s
n66
n30
n48
mn39
n4

n22
13
75

m23
n14
M6

m24
n15
n7

m25
n16
n8

126
nir
n9

n27
18

129

n73
n64
n55
n3r
n28
n46
n74
n65
n56
mn38
129
nav
n75
n66
ns7
mn39
mn30
148
5

n23
n14
n6

n24
n15
4

n22
n13
n9

n27
18
nr

mn25
n16
n8

126
nr

30

n64
155
n73
n46
n37
128
165
156
n74
narT
138
129
166
n57
n7s5
148
139
130
n6

n24
115
4

122
13
n5

123
14
n8

126
nr
9

n27
118
n7

125
116

n37

28
nar
n46
M55
n64
n73
m30
m39
m48
ns7
166
n75
n29
38
nav
n56
n65
nr4
nr

116
n25
9

1718
n27
n8

ni7
126
n4

13
n22
n6

n15
n24
n5

n14
23

38

n46
n28
n37
n64
n73
155
n48
130
139
166
n7s
n57
n47
n29
n38
n65
n74
156
N8

ni7
126
n7

n16
n25
n9

n18
n27
n6

n1s
n24
5

n14
n23
n4

n13
122

139

nar
n46
28
n73
M55
n64
m39
148
m30
n7s5
ns7
166
mn38
nar
n29
n74
156
n65
n9

18
n27
ng8

ni7
126
nr

116
125
n5

n14
123
n4

n13
n22
n6

n15
24

n46

n56
n74
n65
n30
148
mn39
ns7
n75
n66
n28
n46
n37
n55
n73
n64
129
nar
mn38
m13
4

n22
n14

mn23
15
n6
n24
n25
116
nr
126
nr
ng8
n27
18
n9

n47

nr4
n65
n56
139
n30
n48
n7s5
n66
ns7
n37
128
146
nr3
ne4
M55
n38
29
n4a7
n14
n5

123
n15
né

124
m13
n4

22
n27
18
n9

m25
116
ny

126
mr
ng

148

n65
n56
nr4
148
mn39
mn30
n66
ns7
n75
n46
nar
128
n64
M55
n73
nar
mn38
n29
n15
n6

n24
n13
n4

n22
n14
5

n23
126
n7
n8

n2T
n18
n9

n25
n16
il

n55

129
138
na7
n57
166
n7s5
128
n37
n46
156
165
nr4
130
139
n48
155
164
n73
116
125
n7

118
n27
n9

nr
126
ng

22
n4

13
n24
n6

15
n23
n5

14

156

nav
129
38
n66
nrs
ns7
n46
128
n3r
n65
nra
n56
48
m30
mn39
n64
n73
M55
nr
126
n8

n16
n25
nr

n18
n27
9

n24
16

n15
m23
5

n14
n22
n4

n13

n57

n38
nart
129
n75
ns7
n66
n3T
146
128
n74
n56
n65
mn39
148
n30
n73
155
n64
18
n27
n9

nr
126
n8

16
n25
n7

n23
15

n14
n22
n4

13
n24
n6

15

164

ns7
n75
166
n29
nar
38
M55
n73
n64
n30
148
m39
156
nr4
n65
128
146
nar
n22
m13
n4

123
n14
n5

n24
n15
M6

116
nr

125
ni7
n8

126
18
n9

n27

165

n75
n66
ns7
mn38
n29
nav

n65
n56
nar
128
n46
n23
14
n5

n24
15
n6

n22
13
N4

118
n9

n27
16
nr

n25
nr
n8

126

166

166
n57
n7s5
na7
n38
n29
164
M55
n7r3
148
m39
130
165
n56
nr4
n46
n37
128
n24
n15
n6

22
m13
n4

n23
n14
n5

nir
n8

126
n18
9

n27
M16
nr

n25

n73

m30
mn39
148
n56
n65
n74
n29
mn38
nav
n55
n64
n73
n28
n37
46
ns7
n66
n75
n25
nr

n16
n27
n9

18
26
n8

nr
13
n22
M4

n15
n24
16

14
n23
n5

n74

48
130
139
165
n74
156
naT
129

128

166
n75
n57
126
n8

nr
125
nr

n16
n27
n9

18
n15
n24
n6

14
n23
5

n13
n22
n4

n75

mn39
n48
m30
nr4
n56
n65
mn38
nar
29
n73
n55
n64
nar
146
28
nrs
ns7
n66
n27
n9

18
126
n8

nr
n25
n7

n16
n14
n23
5

13
n22
n4

15
n24
16

n13*
ni4:
n15*
n16*
nir:
n18*
n22*
mn23*
n24*
mn25*
126*
n27:
28"
n29*
n30*
nar:
n38*
n39°
n46*
n47:
48"
n55°
n56*
n57:
n64*
n65*
n66*
nr3:
nr4:
n75:

n22
n23
n24
116
ni7
18
n4

16

n25
126
n27
m13
n14
n15
nr

n8

n9

29
n30
n28
mn38
m39
n37
na7
148
146
ns7
n55
156
n66
n64
m65
n7s5
n73
n74

n13
14
n15
25
126
n27
122
n23
n24
nr

n8

n9

N4

n5

6

116
nr
18
mn30
n28
29
mn39
nar
mn38
n48
n46

n7s5
n73

n5

né

n4

79

n7

n8

n14
n15
n13
n18
116
nir
m23
124
22
n27
125
126
n37
m38
m39
146
nar
n48
m28
129
n30
n73
nr4
n75
155
56
n57
n64
n65
n66

n23
n24
n22
n18
116
nir
n5

6

N4

n2T
n25
126
14
n15
n13
n9

nr

ng

mn38
mn39
n3r
nav
48
n46

mn30
28
n75
nr3
n74
ns7
n55
n56
n66
n64
mn65

14
15
13
n27
125
126
n23
n24
n22
n9

nr

ng

5

n6

n4

718
n16
nr
139
n37
138
n48
146
na7
130
128
129
n74
nrs

16

M4

5

n8

n9

nr

n15
13
n14
nr
718
n16
n24
n22
n23
126
n27
125
146
nar
148
28
n29
m30
nar
mn38
mn39
n64
n65
n66
nr3
nra
n75
n55
n56
ns57

124
n22
n23
nr
18
n16
n6

n4

n5

126
n27
n25
15
13
n14
n8

n9

n7

nar
148
146
n29
mn30
128
n38
n39
n37
n66
n64
n65

15
m13
n14
126
n27
n25
124
n22
n23
n8

n9

n7r

né

n4

n5

ni7
18
116
148
n46
nar
mn30
128
129
m39
nar
mn38
n65
166
n64
nr4
n7s5
n73
156
ns7

nr

n9

n8

N4

n6

5

n25
n27
126
n22
n24
mn23
116
118
nir
m13
n15
n14
n55
ns7
56
n73
n75
n74a
n64
n66
n65
n28
mn30
29
n46
48
nav
nar
mn39
mn38

n25
n27
126
n13
m15
14
n16
m18
nr
n4

n6

n5

nr

n9

ng

n22
124
n23
56
155
ns7
nr4
n73
n7s5
165
n64
n66
130
129
n28
148
nav
146
139
mn38
n37

n16
118
nir
n22
n24
n23
i

n9

n8

13
15
n14
n25
n27
126
M4

6

5

ns7
n56
55
n75
n74
n73
n66
n65
n64
n29
n28
mn30
nar
n46
48
mn38
n37
mn39

ng

n7

n9

n6

5

n4

126
n25
n27
n24
n23
122
ni7
16
118
n15
n14
13
n64
166
n65
155
ns7
156
n73
n75
n74
146
148
nav
n3t
139
138
128
130
29

126
n25
n27
n15
n14
n13
nir
116
18
n6

5

M4

n8

nr

n9

n24
n23
n22
n65
n64
n66
n56
n55
ns7
nr4
nr3
n75
148
nar
n46
mn39
38
n3r
m30
129
128

nr
116
18
124
n23
n22
ng

g

n9

n15
n14
13
126
n25
n27
n6

n5

n4

n66
n65
n64
n57
n56
n55
n75
n74
n73
nart
146
n48
mn38
n37
mn39
129
128
mn30

n9

n8

nr

n5

n4

M6

n27
126
125
n23
n22
124
18
nir
n16
n14
n13
n15
n73
n75
nr4
n64
n66
n65
M55
ns7
156
nar
M39
38
128
n30
29
n46
148
nav

n27
126
mn25
n14
m13
n15
18
nr
n16
n5

n4

n6

n9

n8

nr

n23
n22
n24
nr4
n73
nrs
n65
n64
n66
n56
n55
ns7
mn39
mn38
n3T
mn30
129
n28
48
n4T
n46

18
nir
116
23
n22
124
n9

n8

g

n14
13
15
n27
126
25
n5

n4

N6

n7s5
n74
nr3
166
165
ne4
n57
56
M55
138
nar
n39
129
28
130
natT
n46
148
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Definicion 3.2. Se define un dlgebra de Dolph como el producto cruzado de una dlgebra finita con un

grupo finito. El grupo de unidades de esta dlgebra se denomina grupo de Dolph.

Los ejemplos obtenidos de dlgebras de Dolph son Es, F», E3, F3, I3, Js. Los grupos de unidades E3,

Ey, B}, F5, I3, J§ son grupos de Dolph.

4. Conclusiones.

1. El discriminante A, dado en la Definicién 3.1, visto como una aplicacién del producto cruzado
en el cuerpo correspondiente, preserva productos y unitarios. Asi, es inmediato ver que F3 es un
subgrupo de Fy.

2. Utilizando productos cruzados de algebras de clarpolis con un grupo ciclico finito, obtenemos
grupos finitos conmutativos E3, ', E3, F; y grupos finitos no conmutativos I3, j;.

3. Conforme al ejemplo [7, E 2.2.11)], el dlgebra de grupo KG es una K —élgebra de Hopf, donde
K es un cuerpo y G es un grupo. A partir de los cuerpos finitos Zs y Z3, damos ejemplos de 4
clases de productos cruzados (ver [5, E 4.9, E 4.10]) segtin la trivialidad de la accién o del cociclo,
como el producto tensorial Es,Es3, el producto torcido Fb,F3, el producto smash I3, y el producto
cruzado donde la accidn y el cociclo son ambos no triviales, llamado J3.

4. Por la Observacién 2.2, para @ € {1 + x,2 4+ z,1 + 22,2 + 22} se pueden obtener 4 productos
cruzados y sus correspondientes grupos de unidades.

5. En este trabajo hemos obtenido 4 dlgebras de Dolph con o € Z7 para el nimero primo 3. Luego,
las 4lgebras de Dolph en el caso del nimero primo 5 quedan como materia de investigacion futura.

6. Sea J3 el producto cruzado que se obtiene de .J3 cambiando el polinomio X? por el polinomio
X2 4+ 1 de la Observacién 3.1. Se deja al lector estudiar J3 y compararlo con J3.
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