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Abstract
This research concerns with analysis of a class of modified predator- prey type Leslie-Gower models. The
model is described by an autonomous nonlinear ordinary differential equation system. The functional
response of predators is Holling IV type or non-monotone, and the growth of prey is affected by the Allee
effect. An important aspect is the study of the point (0,0) since it has a strong influence on the behavior of
the system being essential for the existence and extinction of both species, although the proposed system is
not define there.
Keywords . Predator-prey model, Allee effect, functional response, stability, bifurcation, limit cycles.

Resumen
En este trabajo se realiza el andlisis de una clase de modelos depredador-presa tipo Leslie-Gower modi-
ficado, el cual es descrito por un sistema no-lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias, autonomo. La
respuesta funcional de los depredadores es Holling tipo IV o no-mondtonica, el crecimiento de las presas
es afectada por el efecto Allee. Un aspecto importante del trabajo es el estudio del punto (0;0), pues este
tiene una fuerte incidencia en el comportamiento del sistema y es esencial para la existencia y extincion de
ambas especies.

Palabras clave. Modelo depredador-presa, efecto Allee, Respuesta funcional, estabilidad, bifurcacidn, ciclos limi-
tes.

1. Introduccién. Uno de los aspectos mas importantes en las dindmicas de los sistemas complejos,
como son las cadenas alimenticias, es el andlisis de la interaccidn entre dos especies, en particular la dindmi-
ca entre los depredadores y sus presas. La mayoria de los modelos utilizados para explicar dicha interaccién
son extensiones del modelo de competencia de Lotka-Volterra [1] que son modelos compartimentados.

En este trabajo el modelo depredador-presa tiene una concepcién diferente, teniendo en cuenta las
siguientes caracteristicas:

i. El crecimiento de las presas es afectada por el efecto Allee [2] [3] .

ii. Larespuesta funcional de los depredadores es no-mondtonica [4] [5].
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iii. La ecuacidén del depredador es una funcién de crecimiento de tipo logistico [6] [7].

El tercer aspecto caracteriza a los modelos de tipo Leslie-Gower [6] [8] [9] , propuesto por P.H. Leslie
en 1948 [10], donde la capacidad de carga del medio ambiente de los depredadores K, es proporcional a la
abundancia de presas, es decir, K, = nx donde x = () indica el tamaiio de la poblacién de presas y n es
una medida de la calidad de la presa como fuente alimenticia para el depredador, en este caso se dice que el
depredador es especialista [8] [9] [11].

1.1. El efecto Allee. Warder Clyde Allee fue un zodlogo y ecologista de la Universidad de Chicago,
que se interesd por investigar el comportamiento grupal de los animales. Pudo observar que el crecimiento
poblacional se limita cuando las especies se encuentran aglomeradas y sin competencia [12] [13]. El efecto
Allee es un fenémeno comun en ciertas poblaciones, que expresa una relacién positiva entre la tasa de
crecimiento de la poblacién y las bajas densidades [3] [14]. Las consecuencias mds representativas del
efecto Allee en la conservacion y preservacion de especies en un entorno dado son ampliamente conocidas
y pueden considerarse como la base de la socialidad animal [15]. Matematicamente, los modelos para este
fenémeno pueden revelar mucho sobre su dindmica [15] y pueden originar la aparicién de un nuevo punto
de equilibrio que cambia la estabilidad estructural del sistema, ademds cambios en la estabilidad de otros
puntos de equilibrio [3].

1.1.1. Modelo de poblacion de una sola especie con efecto Allee. Diferentes herramientas matemati-
cas se han implementado para analizar el efecto Allee. Este efecto puede ser expresado modificando la
funcién de crecimiento natural (generalmente la funcién de crecimiento logistico). EI modelo matemaético,
comunmente empleado que representa al efecto Allee esta dado por la ecuacion diferencial no lineal:

%:m (1—%) (z —m), (1.1)
donde z(t) es el tamafio de la poblacién afectada por el efecto Allee en cualquier tiempo ¢, mayor o igual a
0, 7 > 0 es la tasa de crecimiento intrinseca de la poblacién y K > 0 es la capacidad de carga del medio
ambiente [6], los mismos significados que en la ecuacidn logistica. Si m > 0, la ecuacién 1.1 representa el
efecto Allee fuerte o una descompensacion critica [6] [16], donde la tasa de crecimiento en el limite de baja
densidad es negativa. El pardmetro m es un nivel de poblacién umbral; Claramente, si 0 < z < m, la tasa

de crecimiento es negativa (ver Figura 1.1), es decir, T < 0 lo que implica que la poblacion se extingue.

Es decir, la poblacién debe superar este umbral para poder crecer.
Sim < 0, la ecuacién diferencial representa el efecto Allee débil o una descompensacion pura, donde
la tasa de crecimiento es positiva en la densidad cero y no tiene un umbral de crecimiento.

Efecto Allee fuerte (m > 0)
Efecto Allee débil (m = 0)
Efecto Allee débil (m < 0)

Figura 1.1: Funcién descompensada o comportamiento Allee

1.2. Respuesta funcional de los depredadores. La respuesta funcional, o tasa de consumo, expresa
la accion de los depredadores en la tasa de crecimiento de la poblacion de presas, y representa la cantidad
de presas que puede consumir un depredador en una unidad de tiempo [3] [9]. Estas fueron clasificadas en
tres tipos por C.S Holling en 1959 [8]. En el afio 1984, Taylor describe un cuarto tipo llamado Holling tipo
IV o respuesta funcional no monétona [4].

En esta investigacion, se asume que la respuesta funcional es no-mondtona y es utilizada para modelar
comportamientos antidepradotorios (APB), llamado formacién de grupos de defensa [4] [8], el cual es
empleado por las presas para evitar la depredacién. La funcién es dada por:
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h(z) = g’

= ——— , donde ¢ y a son pardmetros positivos y considerando el pardmetro b < 0.
2 4+br+a

T

Figura 1.2: La respuesta funcional Holling tipo IV

2. El modelo. El modelo de tipo Leslie-Gower modificado [2] [6] considerando que la poblacién de
presas es afectada por el efecto Allee [2] [8] y con una respuesta funcional Holling tipo IV [7], es expresada
por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, auténomas no-lineales de tipo Kolmogorov, dado
por:

dr T qz3y
E_MO_*) (x_m)_a:Q—bx—l—a’

(-3

donde x = z(t) y y = y(¢) indican el tamafio de la poblacién de presas y depredadores, respectiva-
mente, en cada tiempo ¢ > 0 (medido como biomasa, el nimero de individuos o densidad por unidad de
superficie o volumen), con p = {(7", K,m,q,a,b,s,n) € Ri /0<m< K}, es decir, todos los parame-
tros son positivos, todos tienen diferentes significados ecoldgicos y se definen de la siguiente manera: r
representa la tasa crecimiento intrinseca de la poblacién de presas, K es la capacidad de carga del medio
ambiente (environmental) de las presas, m es la constante del efecto Allee o el umbral de poblacién viable,
cuando m mayor que cero, g es la tasa mdxima de consumo per cépita, es decir, el nimero de presas consu-
midas por cada depredador en una unidad de tiempo (cuando b > 0); cuando b < 0, ¢ es la depredacion de
saturacion, a y b son pardmetros adecuados [4]. Cuando b = 0, y/a es la constante de saturacién media. s
es la tasa crecimiento intrinseca de la poblacion de depredadores y n es una medida de calidad de la presa
como fuente alimenticia para el depredador. En este trabajo, solo se analizara el caso donde b < 0.

Observemos que el sistema 2.1 o campo vectorial X, no estd definido en el eje y, particularmente en
el punto (0, 0), pero ambas isoclinas pasan a través de este punto [3] y para nuestro modelo, es un punto de
especial importancia como mostraremos mds adelante.

El sistema 2.1 estd definido en el conjunto:

Q={(z,y) eR*/x>0,y>0} =R xR{.

Con el fin de simplificar los célculos, mediante el cambio de variable y el reescalamiento del tiempo
dado por (ver [3] ):

2.1)

rK
r=Ku, y=nKv y7= ((Ku)2 e >t,
u| ——— —u+1

a a
que dan lugar a la funcién ¢ : 3 x R — Q xR

((Ku)2 bK )

— — —u+1

definida por (u,v,7) = | Ku,nKwv, a4 a4 7| = (2,y,1),

rK

donde € = {(u,v) € R?/u >0, v > 0}. Podemos ver que

k Ku)? bK
detJ<p(u7v,7'):nu<< ) —u—i—l) > 0,sib> 2/a.
r a a

Esto quiere decir que ¢ es un difeomorfismo que mantiene la orientacién del tiempo [8] y por lo tanto
el cambio de variable transforma el sistema 2.1 en uno topoldgicamente equivalente (ver [17] [18]) con

0 0
campo vectorial Z, = ¢ o X, [3], donde Z, (u,v) = P(u, v)% + Q(u, v)%

Lema 2.1. El sistema 2.1 es topologicamente equivalente al siguiente modelo de tipo Kolmogorov
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B 21— ) — M)(Au? — Bu+1) ~ Nuol,
D : (2.2)
dv )
— =Wu(u —v)(Au® — Bu +1).
dr

donden = (M,N,W,A,B) € R y B > 2V/A.

Demostracion: Sixz = Ku,y, y = nKwv, se tiene que:

d d d d
d—f = ditl’ Y, d—?: =nK d—: Reemplazando en 2.1 se tiene que
du gnK?uv
K—=|r(l—u)(Ku-— — K
dt [r( w)(Ku —m) K2u? —bKu+tal
an—v = snKv (1— B).
dt U
Por lo tanto,
du m qnK uY

%:rKu (17u)(u—?)—

ra <K2u2 bKu ) ’

@—S’U v-v
dt u ’

K
Haciendo el cambio en la escala del tiempo 7 = !

(K2u2 bK )
U ——u+1
a a

t, y utilizando la regla de la

dZ dZ d
cadena o E?;’ con Z = (u,v), se tiene el sistema:
du rK m qnK uY
hadad —rK 1_— _ 0y
dr K2u?  bKu riu | (1= u)( K) ra [(K?u? bKu ’
U — +1 — +1
a a a a
dv rK u—v
— =sv| —— .
dr <K2u2 bK ) u
U ——u+1
a a

que es equivalente al sistema

2,2
@ztﬂ [(1—u)(u—M) (Ku —I)Ku—kl)—quuv},
dr a a ra

dr K

2,2
dv:iv(u—v) (Ku —M(u—l—l).

a a
. - m nK s K?
Haciendo las sustituciones M = — < 1,con0 < M < 1, N = g W = —, = —y
K ra rK
B = —, se obtiene el sistema polinomial con cinco pardmetros.
a

El sistema 2.2 estd definido en el primer cuadrante, es decir:

Q1 ={(u,v) ER*/u>0,v>0} =Rj xR .

El nuevo sistema 2.2 tiene el origen (0,0) del plano u — v como punto de equilibrio y aunque en el
sistema 2.1 no se consideraba 2 = 0. La dindmica en una vecindad del punto (0, 0) en el plano = — y queda
entonces reflejada por la dindmica en una vecindad del punto (0,0) en el plano u — v, porque los sistemas
son topolégicamente equivalentes. A continuacidn, solo consideramos en el modelo el efecto Allee débil,
es decir, cuando M = 0; el modelo con fuerte efecto Allee para M > 0 serd analizado en un trabajo. Asi el
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sistema 2.2 toma la forma:

d
d—u =u?[(1 —u)(Au?® — Bu+1) — Nvj,
-
7, 2.3)
v _ Wo(u —v)(Au® — Bu + 1)
dr
K K? bK
donden = {(N,W,A,B) e Rf yeon N = L2 = 2 4== yp=""
ra rK a a

La matriz Jacobiana del sistema 2.3 es:

R J11 —Nu?
JZy(u,v) = ,
J21  W(Au? — Bu+1)(u — 2v)
donde
J11 = u?(3 — 4u — 4Bu + 5Au? + 5Bu? — 6 Au® — 3Nv)
J21 = Wu(1 — 2Bu + 3Au? + Bv — 2Auv).
Los puntos de equilibrio del sistema 2.3, o singularidades del campo vectorial Z,, son Py = (0,0),
P, =(1,0) y los puntos que se encuentran en la interseccién de las curvas isoclinas:
(1-u)(Au?> —=Bu+1)—Nv=0y u—v=0.
Estas tltimas singularidades (u, v) satisfacen © = v y por lo tanto u debe satisfacer la ecuacién
(1 —u)(Au? — Bu+1) — Nu =0,
es decir, u debe ser la raiz del polinomio

p(u) = Au® — (B+ A’ + (1+ B+ N)u — 1. (2.4)

Usando la regla de signos de Descartes obtenemos que p(u) tiene raices reales positivas y no tiene
raices negativas. El polinomio p(u) tiene tres raices reales positivas, dos (una simple y una de multiplicidad
dos) o una raiz real positiva. En cualquier situacion se puede asegurar la existencia de por lo menos una raiz
positiva que denotaremos por H. Dividiendo p(u) entre u — H y se obtiene un trinomio de segundo grado
que nos permitird conocer la existencia de otras raices del polinomio p(u) y obtener condiciones algebraicas
sobre el valor de los pardmetros. Por lo tanto,

p(u) = (u— H) (Au2—(B+A—AH)u+1+B+N—H(B+A—AH)).
Teniendo en cuenta que el residuo de la division es cero, obtenemos:
1
N = E(l — H)(AH? — BH +1). (2.5)

Ademis, se tiene que necesariamente [ < 1, yaque N > 0y B > 2v/A. Al sustituir N, el factor
cuadrético de p(u), tiene la forma:

q(u) = (Au2 —(B+A(1 — H))u+ ;1) .

Utilizando nuevamente la regla de signos de Descartes, es claro que si (B + A(1 — H)) < 0, entonces
el polinomio g(u) no tiene raices reales positivas. En caso contrario, si (B + A(1 — H)) > 0 entonces el
polinomio ¢(u) posee a lo mas dos raices reales positivas.

Las soluciones de la ecuacién ¢(u) = 0 son:

u:2{4((B+A(1—H))i\/(B+A(1—H))2—ZZ4).

El discriminante de la ecuacién cuadritica ¢(u) = 0, es
4A

D, = (B+A(L-H)? - .

que se puede escribir como un polinomio de grado 2 en A

Dy(A) = (1— H)?A% + 2BH(1_H)_4>A+BQ.

H
Las soluciones de la ecuacién D4(A) = 0 son:
1
A= gasme ((2—BH(1—H))i2 1—BH(1—H)).

Por lo tanto,
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1
e Si B < ———— entonces el discriminante D, > 0.
H(1— H) a

1
e SiB = ) entonces el discriminante D, = 0.

1
e SiB> HO—H) entonces el discriminante D, < 0.
Teorema 2.1. (Raices positivas de p(u)) Para el polinomio p(u) se cumple que:
i. Si (B+ A(1—H)) <0,o0biensi D, < 0, entonces p(u) tiene una unica raiz real positiva H.

ii. Si B = m o bien si D, = 0, entonces p(u) tiene dos raices positivas, H y Hy =

(B+A(1-H))
24 ’

1
ii. Si B < m o bien si D, > 0, entonces p(u) tiene tres raices reales positivas, H y

1
Hiz =51 ((B+A( - )+ D,).
Corolario 2.1. (Puntos de equilibrio positivos) Para el sistema 2.3 en el interior de la region Q se
tiene:
i. Si(B+ A(1— H)) <0, 0biensi D, < 0, entonces existe un tinico punto de equilibrio: Py =

(H,H).

ii. Si B = m o bien si D, = 0, entonces existen dos puntos de equilibrio: Py y Pro =
(HOa HO) .

iii. Si B < ————= o bien si D; > 0, entonces existen tres puntos de equilibrio: Pr, Pg; =

HO— H)
(Hy,H1)y Pyo = (Ha, Ha).

2.1. Resultados Principales. Para el sistema 2.3 se tienen las siguientes propiedades.
Lema 2.2. El conjunto T" = {(u, v) € R2/ 0<u<l,v> O} es una region de invarianza.
Demostracion: En el sistema 2.3, se tiene:

d d
e Siu = 0, entonces d—u =0,y, dv = —Wwv? < 0y las trayectorias permanecen sobre el eje .
T T
d d
e Siv = 0, entonces d—v =0,y, d—u = —u®(u—1)(Au?—Bu+1) < 0y las trayectorias permanecen
T T
sobre el eje u.
. du dv 9 . . S
e Siu=1, = —Nv <0,y, i —Wwov* < 0y las trayectorias apuntan hacia el interior de I'.
T T

O

Lema 2.3. Las soluciones son acotadas.
Demostracion: Con el objetivo de comprobar que las trayectorias estdn acotadas, se analiza su com-
portamiento en el infinito mediante la Compactificacion de Poincaré [3] [6] [8] . Para esto se introducen las

1
variables X = E, y, Y = —. Entonces,
v v

dar 2 |Ydr T Var

dX_i du dv dl__i@
Y ur T T Rdr

1
Después de algunas simplificaciones algebraicas y haciendo el cambio en la escala de tiempo T’ = —,

y5
se obtiene el siguiente sistema:
dx
o = X3(Y - X)(AX? - BXY +Y?) - NX3Y?
Ty - FWXY2(1 - X)(AX? — BXY +Y?),
dy ,
T WY3(1 - X)(AX? — BXY +Y?).

Por lo tanto,

J Z,(0,0) =
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Se utiliza el rpétodo del blowing-up (ver [3] [6] ), con el objetivo de desingularizar el origen en el
campo vectorial Z,, (X, Y"), haciendo los cambios de variable
dX dr ds 1 /dY dr
_ _ .2 _ _
X =r,y, Y = r°s. Entonces, 9T —arYar 2 <dT —27‘5dT>.
Por lo tanto, el sistema anterior se transforma en el sistema

‘Z; =7%(rs — 1)(A — Brs +1%s%) — Nrs + Wrs?(1 — r)(A — Brs +r2s%)],
Z;Zz : d—; = rOs[Wrs*(1 —r)(A — Brs +r2s%) — 2[(rs — 1)(A — Brs + rs?)]|

—Nrs+ Wrs? (1 —1r)(A — Brs +r%s?).

Consideremos el cambio en la escala de tiempo ¢ = r°T, obteniendo el sistema

‘2; =r[(rs — 1)(A — Brs + 125%) — Nrs + Wrs*(1 — r)(A — Brs + r2s%)),
Ty : ﬁ = s[Wrs?(1 —r)(A — Brs +1*s%) — 2[(rs — 1)(A — Brs 4+ r%s?)]|

—Nrs+ Wrs?(1 —r)(A — Brs + r2s?),
cuya matriz Jacobiana en el punto (0, 0) es

—A 0

JZ;Is (07 O) =
0 2A

donde det.J(Z,,(0,0)) = —2A% < 0. Se tiene que (0,0) es un punto de silla de los campos vectoriales

Zy 'y Zy,. Por lo tanto, el punto (0, co) es punto de silla del campo vectorial compactificado. Es decir, las
oOrbitas del sistema son acotadas para cualquier valor de los pardmetros [6]. ]

2.2. Puntos criticos sobre los ejes. Se analiza la estabilidad de los puntos de equilibrio que se en-
cuentran en los ejes u y v. Determinamos la existencia de una curva separatriz en el plano de fase que divide
el comportamiento de las trayectorias.

Lema 2.4. Para todo (A, B, N,W) el punto P; = (1,0) es un punto silla.

Demostracion: La matriz Jacobiana del sistema 2.3 evaluada en el punto de equilibrio P; = (1,0) es:

) —(A-B+1) -N
JZ,(1,0) =
0 W(A—-B+1)
Como detJZn(l, 0)=-W(A—-B+1)2<0, P, =(1,0) es un punto silla. O

Teorema 2.2. El punto Py = (0, 0) del dominio del campo vectorial Z,, determina un sector parabdlico
v dos sectores hiperbdlicos [17]. Es decir, existe una curva en el plano de fase que divide el comportamiento
de las trayectorias: el punto (0,0) es atractor para ciertas trayectorias y punto silla para otras.

Demostracion: Como el determinante det(Z,(0,0)) es la matriz cero. Para desingularizar el origen,
utilizaremos un blowing-up vertical [3] [6], dado por la funcién ¥(p, q) = (pq,q) = (u,v); Sea u = pq,

dp 1 (du dq dqg dv . .
y, v = ¢, entonces — = — [ — —p— |, y, — = —— con un cambio en la escala de tiempo T = ¢, se
dr q \dr dr dr dr
obtiene el siguiente campo vectorial:
D ppq(1 Ap*q® — Bpg + 1) — Np*¢°
o7 = Pl a(l = pg)(Ap°e” — Bpg +1) - Np“q
Zy, = ~W(p - 1)(Ap*¢* — Bpg + 1),
dq
77 = Walp = 1)(Ap*¢* — Bpg + 1).

d d
Claramente, si ¢ = 0, entonces, % = 0. Ademads % = p[—W (p—1)]. Por lo tanto, las singularidades

del campo vectorial Zy,, son (0,0) y (1, 0), es decir, existe una recta separatriz en el plano de fase pq. La
matriz Jacobiana del campo vectorial Zyg, , esta dado por:

Zy, (p,q)11 Zy, (P, )12
JZ\Ill (p7 Q) = ! ! )

Z\I/1 (pa Q)Ql Z‘I/1 (p7 Q)22
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con
Zw, (p,q)11 = (3p*q — 4p3¢*)(Ap?¢® — Bpq + 1) + (p°q — p*¢?)(24pq* — Bq)
—3Np?q® + (W — 2Wp)(Ap*’¢® — Bpq + 1) + (Wp — Wp?)(2Apg® — By),
Zw, (p,@)12 = (p® — 2p*q) (Ap*¢® — Bpq + 1) + (p°q — p*¢*)(24pg® — Bq)
—2Npiq+ (Wp — Wp?)(2Ap>q — Bp),
Zw,(p: )21 = Wq(Ap*q® — Bpg + 1) + (Wpq — Wp)(2Apg* — By),
Zw, (p,q)22 = (Wp — W)(Ap*¢® — Bpq + 1) + (Wpq — Wq)(2Ap*q — Bp).

En la singularidad (0, 0) la matriz Jacobiana resulta

w 0
0 -W

JZy,(0,0) =

EldetJZy,(0,0) = —W? < 0, es decir, la singularidad (0, 0) es un punto de silla del campo vectorial
Zy, . La matriz Jacobiana en la singularidad (p,0) conp = 1 es

-W 1
0 0

JZg,(1,0) =

Como detJZy,(1,0) = 0y Tra(JZy,(1,0)) = =W < 0. Se tiene por el teorema de la variedad
central (ver [6]), que la naturaleza de este punto corresponde a un nodo atractor del campo vectorial Zy, .
O

Teorema 2.3. Sean W*(0,0) y W*(1,0) las variedades estables e inestables de los puntos de equili-
brio (0,0) y (1,0), respectivamente. Existe un subconjunto abierto de valores de pardmetros por los cuales
W#(0,0) N W*(1,0) es no vacia, dando origen a una curva heteroclinica vy, en el primer cuadrante que
contiene al equilibrio (0,0) y (1,0).

Demostracion: Por el Teorema 2.2, el punto de equilibrio (0, 0) tiene una curva separatriz ¥ con una
inclinacién u = v, en la vecindad de ese punto, por el Lema 2.4, el punto (1, 0) es punto de silla.

Sean W*(0,0) y W"(1,0) las variedades estables e inestables de los puntos de equilibrio (0,0) y
(1,0). Claramente el o — limite de W*(0,0) y el w — limite de W*(1,0) no estdn en el infinito en la
direccidn del eje v.

Existen puntos (u*,v%) € W*(0,0), y, (u*,v*) € W*(1,0), con v° y v* dependiendo de los valores
de pardmetros, tal que:

v°=8(A,B,N, W)y v*=u(A,B,N,W).

Pl @ = m— === —
W(1,0)

P VI

*

(0,0) u (Lo U (0,0) - (Lo U

Figura 2.1: Dos posibles posiciones relativas entre la variedad estable 17¢(0,0) del punto de equilibrio
(0,0) y la variedad inestable W*(1, 0) para el punto silla (1, 0).

¢ Si0 < u* << 1, entonces v° < v" y la variedad estable W#(0, 0) estd por debajo de la variedad inestable
w(1,0).

o Si0 << u* < 1, entonces v® > v* y la variedad estable W*(0,0) estd por encima de la variedad
inestable W*(1,0).

Como el campo vectorial Zn es continuo con respecto a los valores de los pardmetros, entonces la
variedad estable W*(0,0) intersecta a la variedad inestable W*(1,0). Por lo tanto, existe (u*,v*) € Q
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(region invariante), tal que v¥ = v} y la ecuacién s(A, B, N,W) = u(A, B, N, W) define una superficie
en el espacio de pardmetros para los cuales existe una curva heteroclinica [8].

El conjunto A = {(u,v) € Rg X R(T /0<u<1 0<v<uw,y, vs € Z}, es decir, el conjunto
determinado por la curva separatriz X, la recta u = 1y el eje u es una regién compacta. ]

2.3. Puntos de equilibrio positivos. Para el andlisis de los puntos de equilibrio interiores, es impor-
tante resaltar que estos tienen igual abscisa y ordenada, por lo tanto analizamos la matriz Jacobiana evaluada
en un punto (u, u) obteniendo:

. —u?[6Au® — (5A +5B)u? + (4 + 4B + 3N)u — 3] —Nu?

JZ,(u,u) =
Wu(Au? — Bu + 1) ~Wu(Au? — Bu +1)

Se tiene que (u, ) es un punto de equilibrio, entonces satisface la ecuacién p(u) = 0 por lo tanto el
término de la primera fila y primera columna se puede reescribir como: —u?[(A + B)u? — (2B + 3N +
2)u+ 3.

El determinante de la matriz Jacobiana viene dado por:

detJ Zy(u,u) = Wu?(Au? — Bu+ 1)[(A 4 B)u® — (2B + 2N + 2)u + 3).

El signo de Det(JZ,(u,u)), depende del valor que tome el factor:

d(u) = (A+ B)u* — (2B + 2N + 2)u + 3. (2.6)
La traza de la matriz Jacobiana estd dada por:
tra(JZ,(u,u)) = —u[(A + B)u® — (2B + 3N 42 — AW)u? + (3 — WB)u + W].
El signo de la Tra(J Z,(u, u)), depende del valor que tome el factor:

t(u) = (A+ B)u®* — (2B +3N +2 — AW)u? + (3 - WB)u + W. (2.7)

Para el analisis de la naturaleza de todos los puntos de equilibrio que se encuentran en el interior de €2,
se procede segin lo enunciado en el corolario 2.1, para uno, dos o tres puntos de equilibrio positivos.

2.3.1. Existencia de un unico punto de equilibrio positivo. Supongamos que existe un tnico punto
de equilibrio llamado Py = (H, H) en el interior de €}, es decir, satisface la primera condicién del Corolario
1,81 (B+ A(1—H)) < 0obien D, <O0.

Teorema 2.4. El punto de equilibrio Py = (H, H) es:
2(A+ B)H® —3AH* — (1 + B)H?

AH? — BH +1 ’
2(A+ B)H® —3AH* — (1 + B)H?
AH? — BH +1 '
Demostracion: Utilizando la ecuacién 2.5, en el punto (H, H) tenemos:
d(H) = (A+B)H?>— (2B+2N+2)H +3
= 24H° - AH* - BH” +1
AH? 4+ (AH — (A+ B))H? + 1

En el caso que (B + A(1 — H)) < 0, donde es equivalente a (AH — (A + B) > 0, se tiene inmediato
que d(H) > 0. R

Es decir, para el tnico punto de equilibrio se tiene que det(JZ,(H,H)) > 0, y la naturaleza de este
punto queda determinado por el signo de la traza de la matriz Jacobiana, que depende del siguiente factor:

t(H) = 3AH* —2(A+ B)H? + (1 + B+ AW)H? — BWH + W.

i. Es un punto atractor, si y s6lo si, W >

ii. Es un punto repulsor, si y sélo si, W <

Por lo tanto, ; . ,
- — (1
CSiW > 2(A+ B)H? —3AH* - (1+ B)H
- AH? —BH + 1
tra(JZ,(H, H)) < 0, se tiene que el punto (H, H) es un punto de equilibrio atractor.
T 2(A+ B)H?® —3AH* — (1+ B)H?
.S
i SHV < AH? —BH + 1
tra(JZ,(H, H)) > 0, se tiene que el punto (H, H) es un punto de equilibrio repulsor.

Analizando el signo de A(H) = tra(JZ,(H, H))? — 4Det(J Z,(H, H)), obtenemos:
A(H) = H?*[(1+3AH+ B)H? +(A—2B)H? + (1 + AH>)W — (3 +3AH? + BW)H]?
—AWH?*(AH? — BH +1)[AH? + (AH — (A + B))H? +1]

entonces t(H) > 0, y como

, entonces t(H) < 0, y como

El primer término siempre es positivo y el signo del segundo término depende del factor AH®+ (AH —
(A+ B))H? + (1 — H). Sin embargo este término siempre va a ser positivo. En conclusién, A(H) cambia
de signo y el punto de equilibrio puede ser un foco o un nodo segin A(H) < 0 0 A(H) > 0. Por lo tanto,
via Bifurcacién de Hopf, el punto de equilibrio (H, H) genera por lo menos un ciclo limite [17]. ]
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2.3.2. Existencia de dos puntos de equilibrio positivos. Supongamos la existencia de dos puntos
(B+A(1-H)) Es
2A '

, igual forma a

de equilibrio positivos en el primer cuadrante, (H, H) y (Hy, Hp) donde Hy =
H(B+ A(1—H))?
4

decir, D, = 0. Se tiene que la tltima condicion es equivalente a A =
1

- HHZ

Un hecho importante que debemos mencionar, es que si el determinante D, = 0 entonces las raices
de la ecuacion cuadrética son de multiplicidad dos, es decir, el punto de equilibrio (Hy, Hy) es el colapso
de otros dos puntos de equilibrio del sistema. Este colapso nos genera un punto de equilibrio llamado silla-
nodo y que se puede obtener via bifurcacién silla-nodo y y cuando la traza es cero se tiene un punto ctspide
(bifurcacién de Bogdanov Takens) [18].

Teorema 2.5. Los puntos de equilibrio satisfacen que:
(i) El punto de equilibrio (H, H) es:

A

H2[2 —3H +2BHHZ — (B + 1)HZ]
HZ —BHHZ+ H

H2[]2 — 3H + 2BHH? — (B + 1)HZ]
H? —BHH? + H

i. Es un punto atractor, si y sélo si, W >

ii. Es un punto repulsor, si y solo si, W <

(i) El punto de equilibrio (Hy, Hp) es:

i. Es un punto de equilibrio no hiperbdlico estable del tipo nodo, si y sélo si,
HHy[2Hy + H(2 — Hy) — 2
w < HHol2Ho + H( 0) — 2]

H2+4+ Hy—1
ii. Es un punto de equilibrio no hiperbélico inestable del tipo nodo, si y sélo si,
HHy[2Hy + H(2 — Hy) — 2
W o[2Ho + H( 0) — 2]

H?2+ Hy—1
Demostracion: Por el Teorema 2.4, sabemos que para el punto (H, H) se obtiene:

d(H) = AH®+ (AH - (A+B))H?+1
= AH3—2A(W>H2+1

= AH® -2AH\H?+1

Utilizando la condicion D, = 0y sustituyendo el valor de A obtenemos:

H? 2H (H - Ho)2

dH) = — - —+1= ——
(H) Hg H, + Hg

Jacobiana, donde su signo queda determinado por:

> (. Por lo tanto, se debe analizar la traza de la matriz

t(H) =3AH* —2(A+ B)H® + (1+ B+ AW)H? — BWH + W,

0, de forma equivalente:

{H) = 3H® —2H? —2BH®HZ + (B + 1)H?H3 + W(H — BHHZ + H?)
— i .

Por lo tanto, ) ) )

CSiW s H?[2 - 3H2+ 2BHH(J2 — (B+1)Hg]

Hy —BHH; + H

0, se tiene que el punto (H, H) es un punto de equilibrio atractor.

2[9 _ 2 _ 2

QOSiT < H=[2 3H2+ 2BHH02 (B+1)H{]
Hs —BHH; + H

0, se tiene que el punto (H, H) es un punto de equilibrio repulsor.

Para el punto (Hy, Hp), se tiene

,entonces t(H) > 0,y como tra(JZn(H, H)) <

,entonces t(H) < 0,y como tra(JZn(H, H)) >

d(Hy) = AH}+ (AHy— (A+ B))H3 +1
= AH} — A(Hy+ H)HZ +1
B+A(1-H
donde Hy = B+AQ-H) y es equivalente a AHy — (A+ B) = —A(Hy + H).
Utilizando la condicion D, = 0 y tomando el valor de A obtenemos:
Hy Ho+H
d(Ho) = =2 — 20—,

H H
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sustituyendo los valores de A y B en la traza, se tiene

t(H) = HHy(2 + H(Hy — 2) — 2Hy) + W(H? + Hy — 1).

Por lo tanto,
o HHy[2Ho + H(2 — Ho) — 2]
.S
i SiW < 02+ Hy 1
co estable del tipo nodo.
o HHy[2Hy+ H(2 — Hy) — 2]
.SiW
1. S1 > H? + Hy— 1
nodo.

,entonces (Hy, Hy) es un punto de equilibrio no hiperbéli-

, s un punto de equilibrio no hiperbdlico inestable del tipo

2.3.3. Existencia de tres puntos de equilibrio positives. Para el tercer caso, supongamos que D, >
0, es decir, existen tres puntos de equilibrio en el primer cuadrante (H, H), (Hy, H1) y (Ha, Hs), donde

H1=i[(B+A(1—H))—m]yH2 2{4{(B+A1— )+ }
(B+ A(1 - H))

Utilizando la notacién Hy = , en adelante consideramos:

2A

/ 1 / 1
H1:H07 Hgiﬁy H2:H0+ Hgiﬁ

Para realizar el andlisis de estabilidad local, vamos a tener en cuenta cuando H > 2H, de forma que
Hy < Hy < H.

Teorema 2.6. Si H > 2H,, los puntos de equilibrio satisfacen que:

(1) El punto de equilibrio (Hy, Hy) es

i. Es un punto atractor si y s6lo si W > H?

2(A+ B)H, —3AH? — (1+ B)
AH? — BH; +1 ) '

2(A+ B)H, —3AH? — (1+ B)
AH? — BH; +1 )

(2) El punto de equilibrio (Hs, H3) es un punto de silla hiperbélico.

(3) El punto de equilibrio (H, H) es

ii. Es un punto repulsor siy sélosi W < H? (

2(A+ B)H® —3AH* — (1+ B)H?

AH? — BH +1 '
2(A+ B)H3 — 3AH* — (1 + B)H?

AH? — BH +1

i. Es un punto atractor si y sélosi W >

ii. Es un punto repulsor siy sélo si W <

Demostracion:

(1) Se analiza el determinante y la traza de la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio (Hy, H1),
obteniendo:

d(H,) = AH}—-2AH H? +1

3 2
/ 1 1
- A(HO— H2—AH> — 2AH, <H0— H2—AH> +1
H—Hy+/H? — 1
0T\ o T A

H

1 R
Como Vi > 0,y, H > Hy, se verificaque el d(H7) > 0. Porlo tanto, el det(J Z, (H1, H1)) > 0.

Se debe verificar el signo de la traza de la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio (Hy, Hy),
que se determina por el factor:

t(Hy) = 3AH} —2(A+ B)H} + (1 + B+ AW)H? — BWH, + W.

Es decir,

A 2(A+ B)H, —3AH? — (1+ B)
.S H? !

L SIW > 1( AH? — BH, + 1
Tra(JZn(Hl, H,)) <0,y el punto (Hy, Hy) es un punto de equilibrio atractor.

, entonces t(H;) > 0,
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1

_ _ 2 _
(H HO) HO AH

H
1
Como Vi > 0,y, H > Hy, se verifica que el d(Hz) < 0. Por lo tanto, el punto de equilibrio

(2) Para el punto de equilibrio (Ho, H>), se tiene: d(Hs) =

(Haz, H3) es del tipo silla hiperbdlico.
(3) Para el punto de equilibrio (H, H), utilizando los lemas anteriores y la expresion para Hy, obte-
nemos:

d(H) = AH®—-2AH H?+1

= AH (H(H —2H,) + ,41H>

Por lo tanto, es positivo glado la condicion H > 2Hj. Se debe analizar el signo de la traza de la
matriz Jacobiana tra(JZ, (H, H)), que viene dado por:

t(H) =3AH* —2(A+ B)H?* + (1+ B+ AW)H? - BWH + W

Es decir, ; A ,
SIS 2(A+ B)H®* —-3AH* - (1+ B)H
AH? - BH +1
tra(J ZA,,7(H ,H)) < 0,y el punto de equilibrio (H, H) es atractor.
3 4 2
QSiT < 2(A+ B)H® —3AH* - (1+ B)H
AH? — BH+1
tra(JZ,(H, H)) > 0,y el punto de equilibrio (H, H) es repulsor.
En conclusion, el valor de la traza cambia de signo, es decir, como los casos anteriores se presenta una
bifurcacién de Hopf y aparece un ciclo limite rodeando al punto de equilibrio (H, H). ]
Teorema 2.7. Las variedades estable e inestable del punto silla (Hy, Hy) determinan una curva ho-
moclinica.
Demostracion: Sea (u*,v®) € W2 ((Ha, Ha))y (u*,v") € W{((H2, H2)). Se tiene que Wi ((Hz, H>)
es limitada o acotada y para u < w; deben apuntar hacia abajo. El o — limite de W ((Ha, H2)) puede ser
el punto (Hy, Hs) o un ciclo limite inestable o desde el infinito en la direccién del eje .

, entonces t(H) > 0,

, entonces t(H) < 0,

WE(HH:) O W3 (Ha H)
"‘ --------- e
/ / }A
Y S 1)

3} A

T >
u (0,0) g w ;o)
(b)

Figura 2.2: (a) La variedad estable W? ((Hz, H2)) y la variedad inestable W' ((H2, H2) para el punto silla
(Hz, H3). (b) Curva homoclinica formada por la interseccién de la variedad inestable W ((Hz, H2) y la
variedad estable W ((Ha, Hs)).

Por el teorema de existencia y unicidad, las trayectorias determinadas por la variedad izquierda es-
table W3 ((Hz, Hz)) no pueden cortar las trayectorias determinadas por la variedad superior inestable
Wi ((Hz, Hz)). Segiin la posicién relativa entre W ((Hz, Ha)) y W ((Ha, Hz)) puede suceder que v* >
v®, 0, v* < v®. Por lo tanto, existe un subconjunto en el espacio de pardmetros por el cual W ((Hz, H3))
intersecta a W ((Hz, H2)) y se obtiene una curva homoclinica. En este caso, el mismo punto (Hy, Hs) es
el w — limite de la variedad superior inestable W ((Hz, H2)) [2]. O

3. Conclusiones. En este trabajo se analizé una clase de modelos depredador-presa de tipo Leslie-
Gower, considerando que la respuesta funcional de los depredadores fue Holling tipo IV y efecto Allee.
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Para el sistema 2.3, se ha demostrado que posee dos sectores hiperbdlicos y un sector parabdlico, y la
existencia de una curva separatriz determinada por la variedad estable del punto de equilibrio no-hiperbdlico
(0,0). Se puede concluir que para ciertas trayectorias préximas a estas curvas separatriz son muy sensibles a
condiciones iniciales. En términos ecolégicos, implica que a pequefias perturbaciones debido a los cambios
ambientales causados por la contaminacién o por otros factores, podria provocar la extincién de ambas
poblaciones.

Se demostr6 que el sistema 2.3 posee tres posibilidades en la existencia de uno, dos o tres puntos de
equilibrio en el primer cuadrante para ciertos valores de pardmetros. Se analizé la dindmica poblacional del
sistema y se hallaron resultados de vital importancia para la coexistencia de las presas y depredadores.

Cuando existe un tnico punto de equilibrio (H, H), éste puede ser un foco o un nodo atractor para
ciertos valores de pardmetros, y, también puede suceder que el punto sea un foco repulsor, rodeado por un
ciclo limite.

Se demostrd la existencia de una curva heteroclinica en el primer cuadrante que contiene a los puntos
de equilibrio (0,0) y (1,0), cuando (u*,v®) € W*(0,0) y (u*,v*) € W*(1,0). Desde el punto de vis-
ta ecoldgico, esto significa que las poblaciones pueden coexistir en relacién a los tamafios poblacionales
iniciales muy préximos al punto de equilibrio (H, H).

Se ha demostrado que el punto de equilibrio (H;, Hy) es un punto de silla y origina una curva ho-
moclinica para ciertos valores de pardmetros. Esta curva rodea al punto de equilibrio (H, H). La 6rbita
homoclinica crea un ciclo limite para ciertas condiciones iniciales y ambas especies pueden coexistir osci-
latoriamente alrededor del punto de equilibrio [4].

4. Contribucion de autores. Los autores han contribuido de la siguiente manera: Andlisis matematico
del modelo: Contribucién al andlisis cualitativo del modelo de estudio. Formalizacién de los teoremas con
sus respectivas demostraciones, FRB; Gestion de datos: Verificacion de los datos del modelo y simulacién
de estos en Matlab. Investigacion: analizé la regién de invarianza y las equivalencias topolégicas, SCT;
Conceptualizacion y formulacién del modelo. Estructuré la parte tedrica y Andlisis de las bifurcacione,
EGO.
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