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Abstract

In this part Il we intend to give an overview of the different ways in which the idea of integral has evolved
over time; in particular the Riemann integral has been the motivation for further research up to the present.
We only want to motivate this part of the history of mathematical analysis in our environment with the aim
that student and teachers have a guide for more detailed studies and thus contribute to the development of
matematics in our region.

Keywords . Integral, Riemann- Stieltjes, Lebesgue, Young, Denjoy, Perron, Daniel, generalized R-integral,
Henstock-Kurzweil, Haar, change of variable.

Resumen

En la parte Il pretendemos dar un panorama de las distintas formas como la idea de integral ha ido evolucio-
nando en el tiempo; en particular la integral de Riemann ha sido motivacion de posteriores investigaciones,
hasta la actualidad. Solo deseamos motivar esta parte de la historia del andlisis matemdtico en nuestro en-
torno con el objetivo de que estudiantes y profesores tengan una guia para estudios mds detallados y asi
contribuyan al desarrollo de la matemdtica en nuestra region.

Palabras clave. Integral, Riemann- Stieltjes, Lebesgue, Young, Denjoy, Perron, Daniel, integral-R generalizada,
Henstock-Kurzweil, Haar, cambio de variable.

1. Complemento a la Parte I. Como sabemos, la idea de integral se remonta a la antigua Grecia con
los trabajos de Arquimedes y en los siglos XVII y XVIII se desarrolla el célculo infinitesimal; a inicios
del siglo XIX Fourier usa las series trigonométricas en su estudio sobre la difusion del calor. En todas estas
investigaciones la idea de integral , y de derivada, es fundamental atin con la falta de rigor en su formulacién.
Desde la época de Newton y Leibniz el teorema fundamental del célculo infinitesimal, “F(z) = faz f&)dt
implica F'(z) = f(x), fue esencial en el desarrollo del célculo ya que contiene delicadas cuestiones por
clarificar ; asi fue en efecto. En el siglo XIX con A. Cauchy el estudio de la integral se hace rigurosa y
analitica iniciando el periodo del rigor en el calculo pues define a las funciones continuas tal como hoy las
entendemos y define la integral para estas funciones. Ver [23]. La contribucién de Cauchy fue parcial al
problema de la existencia de la integral de funciones “arbitrarias”,tal como Fourier las asumia . Por otro
lado, Peter Dirichlet estudi6 la obra de Fourier y sabia que no toda funcién es integrable ;asi , su famosa
funcion: f(x) = 0 si z es racional, f(z) = 1 si x es irracional ,no es integrable donde se observa que la

*Secciéon Matemitica. Pontificia Universidad Catdlica del Perd, Lima, Peru. Autor para corresponden-
cia:(jortizQ@pucp.edu.pe).

381


http://revistas.unitru.edu.pe/index.php/SSMM
https://orcid.org/0000-0002-9380-4301
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://dx.doi.org/10.17268/sel.mat.2023.02.13

382 Ortiz E- Selecciones Matematicas. 2023; Vol. 10(2): 381-403

cantidad de puntos en donde la funcién es discontinua es “muy grande”pues es discontinua en todo punto
de la recta. Esta observacion motivé las cuestiones: ;, cudntas discontinuidades se puede admitir sin que
la funcién pierda su condicién de integrabilidad?, ; es posible admitir infinitas discontinuidades ,atin en
intervalos acotados ?, ... Dirichlet ,en Berlin , fue profesor de un distinguido alumno, Bernhard Riemann!

Dirichlet tenia la sospecha que la integrabilidad de una funcidn estaba relacionada al hecho de que los
puntos de discontinuidad no estén muy aglomerados y que deberian estar “ralamente”distribuidos. Afios
después esta conjetura conducirfa a la teorfa de conjuntos de G.Cantor. En 1853 Riemann, bajo la gufa
de Dirichlet, expone su trabajo de Habilitacion en Berlin que trataba sobre la teoria de las series trigo-
nométricas; ahi expone su teoria sobre la integral, péstumamente publicada en 1868 (esta es la integral que
ensefiamos actualmente a nuestros estudiantes de ciencias!). Riemann considera funciones limitadas sobre
un intervalo cerrado, limitado y sigue el modelo de Cauchy (ver [23]); establece criterios para la integrabi-
lidad de funciones en donde aparece la idea de “medir conjuntos”, conjuntos de puntos de discontinuidad
de una funcién: estamos en los albores de la teoria de la medida, elaborada por H.Lebesgue.

Riemann tuvo un gran interés por la obra de Fourier, investiga a las series trigonométricas en donde
sus coeficientes son arbitrarios, no necesariamente son coeficientes de Fourier; todo ello le motiva estudiar
el problema de la integral. Por esa época E.Heine trabajaba las series de Fourier y planted la cuestién :
{, como debilitar la convergencia uniforme y tener la unicidad de los coeficientes ? ... Heine encuentra el
resultado : “si la serie converge uniformemente sobre el subconjunto de [—7, 7] que queda después de retirar
pequeiias vecindades arbitrarias de un nimero finito de puntos , entonces los coeficientes son tinicos”. Es
oportuno remarcar que la idea de convergencia uniforme”, introducida por Stokes en 1847, y Seidel en
1848, contribuyé mucho en la investigacién de la convergencia de las series de Fourier. Heine tuvo como
alumno a G.Cantor y lo motiva a investigar el problema de la unicidad de los coeficientes de la serie de
Fourier. Cantor desarrolla la teoria de los nimeros reales y nace la teorfa de conjuntos, la que ha de permitir
construir una teoria abstracta de la integral basada en la "medida”de conjuntos. Asi, en 1870 ,Hermann
Hankel, alumno de Riemann, fue un pionero de un nuevo punto de vista de la idea de integral pues buscé
una caracterizacién de integracién en términos del conjunto de puntos en donde la funcién es discontinua.
En 1891 , Vito Volterra dio algunos avances que contrastaron ain mds las deficiencias de la integral de
Riemann , esto conforme a los nuevos avances de la teoria de conjuntos. Es oportuno remarcar que desde
1875 se observé que el intercambio de limites con una integral no siempre es posible establecerse . En
consecuencia comienza a surgir la necesidad de construirse una teoria general de la integral que corrigiera
las deficiencias de la integral de Riemann. La Escuela Francesa toma la posta.

A fines del siglo XIX en Francia surge un movimiento de investigacion del andlisis matemaético; entre
otros tenemos las contribuciones de E.C.Jordan, E.Borel y de H.Lebesgue. Se va madurando una nueva
teoria ,que serfa la “teorfa de la medida” y de la integral. En 1902 Lebesgue propone una nueva definicién
de integral ( ver [31], [23]) la que es mds amplia que la integral de Riemann y que permite estudiar el
problema de la convergencia con mejores recursos; la teoria descansa en la idea de medida de un conjunto de
puntos .Se tiene que si f es una funcion acotada e integrable segin Riemann,entonces f es integrable segtin
Lebesgue; el reciproco no es necesariamente cierto (la funcién de Dirichlet es L-integrable, pero no R-
integrable). Se remarca que los teoremas basicos de ambas integrales valen en ambas teorias de la integral.
Una novedad en la L-integral es que si lim,,_,~ fn(z) = f(z) y cada f,(z) es L-integrable, entonces
f(z) también es L-integrable. Ademds se tiene el teorema de la convergencia dominada: “bajo ciertas

condiciones, si lim,, o fn(2) = f(x) entonces se tiene el intercambio de limites 1im,, fab fu(x)dz =

f; f(z)dz ”. En 1903 Lebesgue verifica el lema fundamental (“teorema de Riemann-Lebesgue”): “si f(x)
es L-integrable en (a, b) , entonces lim, o0 ["_ f(z)sennade = [ f(z)cosnzdx . Adn més, Lebesgue
observa que con su teoria se puede integrar término a término en una serie de Fourier, no dependiendo de
la convergencia uniforme. En las primeras décadas del siglo pasado se desarrolla en andlisis funcional en
base a la integral de Lebesgue; por ejemplo se obtiene el conocido teorema de Riesz-Fischer. Para mayores
detalles de la teoria de la medida y de la integral de Lebesgue, ver, por ejemplo, [31], [26], [23].

2. La Integral de Darboux. Jean Gastén Darboux, (1842-1917), fue un matematico francés que hizo
importantes contribuciones al andlisis y a las ecuaciones en derivadas parciales. Fue profesor, entre otros,
de E.Borel, E.Cartan, E. Goursat, E.Picard y S. Zaremba. En particul.ar es conocido por su integral, la
integral de Darboux .Veamos algunas ideas al respecto. En 1875, [9], basdndose en las ideas de Riemann
y Hankel diferencia a las funciones discontinuas que son integrables y las que no son basdndose en la idea
de oscilacién. Si f es una funcién acotada definida en el intervalo [a, b], se define las sumas Y M;Ax; y
> m;iAx;, donde M; = supp,, f(x)y m; = infa,, f(2), sumas que tienden a un limite cuando d(o) —
0, donde d(o) es el didmetro de la particién . Ademds, Darboux verifica que el limite de las sumas superiores
es igual a la mayor cota inferior, y que el limite de la suma inferior es igual a la menor cota superior. Estas

cotas son llamadas las integrales de Darboux superior e inferior ,y se denotan f: f(z)dz y fab f(z)dz,
respectivamente. o
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Definicion 2.1. f es integrable-D si f: f(z)dx = L: flz)dx = f: f(x)dz, integral de Darboux.

Nota 2.1. Se verifica que esta definicion de integral es equivalente a la integral de Riemann. Segiin la
opinion de algunos analistas, la integral-D es mds prdctica que la integral-R en los cdlculos o demostra-
ciones de resultados. Se remarca que la idea de Darboux es basada sobre la introduccion de las integrales
superior e inferior, integrales por exceso y por defecto; asi Darboux prueba que si el intervalo (a,b) es
dividido como es usual y la suma de los productos también , PERO con la diferencia de que en lugar de
tomar el valor de la funcion en un punto arbitrario del intervalo, se toma el limite superior(inferior) de
los valores de la funcion en los intervalos y se multiplica por la longitud del intervalo correspondiente;
estas sumatorias tienen, cualquiera que sea el tipo de funcion, cada una de ellas un limite definido, inde-
pendiente del modo de division y del modo en que tiende al valor cero. Este limite es llamado la integral
superior(inferior) de la funcion. En el caso especial de que estos dos limites coincidan, el valor comiin es
llamado “la integral de Darboux”de la funcion.

3. La integral de Young. William H. Young (1863-1942) fue un matematico inglés que contribuy6 a
la teoria de la medida ,a las series de Fourier, a las funciones de variable compleja y a la teoria de la integral.
Tenia 35 afios cuando publicé su primer articulo ,luego por un periodo de 25 afios trabajé intensamente
publicando tres libros y alrededor de 200 articulos matemadticos. Su énfasis estuvo en el estudio de la integral
de Stieltjes, de las series de Fourier y sobre todo en la investigacién de la integral en donde contribuyé
con la llamada “Integral de Young”. Hardy lo consideré uno de los matematicos mds originales de su
época. Su esposa también fue matemdtica y escribieron algunos articulos juntos. Su trabajo [32], escrito
tres afios después de un trabajo de Lebesgue, contiene la construccién de una integral, la cual es equivalente
a la integral de Lebesgue pero ambas tienen diferentes enfoques que generalizan a la tradicional integral
de Riemann. (Ver el excelente libro de Ivan N.Pesin, [24], para mayores comentarios) . Ver también los
originales trabajos de Young [32], [33], y [34], donde el autor expone sus ideas y propuestas sobre una
nueva visién de la integral. Young, [32], nos explica que la integral de Riemann fue sometida a diversas
explicaciones y propuestas de otras formas de introducir la integral.

Young, en su original trabajo [32] destaca la gran importancia de la teoria de conjuntos de Cantor
en posteriores investigaciones sobre la integral. Asi, se cuestiona si en las definiciones de Riemann y de
Darboux la palabra “finito”se reemplazara por “contablemente infinito ” y si la palabra “intervalo”se reem-
plazara por “conjunto de puntos”; si esto se hace, ;qué sucede? .... Es decir, (y si se reemplaza el intervalo
(a,b) por un conjunto cerrado de puntos y se define la integral respecto a este conjunto cerrado de puntos
? Luego de hacer algunos comentarios sobre Riemann y Lebesgue, Young ejecuta su plan de construir su
integral. Young prueba: “si una funcién f es R-integrable sobre [a, b] ,entonces f; f(x)dx es el limite de
las sumas ), f(&)A;, donde {A;} es un sistema enumerable de segmentos mutuamente no superpuestos y
con la condicién que m[(a,b) — >, A;] = 0. m es medida en el sentido actual y esta condicion es esencial.
Ademds, el limite es tomado cuando méax; mA; — 0.

Remarcamos que Young fue contempordneo con Lebesgue y de los dltimos afios de Cantor y fue asi
estimulado por las notables teorias de estos notables analistas. En 1906 Young y su esposa Grace Ch.Young
publicaron el primer libro comprensible sobre la teoria de conjuntos con aplicaciones a la teoria general
de funciones. Bajo este contexto Young investiga las integrales de Riemann y de Darboux. Asi dice que
tanto en la R-integral como en la D-integral el limite de las sumas superior e inferior no existe si se permite
subdivisiones en conjuntos arbitrarios. Esto motivé que Young investigara las integrales superior e inferior
de Darboux. Para mayores detalles de lo afirmado veamos las siguientes definiciones, ver [24], pags.79 y
siguientes.

Definicion 3.1. Sea {E;} una subdivision finita o enumerable del segmento [a,b] en conjuntos me-
dibles E;, E; N Ej = 0,1 # j Sea M; = sup,cp, f(x), m; = infyep, f(x). Entonces los niimeros
inf )", MymE;, sup )y, mymE;, donde el supremo y el infimo son tomados sobre todas las posibles sub-
divisiones { E; }, son llamados la integral superior y la integral inferior, respectivamente , de la funcion f.
(mFE es la L-medida de F).

([33]) Young afirma que esta definicion es justificada si se puede probar que la integral superior no es
menor que la integral inferior, ademds, dice, esos niimeros coinciden en todos los casos con la integral de
Darboux. Young prueba lo primero pero lo segundo no es cierto en general.

Definicion 3.2. Sea S un conjunto con medida positiva, y sea { E;} una subdivision de S en conjuntos
medibles . Sea p(x) = lmy . f(2'), M; = sup,ep, ¢(z). Entonces el mimero inf Y", M;mE; ,donde
el infimo es tomado sobre todos los posibles sistemas {E;}, es llamado la integral superior de la funcion
f(x) sobre el conjunto S. Se observé que en el caso que S fuera un segmento , esta integral coincide con
la D-integral superior. En forma andloga se define la integral inferior de f sobre S.

Definicion 3.3. Cuando las integrales superior e inferior en el sentido de la definicion 3.2 coinciden,
la funcion f(x) es llamada integrable sobre el conjunto S,y el valor comiin de esas integrales es llamada
la integral de f(x) sobre el conjunto S. Notacién: integral de Young de f sobre S = (V) |, s f(z)dx.



384 Ortiz E- Selecciones Matematicas. 2023; Vol. 10(2): 381-403

En un trabajo publicado en 1910, Young propuso su integral usando el método de las sucesiones
mondtonas; luego en 1912, [33], bajo algunas mejoras de presentacion, €l es capaz de excluir en su teoria la
nocién de medida de un conjunto. ; Cudl es laidea ? ... (ver [32], [24] ). Estudiando la teorfa de la integral
de funciones continuas,Young observé que ella descansa en dos principios:

(1) la integral es un limite de integrales de funciones escalera (constantes) y éstas funciones pueden
ser tomadas ser semicontinuas superior (inferior) si el valor de cada una de esas funciones, en un
punto de discontinuidad, es adjunto a la constante mayor(menor).

(i1) la funcién limite es aproximada por medio de sucesiones monétonas de funciones constantes.
Luego de estas observaciones ,Young sefiala que con tal interpretacion de la integral ,uno podria asumir
que la integral (inferior y superior) de una funcién dada podria ser reemplazada por la integracién de dos
funciones semicontinuas. En resumen Young dice:

Principio de las Sucesiones Monétonas. “Una funcién es dicha tener una integral si ella puede ser ex-
presada como el limite de una sucesién monétona de funciones cuyas integrales ya han sido bien definidas,
siempre que el limite de integrales de las funciones en tal sucesion, sea la misma. Este limite es llamado la
integral de la funcién dada”. Ver [32] y [33].

En el trabajo[34], 1913, Young estudia la integracién con respecto a una funcién de variacién acotada.
Nos dice que Stieltjes (1894) fue el primero en introducir el concepto de la integral de una funcién con
respecto a otra funcidn la cual no es necesariamente continua. (Ver [31], [23] sobre la integral de Stieltjes).
La funcién a ser integrada,segun Stieltjes, es continua, en tanto que la funcién con respecto a la cual la
integracion es considerada, es una funcién mondtona creciente. Lebesgue, en 1910, investigd la posibilidad
de extender la integral de Stieltjes de modo que abarque la integral de todas las funciones sumables acotadas
con respecto a funciones de variacién acotada. Lebesgue logra este objetivo basado sobre el cambio de
una variable independiente. Young en su trabajo [33] investiga tal propuesta de Lebesgue; su método esta
basado en la teorfa de las sucesiones mondtonas, explica las ventajas de usar este método en su teoria. Para
los detalles de este trabajo de Young, ver [33].

4. La Integral de Lebesgue - Stieltjes. En [22] hemos expuesto sobre las integrales de Riemann ,de
Riemann - Stieltjes y de Lebesgue; asumimos que el lector estd familiarizado con estas integrales. En esta
seccién vamos a ver la relacidn entre estas dos dltimas integrales . En 1894 Thomas Stieltjes tuvo la idea ,por

primera vez, de reemplazar la variable de integracion z en la integral de Riemann | j f(x)dx por una funcién
a(z). Como sabemos la integral de Stieltjes es el limite de las sumas ) . f(&;)[o(2;) — a(xi—1)], donde
los x son puntos de una subdivisién de (a,b) y z;—1 < §; < z;. Esta integral existe, por ejemplo, si f(x)
es continua y a(x) es una funcién de variacién acotada o una funcién monétona. La idea de Stieltjes fue
extender la integral de Riemann («(x) = x) y su integral pasé a llamarse la integral de Riemann - Stieltjes,
la cual pasé a ser ensefiada por sus propiedades tenidas. El siguiente paso fue combinar esta integral con
la teoria de la medida de Lebesgue y con su integral, lo que se logré resultando la integral de Lebesgue -
Stieltjes, la cual es mds potente y flexible en las aplicaciones. Todo esto transcurri6 en las primeras décadas
del siglo XX. Por esos afios, en 1909, F.Riesz establecié que la integral de Stieltjes fue la forma general
de las funcionales lineales continuas sobre el espacio vectorial de las funciones continuas. Un afio después,
H.Lebesgue publica una férmula en la que expresa la integral de Stieltjes de una funcién continua f en
términos de una integral de Lebesgue de alguna funcién integrable «(x) con otro argumento. En 1914,
Young critic6 el método tedioso de Lebesgue probando que el método de las sucesiones monétonas aplicado
a la integral de Stieltjes conduce a una mas simple generalizacién. En otra direccion, la introduccién de la
integral de Lebesgue - Stieltjes fue posible debido a la nocién de “funcién conjunto ”, nocién que fue util
a Lebesgue en su extension de la teorfa de diferenciacion e integracion para el paso de funciones de una
variable a varias variables. Asi se fue llegando a la teoria abstracta de la integral siendo uno de sus pioneros
M.Fréchet, J.Radon y C. Carathéodory . Remarcamos que la férmula dada por Lebesgue en la que reduce
la integral de Stieltjes a una integral de Lebesgue es ( [24], pag.115)

b 'B o\
[ r@idata) = [ ) )y, @1

donde v(x) es la variacién total de «(x) sobre [a, x], z(v) es el inverso de de v(x) [el subindice de « de la
integral es diferente de la funcion «(x)] . Lebesgue afirma que la igualdad (4.1) podria ser la definicién de
la integral de Stieltjes de una funcién discontinua f(x), es decir siendo la integral de Lebesgue que aparece
a la derecha. Pero Young ,en 1913 ,afirma en su trabajo [33], que un modo mds natural para esta definicién-
generalizacion es via su método de las sucesiones mondtonas. Ver [33] para otros detalles. Luego de algunos
argumentos, la nocién de variacién de una funcidén creciente va tomando interés en estas investigaciones.
Sea a(x) una funcién creciente e I = (a,b). Por definicién la variacién de a(z) sobre I, denotado
v(a,I),es v(a, I) = a(b — 0) — a(a + 0), donde a(a + 0) es limite por la derecha de o, y a(b — 0), el
limite por la izquierda. Si el intervalo se reduce a un solo punto z, la variacién es definida como v(«, ) =
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a(z — 0) — a(z + 0), la cual es cero si y solo si «(z) es continua en 2 . Si U es un conjunto abierto,
v(a,U) = > v(a, I), donde la surma es sobre todos los intervalos I que aparecen en la descomposicién
de U. Por simplicidad escribamos vU en vez de v(«, U). Por otro lado, dado un conjunto E se define v* E
como la cota inferior de vU para todos los U’s que contienen a E; similarmente, v, E es la cota superior de
v ,para las Q’s contenidas en E. Si v*E = v, FE, se dice que E es a- medible y que tiene una variacion
definida v F sobre E. Esta definicion tiene las propiedades conocidas, como ser aditiva para una sucesion
infinita de conjuntos E4, E», ... . Ademds, hay una definicién para la variacién de funciones de varias
variables. Hagamos un paréntesis para ver,ligeramente, conjuntos medibles segtin Emile Borel quien en
1898 define la medida para un conjunto abierto U como la suma de las longitudes de sus componentes pues
él sabia que todo abierto de R es la unién de la familia enumerable de sus componentes 6 intervatos abiertos,
disjuntos dos a dos. Posteriormente considera a los llamados conjuntos de Borel, los cuales son obtenidos de
conjuntos abiertos aplicando uniones e intersecciones a un nimero enumerable de tales conjuntos, tomando
limite se obtiene la medida, medida de Borel, la cual tiene la propiedad aditiva: “si { £, } es una sucesién
de conjuntos de Borel ,disjuntos dos a dos, entonces la medida de la unién | J,, £, (que se asume acotada)
es igual a la suma de las medidas de E,,”. Ademds, se sabe que si E es L-medible, entonces existen dos
conjuntos B-medibles F'y G talesque F C E C Gy |F|g = |E|L = |G|B.

Pues bien, los conjuntos B-medibles son importantes en el objetivo de definir la integral de Lebesgue-
Stieltjes pues se sabe que dado un conjunto, el puede o no ser medible para una particular funcién a(z);
pero, si un conjunto es B-medible es L-medible para toda funcién «(x); esto sigue por la forma como se
construye la medida de Borel. Por otro lado, se dice que una funcién f(z) es a-medible si el conjunto de los
valores de x para los cuales f(z) > ¢; es a-medible para todo c. (Funcién “distribucién”). De esta manera,
una funcién la cual es B-medible, es L-medible con respecto a toda funcidn creciente .. Por ello se asumira
que «a(x) es creciente y que f es positiva . Ver [5] .Ahora vamos en pos de la interal de Lebesgue-Stieltjes!

Sea el plano cartesiano x — &, con origen 0; sea & = «(z), al intervalo (a, b) del eje Oz le corresponde
un interJalo (o, B) del eje 0¢; la correspondencia entre  y « es univoca, excepto para los casos:

(a) si a(z) es una funcién constante en un intervalo ,el mismo valor de £ corresponde a todo valor de

x en tal intervalo

(b) si a(x) es discontinua en x entonces aceptamos que todo valor de ¢ entre a(xg — 0) y a(zo + 0)

corresponderd al valor en x
Asf mismo,la funcién z = a~1(£), 6 digamos x = X (&), inversa de & = a(x), es univocamente definida
excepto para los valores de ¢ especificado en (a), los cuales forman a lo mas un conjunto enumerable. Bien,
a una funcién f(z) le corresponde una funcién de & , asi, f(X(£)). Ademds, se desea que esta definicién
sea bien determinada, es decir, tnica; para ello se debe aceptar ciertas condiciones. Se observa que una
discontinuidad de «(x) corresponde a un intervalo donde X (&) es constante ,y asi también de f(X'(£)).

Definicion 4.1. [5]. La integral de Lebesgue-Stieltjes, LS f; fda, es definida siendo el valor de la

integral de Lebesgue ff F(X(6))de.
En el caso general de f arbitrario, f = fi — f_, se define

/fda:/f+da—/f_da.

Si f es una funcién limitada, la integral L-S se define siendo el valor comun de los limites de las sumas
S = Z?:l liv1€,y s = 2?21 lie; ,donde e; es la variacidon de « sobre el conjunto E; donde se tiene
l; < f(x) < liy1. La definicidn se extiende para el caso f no limitada. Por otro lado, si « es una funcién
de variacidn acotada, entonces o« = a1 — e, donde a1 y g son funciones crecientes , entonces se tiene la
definicion f fda = f fdaq— f fdas. Se observa que si estas dos integrales de la derecha existen, entonces
también existen [ fday + [ fdas y se podria entonces escribir [ f|da|.

Se observa que la definicién de la L-S integral es mas laboriosa que la integral de Riemann pues se
necesita de la teoria de la medida e integral de Lebesgue. Sin embargo ella posee las propiedades usuales
de la R integral y otras propiedades que !a hacen util. Veamos algunas de ellas, (integrable se entiende L-S
integrable).

(i) Si f : I — R es integrable sobre I con respecto a «, entonces también lo son f, f~ y | f| y se
tiene
J; fda= [, ffda+ [, f~da 'y [;|flda= [, ffda— [, f~da.
@) Si f, : I — R, n =1,2,..., es integrable sobre I con respecto a cv, y si f : I — R es tal que
(If = fal) = 0, en cierto sentido, entonces f es integrable sobre I con respecto a «, y se tiene
[; fndo = [} fda [} fiFdo— [, frda; [} frydo— [, f~da; [} ] fulda — [} |flde.
(iii) Si f : I — R es integrable sobre I con respecto a «, entonces se tiene

‘/I.fda

§/|f\do¢. 4.2)
I



386 Ortiz E.- Selecciones Matematicas. 2023; Vol. 10(2): 381-403

@v) Sif;: 1 —=R,j=1,2,..,n,es integrable sobre I con respecto a o, a; un nimero real, entonces
Z?Zl a; f; es integrable sobre I con respecto a «, y se tiene

/I(X_: ajfj)da = Z:aj/Ifjdoz. (43)

v) Si f > 0 sobre I, entonces fl fda > 0.Si fyg: I — Rsondos funciones integrables y g < f
sobre I, entonces [, gdor < [, fdov.

(vi) (Teorema de la convergencia mondétona). Sea fi, fa, ..., una sucesion monénota de funciones
integrables sobre I con respecto a «; ademas lim,, o f ; fada es finito. Si f : I — R es tal
que f,, — f ctp, entonces f es también integrable sobre I con respecto a cv y se tiene || ; fada —
; fde.

(vii) (Teorema de la convergencia dominada). Sea fi, fo, ... una sucesion monétona de funciones
integrables sobre I con respecto a a 'y tal que |f,,| < 3, Vn, sobre I donde f,, : I — R es una
funcién integrable sobre I con respecto a . Si f : I — R es tal que f,, — f ctp, entonces f es
también integrable sobre I con respecto a o y se tiene [, foda — [, fday [;|fn — flda — 0.

viii) Sea f1, fa, ... una sucesién de funciones integrables sobre I con respecto a «, todas con el mis-
mo signo (positivo o negativo o cero) tal que Z;’;l( / ; fida) converge. Sea f : I — R tal
que f = Z;’il f; ctp; entonces [ es integrable sobre I con respecto a « y se tiene | ; fda =
Z;‘;l (f] fide).

ix) Si a(x) es una funcién de variacién acotada, creciente; f y g tienen el mismo signo y sea 0(x) =
[ gdav, entonces f: fdo = f; fgda (cambio de variable).

La integral de Lebesgue- Stieltjes es también, construida via la nocién de funcién conjunto via argu-
mentos dados por Lebesgue en 1910, en donde extiende la teoria de diferenciacién e integracién de una
a varias variables. Y as{ la integral fue imaginado como una funcién conjunto, visién que fue fitil en la
investigacion del andlisis. Se comienza a usar nociones del dlgebra abstracta (c-anillos, ...) y asi, en 1915,
M. Fréchet trata la integral via espacios abstractos.

Desde la época de Leibniz y Newton ya se conocia la relacién entre la derivada y la integral, via el
teorema fundamental del célculo, que dice

ff f/(x)dx = f(b) — f(a). Se observé que este teorema exigia condiciones extras para su validez, ain
con la integral de Riemann se tenia deficiencias en sectores del andlisis pues hay funciones que no son R-
integrables, ademads no era fuerte en teoremas de convergencia. Esto, y otras razones, motivaron a Lebesgue
introducir su integral pero ésta también tenia deficiencias pues existen funciones f que son diferenciables
en todo punto pero sus derivadas f’ no son L-integrables; es decir, no tendrfamos el teorema fundamental.
Esto, y otras situaciones motivaron a los analistas a buscar otras integrales que, al menos, superen esta
deficiencia y/o otras. Por ello en las proximas secciones presentaremos algunas de tales integrales.

5. Algunas otras integrales. Lo expuesto en la seccidn 4 se desarrollé en las primeras décadas del
siglo XX, cuando se introdujeron ideas revolucionarias en la matematica, y en el andlisis funcional; la teorfa
de Lebesgue, su medida e integral se imponian en el escenario de entonces. En el siglo XIX, la teoria de
integracion estuvo basada en las series trigonométricas; surgié la integral de Riemann, luego la de Stieltjes,
la que F.Riesz (1909) la interpreté como la forma general de una funcional lineal continua. Como ya hemos
dicho, Lebesgue expresa a la integral de Stieltjes como una integral de Lebesgue. Las investigaciones usan-
do la teoria de la medida condujeron a la integral de Lebesgue-Stieltjes, la que con la funcién conjunto tuvo
otra presentacién. Luego vino el paso de una variable a varias variables. Se introdujeron los o - anillos de
conjuntos L-medibles en el estudio de la integral y asi su estudio se hacia mas delicado y exigente. En este
escenario surge J.Radon (1887- 1956), quien es también conocido por su “transformada de Radon”, integral
de una funcién sobre un conjunto de rectas. Radon es considerado como un precursor de la tomografia, tal
util en la medicina. Se remarca que las nociones basicas de la actual teoria de la medida ya fueron consi-
deradas en el trabajo de Radon. En 1913 generaliza las ideas de Lebesgue e introduce la llamada “integral
de Radon”. En este afio Radon generaliza la convergencia media, entre otros aportes como generalizar al-
gunos resultados de F.Riesz, todo esto dentro de la teorfa de funciones y del andlisis funcional. En cuanto
a su integral, ella es una deseable generalizacion de las integrales de Stieltjes y de Lebesgue; su nombre
es reconocido en el conocido “teorema de Radon-Nikodym”, tan ttil en el andlisis funcional. Debido a
la maquinaria de teoria de la medida y a diversos conceptos abstractos del andlisis , invitamos al lector a
consultar el excelente libro de 1.Pesin, [24], pag.121 y siguientes.

Arnoud Denjoy (1884-1974) fue un matemadtico francés que también contribuyé a la teorfa de la inte-
gral. Como anécdota digamos que no entr6 directamente a la prestigiosa Escuela Normal pero ante el retiro
de uno de los estudiantes, ocup6 su plaza. Entr6 en 1910 y pronto demostré sus grandes condiciones para
la matemadtica y logré estudiar con los ya prestigiosos maestros E.Borel, Paul Painlevé, y otros, quienes les
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dieron una sélida formacién y asi Denjoy pudo participar en la evolucién del andlisis de entonces. Como
sabernos, una preocupacion de los analistas de esos tiempos fue construir una integral para la cual todas las
derivadas de funciones, sean integrables. En 1912, A. Denjoy introdujo una teorfa de integracion donde se
tenia esta propiedad; sus argumentos fueron un tanto técnicos pero daremos algunas ideas de la integral
de Denjoy. Seguimos la presentacién de Natanson, [35], vol. II. Pag.175, la cual es dada en el sentido
“restricto”( la integral de Denjoy en el sentido “amplio” es la integral de Denjoy-Khinchin).

La idea es construir una sucesion infinita de integrales que se llamaran D-integrales de la forma

b
(D) / f()dz, 5.1)

donde f(z) es una funcién definida en [a, b]. Ahora se procede por induccién, (Do) fub f(z)dz la cual es
la integral de Lebesgue (L) ff f(z)dz. Ahora se asume que se tienen definidas las integrales (5.1) para

todo ¢ < 71 ,donde n < Q. Si tenemos (D,,_1) f; f(z)dz, entonces se define la integral (D) fab f(z)dx,
donde 1 es un nimero de “primera clase”y si es de “segunda clase”, ver [35], pag. 175, también se define

(D) f: f(z)dz. En conclusidn, la integral de Denjoy en el sentido restricto de la funcién f(x) definida el

intervalo cerrado [a, b] es la integral (Dg,) f: f(z)dz.

Nota 5.1. Esta integral es también llamada la integral de Denjoy - Perron. La integral en el sentido
amplio es una generalizacion de la en sentido restricto.

En el libro de Saks, [27], pag.241 tenemos una mejor definicién de la integral de Denjoy: “una funcién
f(z) de variable real es integrable, en el sentido Denjoy, en un intervalo [a, ] si existe una F' la cual es
continua sobre un conjunto F' y si E es la suma de una sucesion finita o enumerable de conjuntos FE,,
sobre cada una de ellas F' es absolutamente continua (esto es, dado cualquier ¢ > 0, existe n > 0 tal
que para toda sucesion de intervalos no superpuestos {[a,,b,]|} cuyos puntos extremos pertenecen a F,
Y on(bn —an) < n, implica ) |F(b,) — F(an)| < €) sobre I y la cual tiene a f como su derivada
aproximada ctp. Esta funcion F es, entonces, llamada la integral indefinida de Denjoy de f sobre /.

Suincremento F'(I) = F(b) — F(a) se llama la integral definida de Denjoy de f sobre I.

Notacién . (D) | ; f(z)dx = integral definida de Denjoy (conocida también como integral de Denjoy -
Khinchin).

Asi mismo se define la D, -integral indefinida (de Denjoy). Veamos; una funcion finita F’ es llamada ab-
solutamente continua en el sentido restricto sobre un conjunto limitado E' si F' es limitado sobre un intervalo
conteniendo E y si para cada e > 0 existe un 7 > 0 tal que para toda sucesion de intervalos no-superpuestos
{I,,} cuyos puntos extremos pertenecen a F, la desigualdad ), |I,,| < nimplica ) 0(F;I,) < €, donde
O(F, I,,) significa la oscilacién de F sobre el intervalo I,,. Por otro lado , se dice que f es absolutamente
continua generalizada sobre un conjunto E si la funcién es continua sobre E'y si el cornjunto E es ex-
presado como la suma de una sucesién de conjuntos limitados y sobre cada uno de ellos, la funcién f es
absolutamente continua en el sentido restricto. Ahora se define la integralde Denjoy - Perron.

Una funcién es dicha D-integrable sobre un intervalo I = [a, b] si existe una funcién F, la cual es
absolutamente continua generalizada sobre [ y la cual tiene a f como su derivada ordinaria ctp. La funcién
F es llamada la D - integral indefinida de f sobre I. La diferencia F'(I) = F'(b) — F(a) se llama la D -
integral definida de f sobre I, y se le denota con (D) f; f(x)dx.

Se verifica que, [27], pag.242, “si dos funciones son iguales ctp. y una es D -integrable 6 D, - integrable
sobre un intervalo I, entonces también lo es la otra y las dos funciones tienen la misma integral definida
sobre I”. Otra propiedad es: “si dos funciones f y g son D 6 - D, integrables sobre un intervalo I, entonces
af + bg también lo es, y se tiene

b b b
(D) / laf(z) + bg(x)]dz = a(D) / f(@)dz + b(D) / o(z)dz. 5.2)

Se tienen los siguientes resultados fundamentales [27]:
Teorema 5.1.
(i) “Siuna funcion f es D,-integrable sobre un intervalo I, ella es también D-integrable sobre I y se
tiene (D) [, fdx = (D.) [, fdx.”
(ii) (Relacion entre la integral de Lebesgue y la de Denjoy). “ Si la funcion f es L-integrable sobre un
intervalo I, ella es, también, D, -integrable sobre Iy se tiene (D) f[ fdx = (L) f] fdx”.
(iii) “Si f es D - integrable y ctp. no-negativa sobre un intervalo I, entonces f es L - integrable sobre
1.
Teorema 5.2. (Extension de un resultado de Lebesgue ). “Sea f,, una sucesion no-decreciente de fun-
ciones que son D -integrables sobre un intervalo I tales que sus D-integrales sobre I, son limitadas supe-
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riormente. Entonces la funcion f(x) = lim,, f,(z) es D-integrable sobre I y se tiene

(D) / fdx = lim (D) / fn(zx)dx (5.3)
I n—o0 I
Se tiene el mismo resultado si D es reemplazado con D, ”(Intercambio de limites).

Teorema 5.3. Si [ es una funcion D-integrable , entonces f es una funcion medible y finita ctp .

Ver [27], pags.242-43 , para la prueba de estos resultados. En las siguientes pdginas , Saks da mucha
mads informacién de la integral de Denjoy.

Aleksandr Khinchin (1894-1959) fue un notable analista ruso , alumno de N.Luzin, quien contribuy6
también en la investigacion sobre la integral; es conocido también por sus contribuciones en la teoria de la
probabilidad. Ya hemos mencionado que la integral de Denjoy en el sentido ancho es llamada también la
integral de Denjoy - Khinchin, la cual es una generalizacién de las integrales de Riemann y de la Lebesgue.
En efecto , en 1916 y posteriormente en 1918 Khinchin publica dos trabajos donde extiende la integral de
Denjoy; por esa época se introdujeron nuevas ideas sobre convergencia, en la teoria de la medida; se define
la derivada aproximada, se generaliza la nocién de funcion absolutamente continua, entre otras ideas, todo lo
cual sirvi6 para extender, generalizar la nocion de integral. Consultar el excelente libro de S.Saks, “Theory
of the Integral”, 1937, [27], donde se puede encontrar muchas ideas y métodos que sobre esta teoria se
estaban elaborando entonces. Saks, matematico polaco, falleci6 a temprana edad como consecuencia de la
II G.M. y fue considerado uno de los lideres de la integral a nivel internacional. Su libro fue una guia para
muchas investigadones sobre este tema. Sugerimos también consultar el articulo de B .Thomson [29] en
donde, entre otras ideas, caracteriza a la integral de Denjoy-Khinchin.

Veamos algunos argumentos matemdticos . Sea I = [a,b] un intervaloy f : I — R una funcién de
valor real. Recordemos que f es absolutamente continua sobre un subconjunto E de [ si para todo nimero
€ > 0, existe un niimero § > 0 tal que cuando tengamos una familia finita [z;, y;] de subintervalos de I,
disjuntos dos a dos,cuyos extremos estdn F, se tenga ), |y; — ;| < J entonces se tenga >, |f(y;) —
f(z;)] < e. Esto permite decir que f es absolutamente continua generalizado sobre un subconjunto E
de I si la restriccion de f a F es continua sobre E, se puede escribir como una unién enumerable de
subconjuntos F tal que f es absolutamente continua sobre cada E. Por otro lado, el nimero real z, que no
necesariamente estd en F, es llamado un “punto de densidad”de F si lim._,q W = 1. Entonces,
la funcion L-medible f : F — R tiene un “limite aproximado ”c en z, el cual es un punto de densidad, si
para todo € > 0, z es un punto de densidad de f~!([c — €, ¢ + €]). Si ademds, f(z) = c, entonces se dice
que f es “aproximadamente continua en z”. En otras palabras, f tiene un limite aproximado ¢ en x si por
definicién existe un subconjunto medible F' de E tal que = es punto de densidad de F'y su limite en x de la
restriccion de f a F' es c. Se sabe que si el limite aproximado existe, el es tnico.

Definicion 5.1. (Derivada Aproximada) Sea f : £ — R una funcion L-medible; f tiene una derivada
aproximada c en x si por definicion W
entonces f es aproximadamente continua en z.

Nota 5.2. Se verifica que una funcion L-medible es aproximadamente continua ctp, y reciprocamente.

Definicion 5.2. (La Integral de Khinchin). Sea I = [a,b] y f : I — R una funcion de valor real
sobre I, f es Khinchin integrable sobre I si, por definicion, existe una funcion F' la cual es absolutamente
continua generalizada y cuya derivada aproximada coincide con f ctp. (F es determinada por f a menos
de una constante).

La integral de Khinchin de f es, (K) f(f f(z)dz = F(b) — F(a).

También se podria decir que una funcién f es integrable en el sentido de Khinchin sobre el intervalo
[a,b] si f es D-integrable en el sentido ancho y si su integral indefinida es difereniable ctp. Remarcamos
que esta integral es también llamada la integral Denjoy-Khinchin. Ver los libros de Saks, [27] pag.295 .y
de Pesin, [24] pag.148, para mayores comentarios. El articulo de B.Thomson [29] también trata sobre la
integral de Denjoy-Khinchin, donde entre las nociones preliminares da una caracterizacion de ella. También
debemos mencionar que la integral de Denjoy ha sido estudiada en el contexto de la teoria de distribuciones.

, x # 2/, tiene limite aproximado c en x. Si esto se cumple,

6. Integrales de Perron y de Daniell. Oskar Perron (1880-1975) fue un matematico alemén quien
hizo interesantes contribuciones a la matemadtica, en particular es conocido por su integral, la Integral de
Perron. En 1902 obtuvo su doctorado bajo la asesoria de F.von Lindemann; luego estudié en Gottingen
donde trabaj6 con D.Hilbert. Llegé a publicar 218 trabajos sobre diferentes areas lo que le vali6 los corres-
pondientes reconocimientos, asi llegd a ser presidente de la Sociedad Matemadtica Alemana. Fue testigo de
las estragos producido por la II G.M. y de las atrocidades cometidas entonces. En particular hacemos un
paréntesis para dar una ligera idea de su método para resolver el cldsico problema de Dirichlet. Mayores
detalles ver [22]. La idea es construir una funcion, la funcién de Perron, tal que si el problema: “hallar una
funcién w tal que Au = 0 en un adecuado dominio D, y u = f sobre el contorno de D ,donde f € Cco
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(contorno de D) es una funcién dada, tiene solucién y entonces esta solucién coincide con la funcién de
Perron.

Veamos. Sea D un dominio en R” y v : D — R una funcién continua. u es llamada subarménica en
D si para todo ¢ € D se tiene u(zg) < Wloﬂ)l faB(%,R) u(y)do(y), para toda B(xg,r) C D. (0B
es la frontera de B). u es llamada superarménica D si se tiene > en la anterior definicién. Todo funcién
armoénica es sub y super arménica y reciprocamente,

Definicion 6.1. (Funcién de Perron) Sea f € C°(9D); se dice que u(z) es una subfuncion sobre D
si:

(i) u(z) es subarmdnica en D;

(ii) u € C°(D);

(iii) u(y) < f(y), para todo y € dD.
Pongamos S(f) = { subfunciones en D asociadas a cada f }.

Nota 6.1. Esta familia no es vacia ya que la funcion constante minycaop f(y) es una subfuncion. Por
definicion, P(x) = sup,cg (s u(z) es llamada la funcién de Perron.

Teorema 6.1. P(x) € L>®(D)y AP(z) = O en D.

Teorema 6.2. Dado f € C°(OD), si el problema de Dirichlet (PD) Au = O en D y u = f sobre D
tiene solucion u(z), entonces u(x) = P(z).

Nota 6.2. No se afirma que dado el PD, la solucion es P(x) . Se afirma si PD tiene solucion, ella
coincide con la funcion de Perron.

Perron pertenece al periodo (primeras décadas del siglo XX) del desarrollo de la teoria de funciones
de una variable real basado en la teoria de conjuntos en el espacio R”; es la época en que se estudian las
integrales de Lebesgue, de Denjoy, de Perron, entre otras investigaciones de la integral, relaciondndolas
con la integral de Stieltjes. Perron construye su integral con la ausencia de sumas parciales, como lo hizo
Riemann y algunos sucesores, y lo hizo solo como la inversa de la derivada en su forma esencial.

La integral de Perron es una generalizacion de la integral de Lebesgue y para introducirla se necesita
de algunos conceptos previos. M es llamada una funcién mayor de una funcién f sobre [a, b] con respecto a
una funcién G sobre [a, b] si para cada = € [a, b] existe un € > 0 tal que M (d)— M (c) > f(2)[G(d)—G(c)]
paratodo ¢ < x < d de donde |d—c¢| < e. La funcién m es llamada funcién menor de f si > es reemplazado
con <. De esta manera, una adecuada derivada inferior (D) de M con respecto a G, es mayor que f.
Analogamente, se tendria la derivada superior (D) de M con respecto a G.

Definicion 6.2. (Integral de Perron). Una funcion f es integrable, en el intervalo [a, b], segiin Perron
si existe una funcion mayor M y una funcion menor m tal que

(i) M(a) =0, DM(z) > f(z), DM(x)# —o,

(ii) m(a) =0, DM(z) < f(x), DM(x) # +o0
donde D y D son las derivadas superior e inferior, donde x € [a, b] y si la cota inferior de los valores M (b)
de los M’s, es igual a la cota superior de los valores m(b) de los m’s. La integral de Perron de f sobre
[a, b] es tal valor comiin, y se denota (P) jab f(z)d.

Se verifica que la integral de Perron es equivalente de la integral estricta de Denjoy. Ella fue introducida
en 1914 y fue completada por H.Bauer en 1915 . Esta integral fue luego generalizada via la integral de
Perron - Stieltjes, segtn el siguiente argumento. Sea f una funcidn finita sobre [a, b]. f es integrable seglin
Perron-Stieltjes con respecto a una funcién finita G sobre [a, b] si existe ,sobre [a, b], una funcién mayor M
y una funcién menor m para f con respecto a G sobre [a, b], con M (a) = m(a) = 0y tal que para todo
z € [a, b] se tenga

(i) M(z+B)—M(z—a)> f(z)[Gx+B) - Gz — a)],

() m(z + B) —m(x —a) < f(2)[G(z + B8) — G(z — )],

donde o > 0y 8 > 0 son suficientemente pequefios, siempre que la mayor cota inferior de los nimeros
M (b) (donde M es cualquier funcién mayor de f con respecto a G) y la menor cota superior de los nimeros
m(b) (donde m es una tal funcién menor de f con respecto a (), ellas coincidan.

El valor comun es llamado la integral de Perron - Stieltjes de f con respecto a G sobre [a,b] y se
denota: (P — ) [ f(2)dG(x).

Veamos algunos aspectos de estas integrales (P)y (P — S). [27] .

Teorema 6.3. Toda funcion P-integrable es L-medible, ctp. finita y es igual a la derivada de su integral
indefinida.

Teorema 6.4. Si dos funciones f y g son ctp. iguales y una de ellas es P-integrable, entonces la otra
también lo es y las P-integrales definidas de f y g son iguales.

Teorema 6.5. Sea F' una funcion continua y g una funcion de variable real, P-integrable y tal que se
tiene:

(a) Fr (z) > g(x) casi en todo punto x ;

(b) Fr (z) > —o0 en todo punto x, excepto a lo mas en un conjunto enumerable;
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entonces se tiene (P) fab g(x)dx < F(b) — F(a), para todo par de puntos a 'y b tales que a < b (F (z)
denota la derivada superior derecha).

Teorema 6.6. Sea f una funcion finita LS-integrable sobre el intervalo [a, b] con respecto a una funcion
de variacion acotada G, entonces ella es PS-integrable y se tiene

b b
(PS)/ fdG:/ fdG = {f(a)[G(a) = G(a=)] + F(D)[G(b+) — G(b)]}- (6.1)

Teorema 6.7. (Generalizacion del 6.3) Sea f una funcion finitay P la PS-integral de f con respecto a
una funcion G; entonces, en casi todos los puntos x se tiene w — 0sid(I) = 0, donde I es
cualquier intervalo que contiene a x.

Para las demostraciones de estos resultados y otros comentarios ver el libro de Saks, cap. VI. [27].
La integral de Perron-Stieltjes mereci6 posteriores investigaciones; ella incluye a la integral de Lebesgue-
Stieltjes; se introdujeron la integral de P-S aproximada, la integral de Cesaro-Perron, la integral general de
Perron, ....

Como sabemos, las primeras décadas del siglo pasado fueron de gran inquietud por investigar a la
integral de Riemann, superar los defectos que ésta tiene y se procuraba extenderla y generalizarla lo que
se consiguié por los aportes de varios analistas. El trabajo de H.Lebesgue y de sus precursores fue un
paso importante para desarrollar nuevas teorias, como el andlisis funcional. Desde la época de Riemann
se integraba sobre conjuntos con naturaleza geométrica (R™) pero comenzaba a surgir la idea de proponer
una teoria de integral sobre conjuntos abstractos, sobre espacios generales; ver a una integral como una
funcional. Por esta ruta, en 1915 M.Fréchet propuso extender la idea de Lebesgue a un problema general de
analisis funcional. Un poco después, P.Daniell en 1919 define su integral siguiendo esta ruta.

Percy J. Daniell (1889-1946) fue un matematico inglés (naci6é en Chile) quién se educé en la Universi-
dad de Cambridge poniendo interés en la matematica aplicada y en la fisica teérica. Fue profesor en la U.
de Liverpool, luego en la U. de Rice, Texas. Estudié en Gottingen con D.Hilbert y Max Born. Regresa a
Inglaterra para seguir su carrera cientifica enseflando en la U. de Sheffield; fue asesor durante la Il G.M.

La integral de Lebesgue, teniendo aun algunas deficiencias, se consigue luego de introducir toda una
teoria de la medida y en base a ello definir las funciones medibles; todo esto exige un buen tiempo de
asimilacién, lo que se dificulta cuando la teoria se la enfoca desde un punto de vista abstracto. Por ello se
buscaba una integral que no necesitara de tantos requisitos; se buscaba un enfoque alternativo.Uno de esos
enfoques fue dado por P.Daniell en 1918 cuya integral tiene algunas ventajas, como generalizarla a espacios
de mayores dimensiones, asi como relacionarla con la integral de Stieltjes. En su articulo [8] Daniell expresa
que la idea de integral ha sido extendida por Radon (1913), Young (1914), F.Riesz (1914), entre otros, en
donde se incluye integracidon con respecto a funciones de variacién acotada y remarca que tales teorias se
fundan en propiedades de conjuntos de puntos en un espacio de dimension finita. Daniell dice que en su
trabajo desarrollard una teoria de la integral la cual es independiente de la naturaleza de sus elementos, éstos
pueden ser puntos en un espacio R™ 6 curvas, ... .En su trabajo no usara sucesiones relativamente uniforme,
como se hace en otra propuesta. Daniel considera un grupo de elementos p cualquiera asi como cierta clase
de funciones f(p), nimeros reales. Asi, a cada funcion de cierta clase le corresponde un nimero real S( f)
6 I(f) el cual es definido satisfaciendo ciertas condiciones. Afirma que S(f) es la integral de Stieltjes
generalizada, en tanto que I(f) la llama integral positiva y poseerd casi todas las propiedades de la integral
de Lebesgue. Daniell prueba que toda I-integral es una S-integral, y que toda S-integral se expresa como la
diferencia de dos I-integrales.

Veamos algunos argumentos matemadticos sobre la integral de Daniell. Seguimos de cerca [8]. Sea M
un espacio arbitrario; se define la clase inicial de funciones T} via:

() si f1y fo € Ty entonces f1 + fo € Tp;

(ii) si f € Ty y c es una constante real, entonces cf € Tp;

(iii) si f1y f2 € To, entonces max(f1, fo) € To y min(f1, f2) € Ty

Se asume que todas las funciones en Tj son acotadas. Ahora se define una funcional U(f) sobre la
clase Tj:

@) U(fr+ f2) =U(f1) +U(f2):

(ii’) U(ef) = cU(f) donde c es un nimero real;

Gii’) si fi1 > fo > f3 > ...y se tiene lim,,_, f,, = 0,entonces lim, . U(f,) = 0; esto es el
intercambio de limites (Lebesgue)
@iv’) si f > 0, entonces U(f) > 0.

Se observa que las condiciones (i’), (ii’) y (iv’) serian las propiedades bésicas de la integral de Riemann-
Stieltjes [ fdg con respecto a una funcién monétona creciente g, de esta integral que se esté definiendo para
funciones “escaleras” o elementales. La condicién (iii’) nos prepara sobre la unicidad de la continuidad de
U(f). Daniell para construir su integral, en vez de considerar una medida, trabaja con una funcional > 0.
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U(f) definida sobre una clase aditiva de combinaciones lineales de funciones caracteristicas de conjuntos
medibles sobre [a, b], satisfaciendo las condiciones mencionadas; ademds se impone ,si E; y E> son con-
gruentes, entonces U(X,,) = U(X.,). Luego U(f) es construida via U(f) = limy,_U(fn) para toda
funcién f la cual es el limite de una sucesién monétona creciente { f,, } de funciones que estén, por defini-
cidn, en la clasé T3 . Estas funciones limites se dice que estin en la clase T7. Se observa que la clase Tj esta
contenida en la clase 7. La condicién (iii’) garantiza la independencia de la eleccién de las sucesiones.
Ahora se construyen las integrales superior e inferior de una funcién arbitraria. Por definicién:
U(f) =infger, <4 Ulg) vy U(f)=-U(-f) _

Asf mismo, f es llamado sumable si U(f) = U(f), donde se asume que U(f) y U(f) son finitos.
Por definicién, U(f) = U(f). Ademds, f es sumable <> | f| es sumable. Si S es la clase de las funciones
sumables, entonces S tiene las propiedades (i), (ii) y (iii), y también la clase T tiene estas propiedades. Por
otro lado, la funcional U(f) sobre .S posee las propiedades (i’), (ii’),(iii’) y (iv’). Asi definida la integral,
ésta posee las propiedades, al estilo Lebesgue:

Lema 6.1. Si { f,,} es una sucesién mondtona de funciones sumables y si

lHm,, oo U(fn) # 00, entonces lim,,_, o, f es sumable y se tiene el intercambio de limites lim,,_, oo U(f,,) =
U (I, o0 f).

Lema 6.2. Si {f,,} es una sucesion convergente de funciones sumables y si | f,| < g, donde g es una
Suncion sumable, entonces lim,,_,~ f,, es sumable y se tiene lim,,_, U(f,) = U(lim,_, f») teorema
dominado de Lebesgue.

Ahora miremos a la condicién (iv’), si f > 0, entonces U(f) > O ,es decir, el modelo de integral de
Daniell es cuando la funcional U( f) es positiva..y si U(f) no satisface esta condicion sobre Tp?

Segtin Pesin [24] esto es el caso cuando U(f) = [ fdg donde g no es una funcién monétona. En
este caso se descompondria la funcional U(f) en sus partes positiva y negativa , donde cada parte es una
funcional positiva, como en el caso de la integral de Stieltjes f fdg, la funcién g es descompuesta en sus
partes positiva y negativa. En el caso que se expone U (f) no depende explicitamente de una medida, como
en el ejemplo de Stieltjes, asi que hubo que hacer algunas modificaciones. En esta situaciéon Daniell asume
que la funcional U ( f) satisface las anteriores condiciones donde en vez de (iv’) se asume

(iv’) Existe una funcional finita M (f) definida sobre todas las funciones positivas tal que satisface la
condicion M (g) < M(f) donde g < fy tal que U(f) < M(f) para cualquier f € Tj.

Se observé que la funcional U que satisface las condiciones (i), (ii’), (iii’) y (iv’), también satisface la
condicién (v’) si se toma M (f) = U(]f|). Bien, veamos la descomposidén de U( f) en sus partes positiva
y negativa : sea f > 0. Por definicién U™ (f) = supg<,<; U(g). Si f es arbitrario, f = f* — f~ y se
define:

UH) =0 -Ur(f7) y U())=U"(f)-U(f)

Se observo, [24], que UT(f) y U~ (f) satisfacen las condiciones (i), (ii’), (iii’) y (iv’) . Por definicién,
la funcién f es sumable si es sumable relativamente a Ut (f) y a U~ (f). En este caso se define la integral
de Daniell via:

U(f)=U"(f)=U"(f).

Esta integral incluye a las integrales de Lebesgue y de Stieltjes! (esto se consigue escogiendo adecua-
damente la clase T y la funcional definida sobre esta clase). En 1920, Daniell informa que las nociones
de medida y de funcién medible se puede introducir en el espacio M en términos de la funcional U(f) y
con ello se establece la relacion cerrada entre las integrales de Lebesgue y la de Daniell. Pesin nos dice que
en los afios posteriores la integral de Daniel sufrié varias modificaciones y surgieron otras propuestas de
integral.

El lector es sugerido también consultar el excelente libro de analisis fucional de F.Riesz-B.Nagy [25],
cap.Ill, pag.132., en donde se expone sobre la integral de Daniell con una metodologia y notacién un
tanto diferente a Pesin, pero el mensaje y las conclusiones son las mismas. En Internet también se pueden
encontrar informacién sobre esta integral, y también de las otras ya tratadas. Como ya hemos mencionado,la
integral de Lebesgue necesita de todo una teoria de la medida para definirla, lo que es ya un esfuerzo. La
integral de Daniell, y algunas otras, no lo necesitan, entonces ;porqué casi siempre cuando se ensefia una
integral, después de la de Riemann, es la integral de Lebesgue ? ...Una razén puede ser, como lo dicen
las autoridades en el tema, que la integral de Lebesgue contribuyé al nacimiento de andlisis funcional, a
los famosos espacios de Lebesgue LP, 1 < p < oo; en fin, al surgimiento del andlisis moderno y ser
fundamento en distintas teorias matematicas y de la fisica tedrica. Esto, aparte de ser una teoria estética y
con resultados bien establecidos, al margen que aun tiene algunas limitaciones , como (creemos) el mismo
Lebesgue lo predijo . Ver la parte I, [23].

7. La integral de Haar. En el libro de S.Saks, [27], (escrito en 1933) al final existen dos Notas de
S.Banach: la primera trata sobre “la medida de Haar” y la segunda sobre “la integral de Lebesgue en
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espacios abstractos . Esto nos motiva seguir con tal excelente libro y exponer sobre tal medida y sobre la
integral de Haar. Por otro lado, también poseemos el libro “Integral de Haar”’de Leopoldo Nachbin, 1960,
(edic. en portugués, hay versién en inglés), escrito con lenguaje moderno, Escuela Francesa. Tiene tres
capitulos: I. Integracién en espacios localmente compactos; II. Integracién en grupos localmente compactos
y III. Integracién en espacios homogéneos localmente compactos. Siguiendo la linea de este articulo, ser una
guia a los intersados en la evolucion de la integral, solamente daremos las ideas, definiciones y resultados
fundamentales, sin entrar necesariamente en los detalles analiticos. El Prof.Nachbin se esforzé porque su
libro sea autosuficiente; sin embargo daremos algunos detalles de los requisitos, sobre todo de topologia
general y de dlgebra (teoria de grupos). Nos limitaremos al capitulo II, dando lo necesario del Cap.I.

En 1933, A.Haar escribié un articulo en donde introduce una teoria de la integral sobre una medida,
la medida de Haar, sobre la cual se define su integral; esta medida cumple las condiciones de la conocida
medida de Lebesgue, como que todo conjunto de Borel es medible. Banach nos dice que la teoria estd
relacionada con los grupos continuos. Un hecho importante en la evolucién de la integral fue cuando en
1894 T.Stieltjes introduce una notable generalizacién de la integral de Riemann considerando una funcién
creciente « en el intervalo [a, b], asi se tiene la integral de Riemann-Stieltjes fab f(z)da(x), la cual es
extendida a la integral de Stieltjes-Lebesgue. Recalcamos que la integral de Riemann fue extendida por la
integral de Lebesgue. Dentro de los posteriores enfoques de la teoria de la integral, es estudiarla segin la
Escuela Bourbaki como lo hace Nachbin en su citado libro [21] y que nosotros seguimos. El autor nos dice
que tratard la integral en espacios localmente compactos.

Sea el intervalo I = [a,b]; f y « son dos funciones reales definidas sobre I .Conocemos la definicién
de la integralde Riemann-Stieltjes f; f(x)da(x), ver [23]. Se probé que esta integral existe si f es con-
tinua y o es una funcién de variacién limitada (ver [23]). Sea C(I) el espacio vectorial de las funciones
reales continuas sobre I. Toda funcién « de variacién acotada sobre I determina una funcional lineal p
representada en el espacio C'(I) via

b
u(I) = / fda, donde f € C(I) (7.1)

En 1903 J.Hadamard caracterizé a las funcionales lineales continuas sobre C'(I) y en 1909, FRiesz
asegura que toda funcional lineal continua sobre C'(I) es representable por una integral de Stieltjes. Veamos.
La funcional lineal p en C(I) es llamada positiva existe una funcion real creciente o sobre I tal que (7.1)
se tiene si y solo si u es positiva. Luego, se puede decir que la integral de Riemann-Stieltjes respecto a las
funciones crecientes coincide con las funcionales lineales positivas sobre C'(I). Se remarca que C'(I) es
un espacio de Banach con la norma ||f|| = sup{f(z); x € I} y asi tener funcionales lineales continuas
respecto a esa norma . Se tiene: (Riesz) “Dada una funcional lineal ;1 sobre C'(I) ,existe una funcién real o
de variacién acotada sobre [ tal que (7.1) se tiene si y solo si i es continua .

La integral ffooo fda se define via: ffooo fdo = lima_s_oop—soo fab fda, en las anteriores condiciones
y siempre que exista el limite.

Sea K (R) el espacio vectorial de las funciones continuas sobre R (ntimeros reales) que se anulan, cada
una de ellas, fuera de un compacto. ; Cudles son las funcionales lineales p sobre K (R) que se pueden
representar por una integral de la forma

uin) = | " fda, 12)

— 00

donde es una funcién creciente o de variacién limitada en todo intervalo compacto de R, y que garantice la
existencia de la integral en (7.2). Se verifica que los dos teoremas de Riesz anteriores se verifican en este
caso. Ver [21], que estamos siguiendo de cerca.

Vamos a ver, sucintamente, las integrales positivas de funciones continuas con soporte compacto. Sea
FE un espacio localmente compacto (esto es, un espacio en el cual todo punto posee al menos una vecindad
compacta; todo espacio compacto es localmente compacto ,el reciproco es falso, R) ,para mas detalles
ver un libro de topologia general 6 [21] . Sea C'(E) el espacio vectorial de las funciones reales continuas
definidas sobre E, y sea K (E) el subespacio vectorial de C(E) de las funciones con soporte compacto (esto
es, que se anulan fuera de un compacto). C (F) y K (E) denotan los conjuntos de las funciones positivas
de C(F) 6 de K(E). Por definicidn, “una integral positiva sobre E es una funcional lineal y sobre K (E),
la que es positiva sobre K (E)”. Se observa que u es creciente en K (F). Veamos un ejemplo [21]; sea
el intervalo I = [a, b] en la recta el cual es compacto; se toma E = I. La funcional lineal 1 definida en
K(I) = C(I) via:

feKUI) —ulf) = fj f(z)dz donde la integral es una integral de Riemann la cual es positiva en
K (I)y asi, es una integral positiva en el espacio compacto I de acuerdo a la anterior definicidn.
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Sea una integral positiva en un espacio localmente compacto F y sea K(FE); si f € K(F) se define
la seminorma || f|| = sup | f| en el espacio vectorial K (E). Con el objetivo de obtener una completacion,
[21], se considera el espacio vectorial L(F, ;1) de las funciones reales integrables sobre E; via argumentos
dados en [21] se logra extender univocamente. Esta accion de pasar de K(E) a L(E, ), y asi extender p,
conduce a la integral de Lebesgue cuando el proceso se aplica a la integral de Riemann; asi mismo conduce
a la integral de Stieltjes - Lebesgue cuando se aplica a la integral de Stieltjes - Riemann . Se verifica que
“si fygestdnen L(E, u) entonces el sup(f, g) y el inf(f, g) también lo estdn. Si f € L(E, ) entonces
J fdu > 0. Se remarca que las funciones que estdn en L(E, ;1) se llaman integrables respecto a p y
la funcional lineal x se llama la integral positiva sobre E. Se tiene también “si f € L(F, u) entonces
|f] € L(E, i) y se tiene

| [ fdu| < [|f|du. Riesz - Fischer verificaron que el espacio vectorial seminormado L(FE, ) es
completo en el sentido de Cauchy . El capitulo I termina con la integracién en los espacios productos
cartesianos.

Ahora entramos al capitulo II del libro [21], la integral en espacios locamente compactos. Para ubi-
carnos veamos algunos antecedentes y asi comprender la medida e integral de Haar. Veamos. En 1898 el
matematico francés Emile Borel introdujo una medida de conjuntos con las siguientes propiedades:

(i) la medida de una suma enumerable infinita de conjuntos es igual a la suma de las medidas de tales
conjuntos;

(i1) la medida de la diferencia de dos conjuntos es igual a la diferencia de sus medidas;

(iii) la medida es siempre mayor o igual a cero;

(iv) un conjunto con medida positiva en no enumerable

Borel dice que su medida se aplica solamente a estos conjuntos, con tales propiedades, y que los llamara
conjuntos medibles. Aclara que cuando habla de la propiedad (i) ,se asume que todo par de ellos no tienen
puntos comunes, y en (ii) se asume que un conjunto estd contenido en el otro. Borel no llega a probar la
existencia de su medida.

En este escenario surge H.Lebesgue quien en 1901 introduce su medida-integral y prueba, bajo su
teoria, la existencia de conjuntos medibles segiin Borel. La idea de Lebesgue fue dar a todo conjunto limi-
tado un nimero positivo 6 0, que llamé medida y que tenga las siguientes condiciones :

(i’) existen conjuntos con medida positiva;

(ii’) dos conjuntos iguales tienen igual medida;

(iii’) la medida de la suma de un ndmero finito 6 infinito enumerable de conjuntos, sin puntos comunes,
es igual a la suma de las medidas de tales conjuntos.

Lebesgue resuelve este problema solamente para conjuntos medibles segtin su teoria. En 1904 introduce
el problema de la integral formulando lo siguiente: “asignar a toda funcién limitada f(x), definida en (a, ),
positiva, negativa 6 cero, un nimero finito [ f(z)dz el cual se llamard la integral de f(z) en (a,b) y que
satisface las siguientes condiciones:

(a) f; flx)dz = f;j_r: f(z — h)dz, para todo a, b, h;

(b) fab f(x)dz + [ f(z)dx = [ f(x)dw, para todo a,b, c;

© [, 1) +g(0)dz = [} f(a)dz + [} g(x)da:

d) fyde=1

(e) si{fn(xz)} es una sucesién creciente y converge a f(z), entonces la integral de f,,(x) converge a

la integral de f(z).

Como observamos Lebesgue propone una integral que sea invariante por traslaciones y asi tener “f(x)
es L-integrable si y solo si [ f(z)dx = [ f(z — h)dz ,donde se integra sobre toda la recta R. Esta idea
se extiende a R". Es decir, la invarianza por traslaciones caracteriza a la integral de Lebesgue, donde R 6
R™ son “grupos, relativos a la suma, topoldgicos localmente compactos!”. Esto sugeri6 estudiar los grupos
topoldgicos localmente compactos en relacién con la integral; se demostré que en todo grupo localmente
compacto existe una teoria de la integral, invariante por traslaciones. Por los afios 1920’s y 30’s se hicie-
ron muchas investigaciones al respecto; recordemos que el quinto problema de Hilbert dice: ““; todo grupo
topoldgico que sea localmente euclideano, es necesariamente un grupo analitico? [localmente euclideano
significa que todo punto t iene una vecindad abierta homeomorfa a una parte abierta de un espacio eu-
clideano R"]; [grupo analitico significa que las operaciones del grupo se expresan a través de funciones
analiticas]. Luego de algunas investigaciones, A.Haar en 1933 propuso una teoria que le permitié probar la
existencia de una medida invariante en un grupo compacto separable. A esta altura de la historia conviene
remarcar que lo hecho por los antiguos matematicos , desde los griegos y hasta siglos después, sirvieron
de motivacién de conquistas hechas en el siglo XX, como es el caso que estamos tratando. En efecto, en
el colegio hemos aprendido la geometria de Euclides donde las nociones de longitud, de 4rea y de volu-
men tenian la caracteristica de ser invariantes por traslaciones, es decir, si tenemos un cuadrado cuya drea
conocemos Yy lo trasladamos, el cuadrado en su nueva posicidn tiene la misma area! Luego vino el cdlculo
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infinitesimal y afios después el trabajo de Lebesgue y sus precursores en donde se tiene la férmula del cam-
bio de variables y ahi estd escondida la invariabilidad por desplazamientos. Haar se inspir6 en el cdlculo
para dar un paso mas en la existencia de una medida invariante para grupos localmente compactos.

Un grupo es un par (G, *) donde G es una conjunto y *es una operacion interna que satisfacen:

(i) (f*xg)xh=f=(g*h)paratodo f,g,henG;

(i) existe un elemento e € G tal que g * e = e * g = g (e elemento neutro) para todo g € G;

(iii) paratodo g € G existe g~! € G tal que g * g~ ! = g~ ! * g = e (elemento inverso).

En la practica es usual omitir el *. Cuando en un grupo se satisface f x g = g x f, se dice que el grupo
es abeliano. Ejemplo de grupo son los nimeros racionales sin el cero y con la multiplicacién usual.

Un grupo localmente compacto abeliano es un grupo abeliano, G, el cual es al mismo tiempo un espacio
de Haudorff localmente compacto y tal que las operaciones internas son continuas.Asfi, si la adicion fuera
tal operacion, la continuidad exige que las operaciones © — —z de G sobre G y que (z,y) — x + y de
G x G sobre G, sean continuas. Ejemplo: todo grupo abeliano es un grupo localmente compacto abeliano.

7.1. La Medida e Integral de Haar. Sea G un grupo localmente compacto abeliano . Una medida de

Haar sobre GG es una medida x4 que es positiva, regular y de Borel, que satisface:
(i) si E es compacto, entonces p(F) < oo.

(i) u(E + x) = p(F) para todo conjunto medible F, F C G,y todo z € G.

Se probd que una medida de Haar existe y es tinica, a menos de una multiplicacién por una constante
positiva. Ademads, la medida de Haar de G es finita si y solo si G es compacto, luego via una normalizacién
se asume que tiene una masa total igual a 1. Si G = R, la medida de Haar es un miiltiplo de la medida de
Lebesgue.

Una integral positiva ¢ en un grupo localmente compacto G es llamado invariante por la izquierda si
f € L(G, ,u) y s € G, entonces sf € L(G,u) y se tiene [ f(s™ = [ f(=) . A. Haar
verificé que:*“ En todo grupo localmente compacto G, existe al menos una 1ntegral posmva i ;é 0 invariante
por la izquierda. p, es tinica a menos de un factor de proporcionalidad positivo; esto significa que si v # 0
fuera otra integral positiva invariante por la izquierda en GG, entonces existe un niimero real ¢ > 0 tal que
v = cp”. La integral de Haar: “toda integral positiva  # 0, invariante por la izquierda en G se llama
integral de Haar invariante a la izquierda”. J.von Neumann probé la unicidad de tal integral.

Ejemplo 7.1. La integral de Lebesgue en R"™ es una integral de Haar en R"; se observé que la forma
mds general de integral de Haar en R™ es dada por y(f) = ¢ [ f(z)dz ,donde ¢ > 0y la integral del
segundo miembro es la integral de Lebesgue.

Algunas propiedades de la integral de Haar son las siguientes:

Proposicion 7.1. Un grupo localmente compacto G tiene una integral de Haar invariante por la iz-
quierda, en la cual la medida de G es finita si'y solo si G es compacto.

Proposicion 7.2. En un grupo localmente compacto G todo punto tiene una medida mayor que cero
relativa a una integral de Haar invariante por la izquierda en G si'y solo si G es discreto.

Proposicion 7.3. Si p es una integral de Haar invariante a la izquierda en un grupo localmente com-
pacto Gy f € K{(G), f =0, entonces [ fdu > 0. Por otro lado , André Weil y Henri Cartan probaron
en forma independiente la existencia y la unicidad de la integral de Haar .

En el contexto de la teoria de grupos localmente compactos se define los espacios de Lebesgue LP(G),
1 < p < o0, via el espacio LP sobre GG con respecto a la medida de Haar p. La convolucion sobre G es
definida via:

(fxg) (@) =[5 f( g(y)dy. Slfyg6LI(G)entoncesf*geLl(G)ysetiene||f*g|\L1(G)g
£l (el \g| |L1 (@)- Se verlﬁca que L'(G) es una dlgebra de Banach.

A esta altura sentimos que la teoria de la integral es todo un mundo y atn hay mucho mas! Para los
detalles de lo expuesto y muchas mds cosas ver el libro de Nachbin [21](ver la edicién en inglés) . El libro
de Saks [27] nos lleva a las primeras ideas de la teoria. En Bourbaki [3] encontramos referencias histéricas
de la medida de Haar, sobre todo relacionado con las contribuciones de los matemaéticos franceses y otros.
El libro de Katznelson [13] trata los grupos localmente compactos y la medida e integral de Haar, Capitulo
VIIL.

Alfred Haar ( 1885 - 1933 ) fue un notable analista hiingaro que estudié en Gotinga obteniedo su
doctorado bajo la asesoria de D.Hilbert siendo su tesis “On the theory of ortogonal functions systems”,
trabajo en donde estd el germen de la idea de ondicula, (“wavelet”) obteniéndose asi las famosas “ondiculas
de Haar”. Fue profesor en la universidad de Gotinga hasta 1912 en que regresa a Hungria siendo profesor
en una universidad local. Junto a M.Riesz formaron un centro matemadtico de prestigio internacional. Su
trabajo sobre grupos le permiti6é desarrollar una teoria de la integral sobre grupos localmente compactos
,siendo la base para que J.von Neumann - Pontryagin (1934) y A.Weil (1940) desarrollaran la teoria del
andlisis arménico conmutativo.
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8. La Integral de Henstock - Kurzweil. Bien, ya hemos recorrido buen trecho de la ruta hacia una
visién moderna de la nocién de “integral”; desde los tiempos de Arquimedes [23] hasta recientemente la
integral de Haar. En todas esas teorias, la idea de conjunto, de la medida de Lebesgue y de la naciente
teoria del andlisis funcional jugaron un rol fundamental en el desarrollo de nuevas teorias de la integral
todo lo cual demanda una buena dosis de estudio y preparacién en teorias que cada vez se hacian mas
abstractas, como es el caso de la “teoria abstracta de la integral”. De esta manera, la idea de Riemann se
iba perdiendo o adquiria nuevos enfoques, como ya hemos visto antes. La influencia de Lebesgue fue, y es,
muy fuerte pues en base a ella se construyo casi todo el analisis moderno y asi su ensefianza, sobre todo para
estudiantes de ciencias, y mejor para los de matematicas, estudiar la medida e Integral de Lebesgue es una
tarea indispensable, con todo el esfuerzo que ello demanda. Por ello, cuando en 1957 Jaroslav Kurzweil,
[17], e independientemente en 1961 Ralph Henstock [11] anunciaron una nueva forma de introducir una
integral que recoge la idea inicial de Riemann, que no hace uso de una teoria de la medida y que es mds
amplia que la de Lebesgue y otras, se produjo un gran interés internacional de conocer, difundir, y surgieron
nuevas investigaciones sobre esta nueva integral. Era el retorno a la integral de Riemann, en donde se
hicieron ligeras ingeniosas modificaciones en las suman de Riemann y se obtuvo una integral con otras
ventajas que las ya mencionadas.

El punto de partida de esta historia es el trabajo de J. Kurzweil [17] sobre un problema de ecuaciones
diferenciales ordinarias que mencionamos: “sean las funciones fi(x,t), k = 1,2, ... definidas y continuas
para (z,t) € G x [0,T], donde 0 € G, G C R", G es abierto y f,(x,t) € R™. Con xj(t) se denota la
solucién de

dx
— = fr(z,t), 2(0) = 0; 8.1)
dt
y se asume que existe una dnica solucién xo(t) definida en 0 < ¢ < T. Entonces Kurzweil anuncia su
teorema
Teorema 8.1. Si se tiene que

Fy(x,t) :/0 fr(z, )da —>/O folz,a)da = Fy(x,t) 8.2)

uniformemente con k — oo, donde los fi.(x,t) son funciones equicontinuas para x con fijos k y t. Entonces
los z1,(t) son definidos sobre [0,T] para k suficientemente grande y x1(t) — xo(t) uniformemente con
k — oo.

En el citado trabajo Kurzweil estudia la teoria de ecuaciones diferenciales generalizadas ,en cierto sen-
tido [17] , y asi el problema propuesto es investigado en tal contexto. El autor da aplicaciones de su teoria
a las ecuaciones lineales y a temas de convergencia en la teoria cldsica de ecuaciones diferenciales. Asi
mismo nos dice que algunos de sus resultados pueden ser interpretados en términos de la teorfa de distri-
buciones. Kurzweil comienza su trabajo presentando una generalizacién de la integral de Perron. Via esta
ruta llega a formular su integral generalizada. Ver [17] para las ideas iniciales de Kurzweil respecto a la
nueva integral, la que fue luego estudiada e investigada por Henstock. Para entender mejor la integral de
Henstock-Kurzweil, la que es fundamentalmente la integral de Riemann modificada en su definicién, pre-
sentaremos nuevamente esta integral poniendo énfasis en sus detalles de definicion, asi mismo retornaremos
a la integral de Lebesgue en su definicién y algunos detalles. También veremos algunas otras integrales que
surjan en el camino.

En 1854 Riemann introdujo su modelo de integral mejorando las ideas previas de Cauchy e iniciando
una ventana desde posteriormente se hicieron otras investigaciones ;luego de los trabajos de Lebesgue y
todo lo que se hizo alrededor de su modelo se retorné a Riemann , como es el caso de la integral de
Henstock-Kurzweil. Veamos. Sea f definida sobre [a,b] C Ry se divide este intervalo en intervalos de
menor longitud. Una particién de [a,b] es un conjunto finito de ndmeros P = {zg, 1, ..., 2, } tal que
To=a,Tp, =bxi1 <xii=1,...,n.

La longitud de cada [z;_1, ;] se define via: I([z;_1, z;]) = x; — x;—1. El mdximo de tales longitudes
es llamado la norma de la particioén y se denota

w(P) = max{z; —x;—1;i=1,....,n}.

De esta manera los puntos {zg, x1, ..., Z,, } €s una sucesion creciente de nimeros en [a, b] que lo divi-
den.en subintervalos vecinos. Sea f : [a,b] — Ry P una particién de [a, ] y sea t; € [x;_1, ;] para cada
i, Riemann considerd las sumas

n

S(f, P, (ti>,i = 1, ,n) = Zf(ti)(xi — 331;1),

i=1

respecto a la particiéon P y al conjunto de puntos muestras ¢;, ¢ = 1,2,...,n. El limite de estas sumas
produce la integral de Riemann; veamos,
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Definicion 8.1. La funcion f : [a,b] — R es Riemann integrable sobre [a,b] si existe J € R tal que
para todo € > 0 existe un 6 > 0y si P es cualquier particion de [a,b] con u(P) < 0 y t; € [x;_1,x;] para
todo 1, entonces

|S(f, P, (t),i =1,...,n) — J| < € donde se asume que el limite de las sumas es cuando la norma de
la particion tiende a cero.

Notacién: J = R fab f(t)dt. Se verifica que J es tnico. Para otros detalles sobre esta integral ver [20],
[22] o un libro de céalculo avanzado.

Observacidn: d es un nimero y nos mide cuan pequefios los subintervalos deben ser para que las sumas
de Riemann deban aproximarse mds y mds a la integral.

En [22], seccién 3.1., vimos algunas insuficiencias de la integral de Riemann que la limitan como
un recurso para estudiar dreas de del andlisis moderno. Ademds, ella estd limitada a funciones acotadas
definidas sobre intervalos cerrados y acotados, y asi se excluye a las funciones no acotadas y otras que son
acotadas pero no son R-integrables (la funcién de Dirichlet). Pero existe un camino para extenderla a toda
la recta ; asf, si f es R-integrable en el intervao [—a, a], con a > O, entonces se define [~ f(z)dz =
liMa—oo ffa f(xz)dz, si el limite existe.

Se observa que esta extencion no es buena porque la integral extendida no es invariante por translacio-
nes, propiedad deseada que una integral debe tener. Una mejor idea fue formulada por Cauchy-Riemann:
sea f : [a,b] — R que se asume R-integrable sobre todo subintervalo [c, b], donde a < ¢ < b. Se dice que f
es Cauchy-Riemann integrable sobre [a, b] si existe el lim,._, ,+ fcb I

Se define la integral de Cauchy-Riemann de f sobre [a, b] siendo

ff f=lm. .+ fcb f. Si el limite existe tal integral es convergente; en caso contrario, es divergente.
Se observo que f es R-integrable sobre [a,b], entonces esta definicidon coincide con la definicidn original
dada por Riemann y de esta manera se tiene una extension de la integral de Riemann. Sea ahora f definida
sobre el intervalo no acotado [a, 00) con valores en R. Se dice que f es Cauchy-Riemann integrable sobre

[a, 00) si f es R-integrable sobre [a, b] para todo b > a y existe limp_, 0 f: /. Entonces, la CR-integral de

f es definida via f;o f = limp_ oo f; f. Si el limite existe, tal integral es convergente; caso contrario, s
divergente.

En forma anéloga es hecho para funciones definidas sobre el intervalo (—oo, b]. Entonces se tiene el
caso general: “sea f : (—00,00) — R; se dice que f es Cauchy-Riemann integrable (CR-integrable) sobre
(—00,00) si y solo si exiten ambas integrales ffoo fy faoo f para algin a; y la CR-integral de f sobre

(=00, 00) es definida via: ffooof — fjoof+ faoo 7

Desde la época de Newton y Leibniz se conoci6 la relacion existente entre las ideas de derivada y de
integral; una es inversa de la otra y fue conocido como el teorema fundamental del célculo. En esta relacién
quedaron algunas interrogantes analiticas que fue motivacidon de posteriores investigaciones. Veamos. Sea
f : [a,b] — R una funcién diferenciable en [a, b], con derivada f’.

Teorema 8.2 (El primer Teorema Fundamental del Calculo (TFC 1)). dice: Si f : [a,b] = Ry f’
es R-integrable en [a, b], entonces f; = 1) — f(a).

Importante: se exige que f’ sea R-integrable!; ;porqué esta hipétesis? ... porque existe una funcién
acotada f : [a,b] — R que es diferenciable con f’ acotada pero no es R-integrable. Esto estd en un
resultado debido a Volterra: “existe una funcién f : [0,1] — R, la cual es diferenciable en todo punto de
[0, 1], con f’ acotada sobre [0, 1], pero f’ no es R-integrable sobre [0, 1]”.

Un ejemplo que ilustra esta situacion es, [16]: “sea f : [0, 1] — R definida via

22cos(%) O0<z<1
fay = {7 o) 83)
0 z=0
Se observa que f es diferenciable sobre [0, 1] cuya derivada es
2xcos(5) + Zsen(%) 0<ax<1
f(x) = (32) + Zrsen(zz) (8.4)
0 z=0

Se sabe que “si f : [a,b] — R es R-integrable, entonces f es acotada”; luego en el ejemplo f no es
acotada sobre [0, 1] y por tanto f’ no es R-integrable sobre [0, 1] .También se observé que esta derivada
/! no es L-integrable (Lebesgue), y esto resalta la importancia de la integral de Henstock - Kurzweil, que
veremos después, pues con ella se integra todas las derivadas y se tiene, en toda su generalidad, la tesis del
TFC 1.

Es usual que luego de estudiar a la integral de Riemann se estudie a la integral de Lebesgue, sobre todo
para los estudiantes de matematicas y fisica. En [23] dimos una preséntacién, mas o menos, detallada de la
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integral de Lebesgue; ahora, en forma sucinta, haremos algunos comentarios de esta integral no vistos en
[23] resaltando las deficiencias que tiene atn, lo que contrasta con la integral de Henstock -Kurzweil que es
mas general que Lebesgue y es mds simple en su formulacién. Veamos. Lebesgue, a inicios del siglo XX, se
propuso el problema, ver [16]: “proporcionar a cada funcién acotada f definida en el intervalo finito [a, b]

un nimero, que se llamard f; f(z)dz, que satisfaga las siguiente condiciones:
() [ Fla)de =[5 f (e~ h)de:

Gi) [ f(x)de + [f f(a)da + [ f(z)dz = 0

i) [)1f(x) + g(@))dz = [} f(z)dx + [} g(x)da:

(iv) Si f > 0y a < b, entonces fab f(z)dz > 0;

V) [y lde = 1;

(vi) Si{fx} es creciente punto a punto hacia f, entonces f: fe(x)dx — f: f(x)dx

Asi, Lebesgue guiado por estas condiciones, definird su integral; por ello, este método se llama una
definicion descriptiva. ([16], pag.56 )

Lebesgue reduce su problema para definir su integral a la idea de extender la definicion de longitud de
intervalos en R hacia subconjuntos arbitrarios de R y asi llega a la tarea o problema de “medir conjuntos”.
De esta manera a cada conjunto limitado £ C R le asigna un nimero no negativo, que se denota m(E).
Lebesgue también se plantea el “problema de medir conjuntos”. El primer paso para extender la idea de
longitud de un intervalo a medir conjuntos arbitrarios de la recta fue definir el concepto de medida exterior:
Sea £/ C R; la medida exterior de E se define via m*(E) = inf ) ,(1;), donde el infimo es tomado sobre
todas las familias enumerables de intervalos abiertos {I;} tal que E C |, I;.

Para ver mayores detalles y propiedades de esta medida ver [16], [23]. Previo algunos argumentos,
Lebesgue define la “medida interior”de E C [a,b] = I via: m.(E) = (b—a) —m™(I — E) ; Lebesgue nos
dice que “F es un conjunto L-medible si m*(E) = m..(E)”. Es decir, se tiene m*(I) = m*(E) + m*(I —
E), desde que la medida exterior de un intervalo es su longitud, m(FE) denota la L- medida de E.

Desde que R tiene longitud infinita, esta dltima igualdad tiene dificultades si se desea considerar con-
juntos arbitrarios de R; entonces ;cémo caracterizar aquellos subconjuntos L-medibles... La respuesta es
debida a C. Caratheodory : “Sea I C R un intervalo acotado . Si £/ C J, entonces son equivalentes:

@ m*(I)=m*(E)+m*(I — E);

(i) m*(A) =m*(ANE)+m*(A— FE),paratodo A C I”

La prueba de este teorema es técnica; ver [16], pag.64. El mensaje de este resultado es que la medida
seglin Lebesgue es equivalente a la medida segiin Caratheodory. Luego se puede dar la definicidn:

Definicion 8.2. Un subconjunto E C R es medible segiin Lebesgue si para todo conjunto A C R se
tiene m*(A) = m*(ANE)+m*(A—-E)”

Para ver los detalles de estos conjuntos L-medibles ver [16].

Como sabemos, se integra funciones; entonces se desea saber que clase de funciones deben ser con-
sideradas dentro del proyecto de Lebesgue .La idea es , en principio extender el concepto de funcién
continua sobre R. Lo hecho anteriormente sobre conjuntos L-medibles nos conduce de modo natural a
considerar un subconjunto propio dentro de todos los subconjuntos de R. Se observa que si E es un in-
tervalo y se considera su funcién caracteristica X', entonces se tiene [ Xpdr = [(E) = m(E). Esto
nos dice: para que Xp tenga una L-integral definida, E debe ser un conjunto medible. Luego la funcién
f(z) = > | ¢;Xg, (x) es también integrable y se especula que el limite de tales funciones simples tam-
bién debe ser L-integrable. Lebesgue se motiva asi para introducir las adecuadas funciones en donde se tenga
tales propiedades. Tales funciones son las llamadas funciones medibles. Sea la funcién f : A C R — R
donde A es un conjunto medible y sea y un nimero real; sea el conjunto E(y) = {x € A/f(x) > y}.
“ f es una funcién medible si E(y) es un conjunto medible para todo y”. Para ver mds detalles so-
bre estas funciones consultar [23], [16]. Una guia para definir a la integral de Lebesgue fue observar
que si f es de la forma f(z) = Y. | ¢; X, (), donde los I;’s son intervalos disjuntos dos a dos, en-
tonces Lebesgue asume que deberiamos tener [, f(x)de = 2", ¢;il(l;) = Y7, ¢;m(I;), siempre
que I(I;) < oo para todo i. Entonces se define la integral de Lebesgue de una funcién simple: “Sea
f : R — R una funcién no-negativa, simple de la forma Z?:l ¢iXa,(x), entonces, por definicién
[ = [g flx)de = 77, cim(A;), donde A; = {z/f(x) = ¢;}”. De un modo mds general: “Sea
E un conjunto medible y f : E C R™ — R una funcién no-negativa y medible. Entonces la L-integral de
[ sobre E es definida siendo [}, f(2)dx = sup{ [, sdz/0 < s < fys es simple }.

Para funciones medibles en general f, se considera la conocida descomposicién f = f¥ — f~,donde
fTy f~ son funciones no-negativas. Luego, “si E es un conjunto medible y f es una funcién medible
sobre F, se define la integral de Lebesgue de f sobre E siendo: [, f = [, f* — [, f~". Se dice que f es
L-integrable. Una interesante caracterizacion de las funciones L- integrales es: “f es L-integrable sobre E
siy solosi | f| es L-integrable sobre E; ademds, | [, f| < [, |f|- Para mayores detalles sobre la integral de
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Riemann y la de Lebesgue ver, por ejemplo, [16], [30], [23].

Ahora pasamos a presentar a la Integral de Henstock -Kurzweil, el objetivo central de esta seccion.
Veamos un pequefio recuento de lo que estamos tratando en este articulo y que estd relacionado con el tema
actual. Por completitud daremos algunas definiciones ya conocidas.

El punto de partida es la integral de Riemann, como ya hemos mencionado pero se dard énfasis a
su definicién. Como sabemos, luego de algunos precursores, Lebesgue nos legé su integral, la que supera
algunas de las deficiencias de la de Riemann .La L-integral se hizo muy util en el ambiente matemadtico
pues f es L-integrable si y solo si |f| es L-integrable, lo que permitié construir los famosos espacios de
Lebesgue L?, 1 < p < o0, que permitieron un gran desarrollo del andlisis funcional. Pero, como Lebesgue
lo advirtid, su integral no puede integrar a todas las derivadas no-acotadas. Esto estd relacionado con el
teorema fundamental del cédlculo, el cual no cumple la integral de Lebesgue. Veamos el ejemplo dado por
(8.3),sea0 < a < b < 1; se observa que f’ es continua en [a, b] y por tanto es R-integrable y se verifica que
jj f'(x)dx = b*cos(f) — a®cos(Z). Ahora hay que elegir adecuadamente a y b para tener una familia de
intervalos [a, b]’s de modo que la integral del valor absoluto de [’ sea divergente .Tal elecci(’)n se consigue

([16], pag. 134) poniendo a; = W y observar que f fl(z)dz = k. Tales intervalos

2
et Y bk =
son disjuntos dos a dos, luego

[z 3 [z Y g -

Por tanto, f no es absolutamente integrable sobre [0, 1], y asi f’ no es L-integrable sobre [0, 1].
La integral de Lebesgue tiene también otras deficiencias , asi la integral de Dirichlet f > senz gy no es
integrable segiin Lebesgue pues | SENL ’ no es L-integrable. Se remarca que si f : [a,b] — Res d1ferenc1able

sobre [a,b] y si f’ es acotada , entonces f’ es L-integrable y se tiene f; f' = f(b) — f(a). Por otra
parte, para llegar a definir la integral de Lebesgue se tiene que aprender la teoria de la medida y de las
funciones medibles, todo lo cual demanda un buen tiempo de estudio. Por ello y otras razones, se busco otras
integrales, como las que hemos mencionado en este articulo. Asi, en 1912 A.Denjoy y en 1914 0.Perron
introdujeron otras integrales donde el teorema fundamental del célculo se cumple sin restricciones; estas
dos integrales son equivalentes. Ver las secciones 5 y 6. Luego de otras contribuciones, J.Kurzweil y R.
Henstock, en el periodo 1957 -1961, en forma independiente introducen una nueva integral que conserva
la forma original de la definicién dada por Riemann dando una original e ingeniosa modificacién con el
nimero o constante d, que ahora se considera como una funcién positiva 6(z). Esta integral, en muchos
casos, es mas fuerte que la integral de Lebesgue. Si H K ([a,b]) es el conju nto de todas las funciones
f : [a,b] — R que son integrables segin Henstock-Kurzweil (HK-integrables), entonces toda funcién
R-integrable y L-integrable estdn en HK([a, b]). Es decir se tiene:

{funciones R-integrables } ;{funciones L-integrables} ;{funciones HK-integrables}.

Pero ... si f es HK-integrable, esto no implica que | f| sea HK-integrable; algo lamentable pues no se
podria definir algo similar a los espacios de Lebesgue L?, 1 < p < oo, donde se define la norma en base al
valor absoluto de f.

Veamos algunas definiciones hacia la HK-integral. Sea el intervalo I = [a,b] acotado en R. Una
particién P de [a, b] es una familia finita de puntos xg, 21, ..., Z,, de [a,b] tal que a = zyp < 1 < x2 <

.. < x, = b. Se pone,

I, = [xg, 1], -« [ = [Tn—1, Zy]. Una etiqueta ¢; es un punto tal que t; € [2;_1, x;]. Asi tenemos un
conjunto de etiquetas {¢1, t2, .., t, } asociados a los intervalos Iy, Is, ..., I, de la particién P. Una particién
etiquetada de [a, b] es el conjunto de pares P, = {(t;, [z;—1,%:])/i = 1,2, ...,n},donde e = {¢1,t2, ...t}
es un conjunto de etiquetas asociadas a los intervalos I;’s y P es una particién de [a,b]. Si P, es una
particién etiquetada de [a,b] y f : [a,b] — R es una funcién, entonces se define la suma de Riemann
S(f; P) de f asociada a P siendo el niimero

S(f; P) = Zf(tz)(fcz — Ti—1)

8.1. Integral de Riemann. “el nimero Iy es la integral de Riemann de f : [a,b] — R si para todo
e > O existe una constante § = §(e) > 0 tal que si P, es cualquier particién etiquetada de [a, b] y se
satisface x; — x;_1 < § parai = [, ..., n, entonces se tiene

|S(f; P) — Ir| < e
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Notacion: Ip = (R) ff f(z)dz y diremos que f es R-integrable. -

Atencidn : § es una constante y esto restringe a la R-integral. La ingeniosa idea de Henstock-Kunweil
fue considerar § como una funcién estrictamente positiva sobre [a, b], algo que de inicio pudo ser consi-
derado como una simple idea pero se demostré que es algo profundo por los resultados obtenidos.

Si ¢ es una funcién > 0 ella se llama un calibrador (o indicador) sobre [a, b] = I. Si ¢ es un calibrador
sobre I y P, es una particién etiquetada de I, entonces P, es d-fina si se tiene 0 < x; — x;—1 < (t;),
1=1,..,n.

Se probd que dado cualquier calibrador §, entonces existe una particion etiquetada J-fina de /. Esto
es el Lema de P.Cousin, el cual da validez a la definicién de la integral de HK siguiente. Asi se tiene
t; € [wi—1,25] C (¢, — 6(t;),t; + 0(t;)) = c(t;), donde c tiene el papel de controlar a P,. La idea de la
HK-integral es usar calibradores en general, algo mas general que una funcién constante positiva.

8.2. La integral HK. “un nimero H € R se llama la integral de Henstock-Kurzweil ( o integral
de Riemann generalizada ) de una funcién f : I — R si para todo ¢ > 0 existe un calibrador ¢ sobre
I tal que si P, = ([w;—1,2;];¢:),i = 1,...,n), es cualquier particién etiquetada de I la que es J-fina,
entonces |S(f; P.) — H| < €’. En este caso escribiremos que f € HK(I) y la integral de HK se escribe
(HK) [ f(z)dz. La integral de HK es tnica.

Ejemplo 8.1. Sea la funcion constante f(x) = ¢ sobre | = |[a,b], entonces f € HK(I) y se tiene
[ f(x)dz = c(b— a). En efecto, sea P. = {t;, [x;_1,x;]/i = 1,....n} una particién etiquetada cualquiera
de I. Entonces,

S(fiPe) =0, fti)(wi—zim1) = Y iy c(z; — xi-1) = c(b— a); esto es, la suma de Riemann es
una constante igual a c¢(b — a); de esta manera se puede elegir un calibre arbitrario, que da una particion
etiquetada 6-fina, y asi eligiendo H = ¢(b — a), se obtendria

IS(f; Pe) —c(b—a)| =[c(b—a) —c(b—a)| =0 <e

Luego,
(HK)fab cdr = c(b— a).

[Para ver los detalles de lo mencionado y de lo que expondremos a seguir, ver [16], [12], [4], entre
otros articulos dados en la Referencia].

En relacién al ejemplo 1 (8.1), si A C R entonces la funcién f : A — R se llama una “funcién nula”si
el conjunto {x € A/f(x) # 0} es un conjunto de medida nula. Entonces se verifica ”si f : [a,b] — Res
una funcién nula sobre [a, b], entonces f es (HK) integrable y [ f(z)dz = 0.

La integral de Lebesgue también se puede definir via sumas de Riemann ,como el mismo Lebesgue lo
expresé en 1909 (“Sur les intégrales singuliéres”): “sea

f € L'([a,b]), entonces existe una sucesién de particiones etiquetadas P,, con norma ||P,|| — 0,
n=1,23, .. talquelim, , |S(f, Pn)—(L) fab f(z)dz| = 0”. Entonces, {porqué no usar esta definicién
para definer a la integral de Lebesgue? ..., Lebesgue dice que para construir tal sucesion se requiere de la
integral de Lebesgue! (ver también [4]).

1 x racional

Ejemplo 8.2. La funcién de Dirichlet f(z) = x € [0,1], sabemos que no es R-

0 x irracional’
integrable, pero si es (HK)- integrable y se tiene

[ f(x)dz = 0.

En efecto, debemos probar que existe un nimero H € R (que es tnico) tal que para cada ¢ > 0, existe
un calibrador

d(x), 6 :[0,1] — RT tal que si P. = (t;, [x;—1,2;]) es una particién d-fina de [0, 1], entonces se tiene
|S(f; P.) — H| < e. Bien, sea € > 0 dado y consideremos la sucesién enumerable (z;), j = 1,2, ...., de
ndmeros racionales (f(z;) = 1). Ahora se define

5(z) = s Stz =157 =1,2,...
1 si « es irracional, (f(z) = 0).

Vemos que §(z) > O, esto es, ¢ es un calibrador. Ahora se fija una particién etiquetada de [0, 1], §-fina,
P, = (t;,[ri—1,2]), 4 = 1,2,...,n . La suma de Riemann es S(f, P.) = f(t1)(z1 — x0) + f(t2)(x2 —
1)+ ... + f(tn)(xn — Tp—1). Luego, si t; es irracional, f(¢;) = 0. Entonces tendriamos S(f, P.) =0y
|S(f, P.) — 0] =0 < €,y se tiene la tesis. Veamos el caso ¢; es racional, f(¢;) = 1. Se tiene

S(f,P.) = (x1 — x0) + (x2 — 1) + ... + (¥, — Tp—1). Pero,

[i—1, 2] C [t; + (L), ti + 0(t;)]; luego x; — x;—1 < 20(t;); entonces, si t; = t; racional, para cada
7 =1,2,... se tiene

€ €

0 < fta)(z; —xj-1) < 20(t;) < 2Ty
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Luego se tiene, |S(f, P.) — 0] = ¢ Z;}il 5 = €,y se tiene la tesis.

Veamos ahora otras propiedades y resultados de la HK-integral de forma sucinta; los detalles pueden
ser encontrados en las referencias dadas antes: f € HK([a,b]) significa que f es HK-integrable sobre
[a, b].

Teorema 8.3. Si f es R-integrable en [a,b], entonces f es HK-integrable en [a,b] y se tiene

® [ " fa)dr = (HK) / ' fa)a

En efecto, por hip6tesis dado cualquier ¢ > 0 existe un . = §(e) tal que para cualquier particién
etiquetada P de [a, b] que satisface ||P|| < o, se tiene |S(f, P) — (R) f: f(z)dx| < e. Ahora, parte
importante, se define 6(z) = 1 (d.) para todo z € [a, b).

Se observa que 0 es un calibrador de [a,b]; sea P = (t;, [x;—1,%;]), ¢« = 1,2,...,n, una particién
etiquetada de [a,b] 0-fina. Ahora observemos que se tiene, por definicién de 0-fina [x;_1,2;] C (¢; —
0(ti), t; +6(t;)) = (t; — idé,ti + i&), de donde se obtiene 0 < z; — x;_1 < %56 < d. para cada
i = 1,2,..,n ;y asi la particién P, satisface también ||P.|| < €y se tiene entonces que |S(f, P.) —
(R) [ f(x)dz]| < e.

Corolario 8.1. Toda funcion continua f sobre [a,b], es HK-integrable sobre [a,D].

Algunas propiedades de la integral HK son :

(1) Sifyfe HK(la,b]),entonces (f + g) € HK([a,b]) y se tiene

(HK) f;(f+g)d:z: = (HK) f; fdz+(HK) f; gdx. Siademds o € R, entonces (H K) f; afdr =
a(HK) [? fda.

(2) Sea la funcién f : [a,b] - Ryc € (a,b);si f € HK([a,c]) N HK([c,b]), entonces f €

HEK([a,0]) y

(HK) /ab fdz = (HK) / fdz + (HK) /cb fdz .

(3) Si f € HK ([a, b)), entonces f € HK ([c,d)) para cualquier [¢,d] C [a,b].
4) Si f € HK([a,b)) y |f| < K, donde K es una constante > 0, entonces

‘(HK)/bfdx <K(b-a).

L ze(0,1]
0 ..x=0

que: si [y g son HK-integrables, entonces su producto fg no es HK-integrable, en general. En efecto, la

1
funcion g(z) = {\/E .z € (0,1]

Nota 8.1. Se verifica que la funcion f(z) = NO es HK - integrable. También se tiene

es HK -integrable, pero gg = f no lo es .
0 .z =0

Sea f : [a,b] — Ry asumamos que f es R-integrable sobre cada [a,c] C [a,b] donde ¢ € (a,b) y
donde se asume que b es un punto singular de f (“0 es un punto singular de f(x) = %”).

Por definicidn, si el limite existe, el 1im,_,;- (R) f: fdx es llamada la integral impropia de Riemann
(o la integral de Cauchy-Riemann) y se denota (C'R) fab fdx. Se dice que la integral impropia es una
generalizacion de la integral de Riemann (puede suceder en CR-integral que f no sea R-integrable; esto
mismo sucede con la integral de Lebesgue). Pero, para la integral de HK NO EXISTEN INTEGRALES
IMPROPIAS. Asi se tiene el resultado de Hake:

Teorema 8.4. Si f : [a,b] — R es una funcion, entonces f € HK ([a,b]) siy solo si f € HK([a,c])
para cada ¢ € (a,b) y existe el lim,_,;,- (R) f: fdx. Ademds se tiene

(HK) /abfdx = lim (R) /acfd:v.

c—b—

Corolario 8.2. Sea f : [a,b] — R tal que f es R-integrable en cada subintervalo [a, c| C [a,b], donde
¢ € (a,b), entonces si existe lim,_,,— (R) [ fdx se tiene que f € HK ([a,b]) y

c—b~

(CR) /ab fdz = lim (R) /:fdx: (HK) /ab fdx.
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Con ayuda de este corolario podemos ver mejor que la funcién f : [0,1] — R definida via f(z) =
1 size(0,1]
0 siz=0
—Inc, mientras que no existe
I, o+ (R) [ fdz = +oc.
Veamos ahora algunos aspectos del teorema fundamental del cdlculo, el cual es en gran parte el origen
de toda esta aventura. Recordemos
Teorema 8.5 (Teorema Fundamental del Célculo). Sea f : [a,b] — R una funcion diferenciable en
todo punto de [a, ] tal que f' es R-integrable sobre [a,b], entonces se tiene

no es HK-integrable pues si ¢ € (0,1) es arbitrario se tiene que existe (R) fcl Ldx =

b
(R) / fldz = £(b) - f(a).

Como ya hemos observado antes, lo resaltable es que se debe tener f/ integrable sobre [a, b]. En el caso
de Lebesgue también se exige tal condicién pues se dice: “Sea f : [a,b] — R tal que f es diferenciable en

todo punto de [a,b] y f’ es acotada sobre [a, b], entonces f’ € L!([a, b]), esto es, fab |fldx < ooy se tiene

(L) fab f'dz = f(b) — f(a)”. Bien, en la versién TFC de Henstock - Kurzweil lo sorprendente es que
NO se exige que f’ sea integrable .

Teorema 8.6. Sea f : [a,b] — R una funcion diferenciable en todo punto de [a, b], entonces se tiene f’
es HK- integrable y

b
() [ 1'de = 1) - fla)

Remarcamos que en la HK-integral siempre f’ es HK-integral: Esto fue una gran ventaja en compara-
cién con las integrales de Riemann y de Lebesgue. Para mayores detalles ver [16], [12] y en particular [4]
pag.858. La integral de HK tiene propiedades similares a la integral de Riemann. Asi por ejemplo se tiene
el

Teorema 8.7. Si f es HK-integrable en ([a,b]) y F(z) = (HK) [ fdt para todo x € |a,b], entonces
F es diferenciable c.t.p sobre [a,b] y se tiene F'(x) = f(z) c.t.p. x € [a, b]

La integral de HK tiene algunas dificultades como, por ejemplo, si f es HK-integrable, entonces en
general no es cierto que |f| lo sea, ver [4]. Por ello, “si f y |f| son HK-integrables entonces se tiene
|(HK) fab f(z)dz| < (HK) fab | f(z)|dx”, desigualdad que si es cierta en el caso Riemann y Lebesgue.
(Como saber si |f| es HK-integrable sobre [a, b]? ... se probé que cuando su integral indefinida F es de
variacién acotada sobre [a, b], entonces |f| es HK-integrable sobre [a,b]. (Esto es una caracterizacion).
También se tiene el siguiente criterio: “Si f y g son HK-integrables en [a,b] y |f| < g sobre [a, b] en-
tonces | f| es HK-intesgrable sobre [a, b] y se tiene |(H K) f; fdz| < (HK) f; |fldx < (HK) fab gdx”.
Este resultado permite construir un espacio vectorial sobre R; asi: “ f : [a,b] — R es llamado absoluta-
mente HK-integrable sobre [a, b] si f y |f| son HK-integrables sobre [a, b]”. Notacién: Ly k ([a,b]) = {f
absolutamente HK-integrables sobre [a,b]} . Se verifica que Lk ([a,b]) es un espacio vectorial sobre R
y f € Luk([a,b]) siysolosi fTy f~ son HK-integrables sobre [a, b].(Ver [4]). De este resultado se
concluye que “si f € Ly ([a,b]) y g : [a,b] — R es una funcién acotada sobre [a, ] , entonces fg es una
funcién HK-integrable”. Asi mismo se verifica “si f € L!([a, b]), entonces f es HK-integrable sobre [a, b]
y se tiene (L) [ fdu = (HK) [* fdz. Ademds, L*([a,b]) C Lux ([a,b]) .

¢C6mo son los resultados de convergencia en el espacio H K ([a, b])? ... Se sabe que la teorfa de Le-
besgue es mas fuerte que la de Riemann por sus teoremas de convergencia como son el de la convergencia
mondtona,la convergencia acotada y sobre todo por la convergencia dominada. Tales resultados son validos
en la teorfa de la integral de HK. Asf se tiene :

Teorema 8.8 (Teorema de Convergencia Uniforme). Si (f,,), n = 1,2,3,..., es una sucesion en
HK(([a,b]) la cual converge uniformemente a f sobre [a,b]; entonces f es HK-integrable y se tiene
(HK) [ fdx = limp, oo(HK) [ fadz.

Teorema 8.9 (Teorema de Convergencia Dominado). Si (f,,), n = 1,2,3, ..., es una sucesion en
HK(([a,b]) la cual converge puntualmente a f sobre [a,b] y si g y h son HK-integrables tales que g(x) <
fn(x) < h(x) para todo x € [a,b] y todo n € N, entonces se tiene que | es HK-integrable y (HK)f; fdx =
11,00 (HK) [ frdr.

Teorema 8.10 (Teorema de Convergencia Monétona). Si (f,,), n = 1,2,3,..., es una sucesion

mondtona en HK ([a,b]) tal que lim,, oo fn(z) = f(z) paratodo x € [a,b]y silim,_, . (HK) ff frndx <
—+o0, entonces f es HK-integrable y se tiene

n—oo

b b
(HK) / fdr = lim (HK) / Foda”.
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Lema 8.1 (Lema de Fatou). Si (f,), n = 1,2,3,..., es una sucesion en HK ([a,b]), si g es HK-
integrable sobre [a,b] tal que g < f,, paratodon € N, y si

lim infn_,OO(HK)f: fndx < 400, entonces liminf,, ., f, es HK-integrable y se tiene

b b
(HK)/ liminffndmgh'minf(HK)/ frndz.

n—oo n— oo

Para ver los detalles de estos teoremas ver, por ejemplo, [4] o cualquier libro sobre la HK-integral.

9. Algunos Comentarios Finales. Sugerimos ver algunas referencias siguientes: [1], [28], [6], [18],
[71, [16], [17], [11] y [20]; en Internet se puede encontrar otras referencias.

@

(i)

(iii)

(iv)

)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

Este escrito nos da un vision panordmica de la evolucion de la idea de integral,desde Riemann hasta
Henstock-Kurzweil; un lector interesado en el tema puede completar su informacién recurriendo
a las referencias dadas arriba.

Lo presentado podria servir como motivacion para que en alguna universidad se puedan estudiar
con detalle cada tipo de integral o en conjunto, y asi dar como resultado algunas tesis de Maestria
o doctorado si el nivel académico asf lo permite.

El surgimiento de la integral de HK ha originado la polémica sobre la ensefianza de la integral.
Como sabemos a todo estudiante de ciencias y de letras se les ensefia la integral de Riemann, que
para situaciones no exigentes podria ser suficiente; y a los estudiantes de matematicas se le ensefia
la integral de Lebesgue, aprendizaje que demanda un buen tiempo y esfuerzo .

También hemos aprendido que tanto la integral de Riemann y la de Lebesgue tienen ciertas limita-
ciones que la integral de HK las supera, pero ésta tiene atin la dificultad que si f es HK-integrable,
| f| no es necesariamente HK-integrable.

¢ Entonces cudl seria el camino de ensefiar la integral en sus distintos niveles? ...; creemos que la
introduccion de la ensefianza de la integral HK deberia tener mayor atencién por la sencillez de su
definicién que no requiere de muchas hipétesis y por la bondad de sus conclusiones.

En nuestro pafs la dificultad de tal sugerencia seria que posiblemente pocos profesores universi-
tarios estén informados, a nivel aceptabte, de la integral de HK. Tendria que surgir un proyecto,
asumido quizds por el Colegio de Matematicos, que organice cursos, seminarios, publicaciones,
para introducir tal integral. Este articulo estd en tal direccidn.

En tanto la ensefanza de la integral de Lebesgue debe seguir ensefidndose a los estudiantes de
matemadticas, quizds también a los de fisica y en algunas ramas de ingenieria, dado que en base a
tal teoria se han construido teorias matemadticas de gran importancia en la matematica pura, como
en la aplicada.

En los dltimos tiempos se ha regresado a investigar a la integral de Riemann en contextos gene-
ralizados, ver [30], [28], [1], [26], [11], [20]; entre varias otras referencias que se han publicado
dltimamente. Esto motiva que podrian surgir algunos proyectos de investigacion en algunas uni-
versidades de nuestro pais.

Tenemos escrito la Parte IIT sobre la evolucion de la integral a través del tiempo en donde presen-
tamos algunos temas mas especializados, pero en forma autosuficiente, y de interés a la cultura
matematica.
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