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Abstract
This article provides a detailed analysis of the relationship between the Cantor-Bendixson derivative and
set containment, as well as the standard set operations of union and intersection. In particular, it is shown
that the Cantor-Bendixson derivative is increasing with respect to set containment and, under suitable
hypotheses, generates a decreasing family of sets. On the other hand, we study both the derivative of a
union and the derivative of an intersection, under different restrictions on the cardinality of the family of
sets being operated on, while taking into account the order of derivative being performed.
Keywords . Cantor-Bendixson derivative; derivative of a set.

Resumen
En el presente articulo se realiza un andlisis a detalle sobre la relacion de la derivada de Cantor-Bendixson
con la contenencia de conjuntos y las operaciones usuales de conjuntos (union e interseccion). En particu-
lar, se demuestra que la derivada de Cantor-Bendixson es creciente con respecto a la contenencia de con-
Jjuntos y, bajo hipotesis adecuadas, genera una familia decreciente de conjuntos. Por otro lado, se estudia
tanto el derivado de una union, como de una interseccion, bajo diferentes restricciones en la cardinalidad
de la familia de conjuntos a operar y tomando en cuenta el orden de derivado a realizar.
Palabras clave. Derivada de Cantor-Bendixson; derivado de un conjunto.

1. Introduccién. En 1870, Georg Cantor, durante su investigacion sobre la descomposicion tnica de
funciones en series de Fourier, introdujo el concepto del derivado de un conjunto. Esta idea surgi6 a raiz
de un problema planteado por Heine acerca de la unicidad de la representacion de una funcién por series
trigonométricas y tenia como objetivo determinar las condiciones necesarias para obtener este resultado
en los puntos de discontinuidad de las funciones. Cantor presentd una solucién del problema en una serie
de articulos publicados entre 1872 y 1883 (ver [1, 2, 3, 4, 5]). Con el tiempo, la definicién del derivado
de un conjunto se ampli6 de la mano del concepto de nimeros ordinales, dando lugar a la derivada de
Cantor-Bendixson (ver [3]). Dada la importancia de esta operacién de conjuntos, es necesario comprender
su relacién con las operaciones habituales, como la unién y la interseccién. Estas relaciones se conocen
como el dlgebra de la derivada de Cantor-Bendixson.

En algunos libros como [6, 7, 8, 9] y varios articulos como [10, 11, 12, 13] se hace referencia y uso del
dlgebra de la derivada de Cantor-Bendixson, sin realizar un estudio detallado de sus propiedades. En este
trabajo, se presenta un andlisis del comportamiento de esta derivada respecto a la contenencia de conjuntos
y a las operaciones usuales de conjuntos.
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Se inicia el estudio con la relacién de la derivada de Cantor-Bendixson con la contenencia de conjuntos
(seccion 2), donde, en esencia, se demuestra la monotonia de esta derivada; ademds, se muestra que, bajo
hipétesis adecuadas, esta derivada genera una familia decreciente de conjuntos al ser aplicada reiterada-
mente sobre un conjunto dado. Posteriormente, se analiza la relacién de la derivada de Cantor-Bendixson
con el dlgebra de conjuntos (seccion 3), especificamente, se presenta el desarrollo para las expresiones

) > ()

donde A es una familia arbitraria de conjuntos y « es un nimero ordinal. Para el caso de la interseccion,
se obtiene un resultado general (seccidn 3.1); sin embargo, para el caso de la unién, es necesario hacer
consideraciones tanto sobre la finitud de .A como de «.

Como es usual en la Teoria de Conjuntos, al conjunto de los nimeros naturales se lo representara por w,
ademas, se denotard por OR a la clase de todos los niimeros ordinales. Por otro lado, dado un conjunto A, en
un espacio topoldgico, el derivado de A, notado por A’, es el conjunto de todos los puntos limites (o puntos
de acumulacién) del conjunto A; donde un punto limite (o punto de acumulacién) de A es un punto z del
espacio topoldgico para el cual, toda vecindad V' de = cumple que (V \ {z}) N A # @. Con esto, usando
Recursién-Transfinita, tal y como lo formulé Cantor en [3], la definicién de derivada de Cantor-Bendixson
es:

Definicion 1.1. (Derivada de Cantor-Bendixson). Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico.
Para un ordinal o, definimos el a-ésimo derivado de A, notado por A, como:

o A0 = 4
o At — (AY para todo ordinal o,
o Al = ﬂ A(V), para todo ordinal limite o # 0.

y<a

2. Relacion de la derivada de Cantor-Bendixson con la contenencia de conjuntos. Dado un espa-
cio topoldgico F, se tiene que el conjunto P(F) posee un orden parcial dada por la contenencia. Por otro
lado, la derivada de Cantor-Bendixson puede verse como una aplicacién de P(FE) en si mismo. Bajo estas
consideraciones, se tiene que esta aplicacion es creciente. Este resultado se puede encontrar en [9, p. 25]. A
continuacion se realiza una demostracion a detalle de este hecho.

Proposicion 2.1. Sean (E, T) un espacio topolégico, Ay B subconjuntos de E tales que A C B. Se
tiene que A’ C B'.

Demostracion: Sea x € A’, por tanto, para toda vecindad V de =z, se tiene que

(V~A{z}h)nA#2.
Sea V' una vecindad de =, como A C B, se tiene que
£V ~{z}h)NnAcC(V~{z})NB.

Por tanto, x € B’, teniendo lo deseado. O
Ahora, se puede generalizar el resultado anterior para la derivada de Cantor-Bendixson de cualquier
orden, teniendo la siguiente proposicion.
Corolario 2.1. Sean (E, 7) un espacio topoldgico, Ay B subconjuntos de E tales que A C B. Se tiene
que A C B para todo ordinal c.
Demostracion: Se va a proceder por Induccién Transfinita.
e Setiene que A = A C B = B, por la hipétesis.
e Ahora, supéngase que para un ordinal «, se tiene que A C B(® por la Proposicién 2.1, se
tiene que A(“+1) = (A(@) C (B(@) = Blo+l),
e Finalmente, sea A # 0, un ordinal limite y supéngase que A®) C B() para todo § < A. Con
esto, se sigue que

AN = M 4® ¢ | B® = BW.
B<A B<A

Por lo tanto, se tiene que Al CB (), para todo ordinal «. O

Finalmente, dado un conjunto A, de un espacio topoldgico F, se tiene que la aplicacién de OR en
P(E) que asigna « +— A(®) es una aplicacién entre conjuntos parcialmente ordenados. Con esto, si A es
un conjunto cerrado, se obtiene que esta aplicacion es decreciente. Dicho en otras palabras, se tiene que la
familia (A("))QGOR es una familia decreciente de conjuntos.
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Proposicién 2.2. Sean (E,T) un espacio topolégico y A C E cerrado. Se tiene que (A*)),cor es
una familia decreciente de subconjuntos cerrados de E, es decir, A < AB) para todo o y 8 ordinales
tales que o > f3.

Demostracion: Se tiene que, del hecho que A es cerrado, se puede concluir que (A(O‘))(XGOR es una
familia de subconjuntos cerrados de E (ver [6, pidg. 47] o [14]).

Por otro lado, sea un ordinal 3, procediendo por Induccién Transfinita, se va a demostrar que Al C
A®) para todo o > .

e Se tiene que A®) C AP,

e Ahora, supéngase que A C AW con a > f, por la Proposicién 2.1, se tiene que (A C
(A(ﬁ))’. Ademis, como AP es un conjunto cerrado, se tiene que, (A(ﬁ))’ C AW® de donde,
Alotl) — gle) C (A(B))/ C AW,

e Finalmente, sea A # 0 un ordinal limite tal que A > 3y supéngase que A®) C A(®) para todo
d < A, por lo tanto,

AN — ﬂ A®) c AP
S<A

De aqui, A(® C A para todo o y 3 ordinales tales que o > £3. |
Con esto, se tiene, dado un conjunto cerrado A de un espacio topolégico E,

o C Al cople) -l A®) C A C A

Observacion 2.1. Ndtese que en la proposicion anterior, la hipdtesis que el conjunto A sea cerrado es
necesario. En efecto, tomese el espacio topologico R con su topologia usual, se tiene que si

A=10,1],
entonces
A'=10,1],
por ende,
A g A.

Mds atin, el mismo ejemplo permite ver que
AWtD g AW),
En efecto, se tiene que

AW — ﬂ A
new
= A0 n m A
ncw~{0}
=10,1n () [0.1]
ncw~{0}
=10,1[N 0,1} =0, 1,

por otro lado,
!/
At = (4€0) = (Jo.1)) = [0.1].

3. Algebra de la derivada de Cantor-Bendixson. El dlgebra de la derivada de Cantor-Bendixson
es utilizada en las demostraciones de varios resultados relevantes en el drea de la Teoria descriptiva de
conjuntos, como se puede apreciar en [14], sin embargo, en estos tratados se analizan solo casos concretos,
necesarios para los objetivos planteados. En esta seccidn, se presenta un estudio a detalle de todos los casos
posibles para la relacion de la derivada de Cantor-Bendixson con uniones e intersecciones generalizadas de
conjuntos.
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3.1. Derivada de Cantor-Bendixson y la interseccion de conjuntos. Para el estudio de

(N4

se presenta primero el caso en que |A| = 2y o = 1, luego de lo cual, se extendera el resultado para el caso
en que A es cualquier familia de conjuntos y & = 1. Finalmente, se generalizara el resultado para cualquier
nimero ordinal.

Se inicia con la demostracién del siguiente resultado, cuyo enunciado puede ser encontrado en [6,
p. 25].

Proposicion 3.1. Sean (E, T) un espacio topolégico, Ay B subconjuntos de E. Se tiene que:

(ANB) C A'nB.

Demostracion: Nétese que ANB C Ay AN B C B, de la Proposicién 2.1, se tiene que (AN B)' C A’
y (AN B)" C B’, por lo tanto, se concluye que (AN B) C A'N B’. O

Observacion 3.1. Nétese que, en general, no se alcanza la igualdad. En efecto, tomando el espacio
topoldgico R con su topologia usual, se tiene que si

A=1]0,1] y B =11,2],
entonces
A =[0,1] y B' =11,2],
por ende,
(AnB)Y =2 y A'nB ={1},

concluyendo, asi, que no se cumple la otra inclusion.

Ahora, se procede a extender el resultado anterior a una interseccion arbitraria de conjuntos. El resul-
tado en cuestion se encuentra enunciado en [7, p. 76]. A continuacion, se presentard una demostracion del
mismo.

Proposicion 3.2. Sean (E, T) un espacio topolégico y A una familia arbitraria de subconjuntos de E.
Se tiene que:

(ﬂ A>Ig A

AcA AcA

li
Demostracion: Sea x € < ﬂ A) , se va a demostrar que, para todo A € Ay toda V' vecindad de x, se

AcA
tiene que

(V~{z}h)nA#£o.

Sean A € Ay V una vecindad de z, de la hipdtesis, se sigue que

@#(V\{@‘})ﬂ(ﬂ A) C(V~{z})nA.

AcA

Dado que A € Ay V fueron arbitrarios, se concluye que = € ﬂ A’ 'y, por ende,
AcA

(ﬂ A)lg A

AcA AcA

O
Con esto, se presenta la generalizacion del resultado anterior.
Proposicion 3.3. Sean (E, T) un espacio topoldgico, A una familia arbitraria de subconjuntos de E.
Para todo oo € OR, se tiene que

(ﬂ A>(Q) c () A,

AcA AcA

Demostracion: Para demostrar lo deseado se usara Induccién Transfinita.
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e Para o = 0, el resultado es inmediato.
e Ahora, supéngase que se cumple para & € OR, se va a demostrar que

(a+1)
(ﬂ A) C ﬂ A(a+1).

AcA AcA

Utilizando la definicién de derivada de Cantor-Bendixon, la hipétesis de induccién y la proposicién

anterior, se tiene que
(a+1) (a)
AcA AcA

/
c <ﬂ A(O‘)>
AcA
<N (A(“))/: M A+,

AcA AcA

e Finalmente, sea A # 0 un ordinal limite, supdngase que

(ﬂ A)(’Y) . m A

AcA AcA

para todo v < A, se va a demostrar que

(n4) <

AcA AcA

Utilizando la definicién de derivada de Cantor-Bendixon y la hipétesis de induccion, se tiene que

(n4) -nlny)

C m (ﬂ A(v))
y<A \AeA

- ﬂ m A | = ﬂ AN
AcA \vy<A AcA

Por lo tanto, se concluye que, para todo & € OR

(ﬂ A>(a) c () A,

AcA AcA

3.2. Derivada de Cantor-Bendixson y la uniéon de conjuntos. Para el estudio de

(U

al igual que en a seccién anterior, se presenta primero el caso en que |A| = 2y o = 1. A partir de aqui, se
presenta la generalizacion para o € w y luego se presenta el resultado concerniente a o un ordinal transfini-
to; en este punto, existe una diferencia cuando los conjuntos iniciales son cerrados o no. Posteriormente, se
realiza un andlisis similar para cuando A es una familia finita. Finalmente, se concluye con el caso de que
A sea una familia arbitraria.

El siguiente resultado puede se hallado en [9, p. 25]. Se procede a ofrecer una demostracion a detalle
de mismo.
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Proposicion 3.4. Sean (E, 7) un espacio topolégico, Ay B subconjuntos de E. Se tiene que:
(AuB) =A"UB.
Demostracion: Sean x € (AU B)"y V una vecindad de z, se tiene que
(V~{z})n(AUB) #£ 2.
Por lo tanto, se sigue que
(V~{z}h)nA#£o 0 (V~{z})NnB #£g,

es decir, z € A’ oz € B’, que equivalenaxz € A’ U B’. De donde, (AU B) = A’ U B'.

Por otro lado, como A C AUBy B C AU B, utilizando la Proposicién 2.1, se sigue que A’ C (AUB)’
y B’ C (AU B)’, por lo tanto, se concluye que A’ U B’ C (AU B)'. O

Usando la proposicién anterior, se va a generalizar el resultado para todo derivado finito.

Proposicion 3.5. Sean (E, T) un espacio topoldgico, A’y B subconjuntos de E. Para todo n € w, se
tiene que:

(AUB)™ =AM y B™).

Demostracion:
Se usard Induccién Finita.
e Paran = 0, el resultado es inmediato.
e Abhora, supéngase que se cumple para n € w, se va a demostrar que

(AU B)(m+1) — g(ntD) j glntD),

Usando la hipétesis de induccién y la Proposicién 3.4, se sigue que
!
(AU B)m+D) = ((A U B)(”))

. (A<n> UB(n))’

(Yo (o)

= Aty g+l
Con esto, se demuestra que (A U B)(™ = A™ U B para todo n € w. O
Ahora, al pasar al caso transfinito, en general, no se mantiene la igualdad. En este caso, solo se tiene una

contenencia y, mas adelante, se vera que la igualdad se alcanza bajo la hipétesis de que los dos subconjuntos
sean cerrados.

Proposicion 3.6. Sean (E, ) un espacio topolégico, Ay B subconjuntos de E. Para todo o € OR, se
tiene que:

A® U B@® C (AU B)®,

Demostracion: Se va a proceder por Induccién Transfinita.
e Procediendo de manera andloga a la base de induccién y al paso inductivo de la demostracién de
la Proposicién 3.5, se tiene que se cumple la base de la induccién y el paso inductivo.
e Por udltimo, para el paso transfinito, sea A # 0 un ordinal limite, supéngase que

AM yBM C (AU B)('V)
para todo v < A, se va a demostrar que
AN UBW Cc(AuB)W,

De la hipétesis, se tiene que

ANy BW = ﬂ AU ﬂ B

F<A y<A
<N (Am U B(v))
y<A
c NAuB)™ =AauB)W.

F<A
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Con esto, se demostré que A U B(®) C (AU B)(®), para todo ordinal a. O

Observacion 3.2. Ndtese que, en la Proposicion 3.6, la igualdad no necesariamente se cumple. En
efecto, del Teorema 2,1 dado por [14], existe K C ]—1,0] compacto y numerable tal que K) = {0}. Asi,
témese A = K ~ {0} y B = {0}, se tiene que B\“) = @, por otro lado

AW = (K < {0h® € K@) = {0},

pero 0 & A, por ende, A“) = @. De esta forma, A“) UB“) = @y (AU B)®) = K, teniendo que no
se da la igualdad.
La igualdad se alcanza cuando los subconjuntos son conjuntos cerrados, como se vera a continuacion.
Proposicion 3.7. Sean (E, ) un espacio topolégico A 'y B subconjuntos cerrados de E. Para todo
a € OR, se tiene que

A yYB@ = (AU B)@,
Demostracion: De la Proposicion 3.6, se sigue que para todo oo € OR
A UB® C (AU B)@,

Ahora, para la otra contenencia, procediendo de manera andloga a la base de induccién y al paso
inductivo de la demostracién de la Proposicién 3.5, se tiene que se cumple la base de la induccién y el paso
inductivo.

Finalmente, sea A # 0 un ordinal limite, supongamos que

(AuB)(W) c AMyB®
para todo v < A, se va a demostrar que
(AU B)(’\) C AN yB®,

Sea z € (AU B)™), por reduccién al absurdo, supéngase que z ¢ AN y z ¢ B, por ende, existen
71,72 € OR tales que v < A\, 72 < A, z € A0V y 2 ¢ BO2), Sin pérdida de generalidad, supéngase
que v < 71, por lo tanto, de la Proposicién 2.2, como B es cerrado, se tiene que BO) € BO2); con esto,
z ¢ A1) N B 1o que contradice el hecho que z € (A U B)) (en el caso que 7, < 72, razona de
manera equivalente usando la hipétesis de que A es cerrado). Con esto, se ha demostrado que, para todo
a € OR, se tiene que

A@ U B©) = (AU B)(@,

]
Ahora, ya que se repasé el comportamiento de la derivada de Cantor-Bendixson para dos subconjuntos,
se seguird el mismo camino para una cantidad finita de subconjuntos.
Proposicion 3.8. Sean (E,T) un espacio topoldgico y {Ar}p_y con n € w, una familia finita de
subconjuntos de E. Se tiene que:

k=0 k=0

Demostracion: Se usard Induccién Finita.
e Sin = 0, el resultado se tiene de inmediato.
e Ahora, supéngase que se cumple para n € w, se va a demostrar que

n+1 / n+1
(U Ak> = J 4.
k=0 k=0
De la hipétesis de induccién y usando la Proposicidn 3.5, se sigue que
n+1 ! n /
k=0 k=0
n !/
= <U Ak) UAL
k=0
n n+1
<U A@) U, = 4.
k=0 k=0
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Por lo tanto, se concluye que

n / n
(U Ak> = U Al
k=0 k=0

O
Nuevamente, usando Induccién Finita, se va a generalizar el resultado anterior, para el caso de ordinales
finitos.
Corolario 3.1. Sean (E, T) un espacio topolégico y {Ar}}_, con n € w, una familia finita de sub-
conjuntos de E. Para todo m € w, se tiene que:

(U Ak) _ UAEC’VVI)

k=0 k=0

Demostracion: Usaremos Induccién Finita sobre m.
e Sim = 0, se tiene lo deseado.
e Abhora, supéngase que se cumple para m € w, se va a demostrar que

n (m+1) n
(U Ak) _ U A](cm+1).
k=0 k=0

De la hipétesis de induccién y usando la Proposicion 3.8, se sigue que

n (m+1) n (m)
(U+) =(u)
k=0 k=0

n /
(U)
k=

0
"LAmY (] gy
07 -0

=0

=

Por lo tanto, se concluye que, para todo m € w

n m) g
( U Ak) = U Al(@m)'
k=0 k=0
O
Como en el caso precedente, al realizar el anélisis con ordinales transfinitos, la igualdad se pierde y se
tiene solo una contenencia.
Corolario 3.2. Sean (E, T) un espacio topoldgico y {Ap}7_,, con n € w, una familia finita de sub-
conjuntos de E. Para todo o € OR, se tiene que:

n n (a)
U Az(aa) - (U Ak) .
k=0 k=0

Demostracion: Sean € w, se procedera por Induccién Transfinita.
e Procediendo de manera andloga a la base de induccidn y al paso inductivo de la demostracién del
Corolario 3.1, se tiene que se cumple la base de la induccién y el paso inductivo.
e Por ultimo, sea A # 0 un ordinal limite, supéngase que

n n (7)
A ( A )

para todo v < A, se va a demostrar que
eV
Ak> |
0

OA?Q(
k=0

=

k
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De la hipétesis, se tiene que

I

=

=
2

LnJ AI(:)

k=0 k=0 \y<X

N N
=2 2
A A
> >
x> T
oI( 3 g( 3
BN o
= T
~— 2
~ N—
2
I
& ~
g( 3
S
ol
N——
>

n n ()
Con esto, se demostrd que U A,(f‘) C (U Ak> , para todo ordinal a. O
k=0 k=0
De igual forma, la igualdad se cumple cuando se tiene una cantidad finita de conjuntos cerrados.
Proposicién 3.9. Sean (E,T) un espacio topoldgico 'y {Ai}}_y con n € w, una familia finita de
subconjuntos cerrados de E. Para todo o« € OR, se tiene que:

n n (@)
(a) _
UAk<UAJ :
k=0 k=0
Demostracion: Sea o € OR, nuevamente, se procedera por induccion finita sobre n.

e Sin = 0, el resultado se tiene de inmediato.
e Ahora, supdngase que se cumple para n € w, se va a demostrar que

n+1 n+1 (a)
UA?:(UAQ .
k=0 k=0

n

Noétese que U Ay es cerrado, al ser la unién finita de cerrados. Con esto, de la hipdtesis inductiva

k=0
y de la Proposicion 3.7, se sigue que

ntl (@ " (@)
k=0 k=0

(@)
= ( Ak> U A(a)
k=0

n+1
n n+1
(U )vam - U
k=0

k=0

<
3

-

]
Ahora, siguiendo la linea descrita al inicio de la seccién, se va a demostrar algunas proposiciones
relacionadas al comportamiento del derivado de un conjunto usando uniones arbitrarias. El enunciado de
esto se puede localizar en [7, p.77], a continuacion se ofrece una demostracion detallada del mismo.
Proposicion 3.10. Sean (E, T) un espacio topoldgico, A una familia arbitraria de subconjuntos de E.
Se tiene que

Ly4c<UA>.

AcA AcA

Demostracion: Sea x € U A’; con esto, existe A € A tal que z € A’, se va a demostrar que para toda

. . AcA
V vecindad de z, se tiene que

(V\{ﬂ)ﬂ<LJA>#®.

AeA
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Sea V una vecindad de xz, como z € A’, se sigue que

(V~A{z}h)nA#£g,
de ahi que

@#(V\{x})ﬂAC(V\{x})ﬁ<U A),

AeA

/!
dado que V fue arbitrario, se tiene que x € < U A) y, por ende,
AcA

!
U A C <U A) .
AeA AeA

O

Observacion 3.3. Nétese que para la union, la otra contenencia no necesariamente se cumple, incluso
si partimos de una familia arbitraria de conjuntos cerrados, pues, tomese

A={{z}: 2 R},

se tiene que

U 4=y =2

AcA z€R
por otro lado,

(U A>/— (U{l‘})—R’—R.

AcA z€R

De igual forma, en general, en el caso numerable tampoco se da la otra inclusion. En efecto, tomando

1
A, = { } para todo n € w, se tiene que
n+1

Ua=Ufim) -2

new new

Por otro lado,

new

(U An>/:{n}r1:n6w}lz{0},

teniendo que no se da la igualdad.
Se va a extender el resultado anterior para todo derivado finito, es decir, se va a demostrar que para

todo m € w se tiene el siguiente resultado.
Corolario 3.3. Sean (E,T) un espacio topolégico, A una familia arbitraria de subconjuntos de E.

Para todo m € w, se tiene que

U A ¢ (U A)Om,

AcA AcA

Demostracion: Se usard Induccion Finita.
e Sim = 0, se tiene lo deseado.
e Abhora, supéngase que se cumple para m € w, se va a demostrar que

(m+1)
U A(m+1) C (U A) )

AcA AcA
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De la hipétesis de induccidn, junto con la Proposicién 3.10, se tiene que

[ A+ = | (atmy

AcA AcA

()

C

(m)\ '’ (m+1)

((w)) ()™
AcA AcA

Por lo tanto, se concluye que, para todo m € w

J a™ ¢ (U A>(M).

AcA AcA

(]
Con todo lo antes hecho, surge una pregunta natural: ;Se puede generalizar los resultados anteriores
para la derivada de Cantor-Bendixson? La respuesta es si, se va a extender los resultados a la derivada de
Cantor-Bendixson, para ello, se usard Induccion Transfinita.
Proposicion 3.11. Sean (E, T) un espacio topoldgico, A una familia arbitraria de subconjuntos de E.
Para todo o € OR, se tiene que

U A ¢ (U A>(a).

AcA AcA

Demostracion: Se usard Induccién Transfinita.
e Procediendo de manera andloga a la base de induccidn y al paso inductivo de la demostracion del
Corolario 3.3, se tiene que se cumple la base de la induccién y el paso inductivo.
e Por ultimo, sea A # 0 un ordinal limite, supéngase que

(G))
- (U A) ,
AeA AcA

N

U A

para todo v < A, se va a demostrar que

)
C (U A) .
AeA AeA

N

U AN

De la hipétesis de induccion, se sigue que

U AN = U ﬂ A

AcA AcA \y<A
C m <U A(’Y))
<A \A€eA

N

n(us) -(us)

O

4. Conclusiones.

e Larelacion de la derivada de Cantor-Bendixson con la contenencia de conjuntos depende de si el
conjunto es cerrado o no, en caso de no serlo, se tiene problemas con el primer derivado y con los
derivados de orden un ordinal limite como w.

e En general, se tiene que el derivado de la interseccidn estd contenido en la interseccion de los
derivados, sin importar el orden de derivacion ni la cantidad de conjuntos a intersecar. Se mostré
ejemplos de que la igualdad no se cumple.
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e En general, se tiene que la unién de los derivados estd contenida en el derivado de la unién. Sin
embargo, en este caso, existe un mejor comportamiento bajo ciertas hipdtesis.

e Sin tener en cuenta la topologia de los conjuntos, se tiene que la igualdad entre el derivado de la
unién y la unién de los derivados se alcanza en los casos que se muestra en la Tabla 4.1.

(o)
Tabla 4.1: Relacion entre U Ay U A

AcA AcA

a=1 acw a > w
=2 = = #
A finito = = =+
A infinito + + +

e Si se considera que los conjuntos a unir son cerrados, se tiene que la igualdad entre el derivado de
la unién y la unién de los derivados se alcanza en los casos que se muestra en la Tabla 4.2.

(@)
Tabla 4.2: Relacién entre U Al y U A , cuando la familia A estd compuesta por cerrados.
AcA AcA

a=1 acw a > w

A| =2
A finito = = =

A infinito + * #
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