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Abstract

The autonomous prey-predator system with logistic growth and Holling type Il functional response, which
describes the population dynamics of two species. In this study, the equilibrium points of the system (1.1)
were identified. Two saddle-node points and one non-trivial Ps equilibrium point were found. For this
latter point, the conditions were determined for the Jacobian matrix of (1.1), evaluated at Ps, to have a
pair of purely complex eigenvalues (necessary condition for the Hopf bifurcation). Through this analysis,
values cg, 6o, ko were found that satisfied these conditions. Subsequently, each of these values is considered
as a bifurcation parameter value, and the remaining two are considered as control parameters, under the
assumptions of the normal form theorem for the Hopf bifurcation, it’s concluded that by varying these values
slightly, the system undergoes the Hopf bifurcation. Finally, the first Lyapunov coefficient was calculated
to determine the conditions under which the system exhibits supercritical, subcritical, and degenerate Hopf
bifurcation.

The analysis was supported by using MAPLE and MATLAB software, which enabled graphical visual-
ization of the obtained results.

Keywords . Dynamical system, Hopf bifurcation, equilibrium point, Hartman-Grobman theorem, phase portrait,
logistic curve, Holling type II functional response.

Resumen

El sistema autéonomo presa-predador con crecimiento logistico y respuesta funcional de Holling tipo 11
describe la dindmica poblacional de dos especies. En este estudio se identifican los puntos de equilibrio
del sistema (1.1), encontrando dos puntos silla-nodo y un punto de equilibrio Ps no trivial. Se determina
las condiciones para que la matriz jacobiana de (1.1), evaluada en Ps, tenga un par de valores propios
complejos puros que es la condicion necesaria para la ocurrencia de la bifurcacion de Hopf; lo cual permite
encontrar los valores ¢y, ko, dg que cumplen esta condicion. Se considera cada uno de estos valores como
pardmetro de bifurcacion, y bajo las hipétesis del teorema de la forma normal de la bifurcacion de Hopf,
se concluye que para cada uno de los valores cqy, kg, 6o el sistema (1.1) es topoldgicamente equivalente a
la forma normal de la bifurcacion de Hopf. Por iiltimo, se calcula el primer coeficiente de Lyapunov para
determinar el tipo de bifurcacion de Hopf (supercritica, subcritica 'y degenerada) que admite el sistema en
cada uno de los casos.

Para respaldar los resultados tedricos encontrados se usa MAPLE y MATLAB, los cuales permiten
confrontar los resultados. En particular, el uso de MATLAB permitio visualizar los resultados de forma
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grdfica. Palabras clave. Sistema dindmico, bifurcacién de Hopf, punto de equilibrio, teorema de Hartman-Grobman,
retrato fase, curva logistica, respuesta funcional de Holling tipo II.

1. Introduction. Desde el siglo XX, las matematicas empezaron a ser aplicadas en diversos campos,
especialmente en la biologia, despertando gran interés en la comunidad cientifica [1]. Los modelos ma-
tematicos son especialmente utiles para estudiar el comportamiento cualitativo de los sistemas dindmicos,
es decir, fendmenos que evolucionan con el tiempo. Estos sistemas pueden clasificarse como discretos o
continuos, y estos ultimos son modelados por ecuaciones diferenciales (que involucran pardmetros reales).

La bifurcacién de Hopf es aplicada en fisica, biologia, quimica y otros campos cientificos y es un tipo
de bifurcacién muy importante en el andlisis cualitativo de sistemas dindmicos, ya que se caracteriza por el
cambio de estabilidad de un punto de equilibrio (atractor o repulsor) cuando se perturba un pardmetro (de
bifurcacién) del sistema y ademads, permite estudiar el comportamiento de las soluciones periddicas aisladas
(ciclos limites). En particular, es de gran interés en la dindmica de poblaciones, donde las interacciones entre
las especies pueden dar lugar a ciclos limites que representan oscilaciones[2].

El enfoque de este trabajo estd en el estudio de sistemas dindmicos continuos, especialmente en el
sistema auténomo presa-predador con crecimiento logistico y respuesta funcional de Holling tipo II. Dicho
modelo descrito en (1.1), el sistema es modelado por un par de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales
de primer orden:

. x CT1T
I1:F1(I’1,l’2):l‘1 (1771>7 172

k

CT1X2
1+ 1 ’

L+ (1.1)

Ty = Fy(x1,22) = —0xa +

donde ¢, k, § son pardmetros positivos y 1 (t) , x2(t) representan las densidades poblacionales de presas y
predadores respectivamente en el instante ¢, respectivamente, y, d, ¢, k son pardmetros positivos, los cuales
representan la interaccion de las especies mencionadas: k es la capacidad de carga del entorno para la presa,

0 es la tasa natural de muerte del depredador, ¢ es la eficiencia de la caza de los depredadores y

1+ 2
representa la respuesta funcional del depredador a la densidad de presas [3] y [4].

En el andlisis cualitativo los pardmetros k, ¢ son especialmente importantes; el pardmetro c representa
la capacidad de los predadores para capturar y consumir presas, y estd relacionada con la tasa de encuentro
y la tasa de consumo de presas por parte de los predadores. Un valor alto de ¢ indica que los predadores
son mds eficientes para capturar presas, mientras que un valor bajo indica una menor eficiencia de caza.
La eficiencia de caza es importante porque determina la tasa a la cual los predadores pueden reducir la
poblacién de presas. Si los predadores son ineficientes para cazar, es posible que las presas se multipliquen
sin control y agoten rapidamente los recursos disponibles, lo que podria llevar a una disminucién de ambas
poblaciones. El pardmetro k representa el tamafilo maximo de la poblacién de presas que el ecosistema puede
mantener en equilibrio a largo plazo, teniendo en cuenta todos los recursos disponibles. Si la poblacién de
presas excede la capacidad de carga, los recursos pueden escasear y las presas pueden morir por falta de
alimento, afectando por consiguiente a la poblacién de depredadores. .

El andlisis de (1.1) puede revelar comportamientos interesantes, como ciclos limites, es decir, fluc-
tuaciones periédicas !, estabilidad de los puntos de equilibrio y bifurcaciones, lo que ayuda a comprender
mejor la dindmica de los ecosistemas y las sugerencias para la conservacion de las especies. El objetivo
de este estudio es resaltar la importancia del andlisis cualitativo de este sistema presa-predador. Se bus-
caran las condiciones bajo las cuales el sistema experimenta una bifurcacién de Hopf. Para lograr esto, cada
parametro del sistema se considerard como un parametro de bifurcacién, mientras los dos restantes serdn
considerados parametros de control, y se analizaran las condiciones necesarias para que en cada caso este
sistema esté sujeto a dicha bifurcacidon. El estudio cualitativo de este modelo proporciona informacién valio-
sa para comprender como las perturbaciones en el entorno y los cambios en los pardmetros pueden afectar
a las poblaciones de presas y predadores. Es asi que estudiar la presencia y estabilidad de estos ciclos es
esencial para comprender los patrones de oscilaciéon y como pueden influir en la dindmica del ecosistema,
contribuyendo a una mejor comprension de la estabilidad y evolucién de las poblaciones en el mismo.

A lo largo de este trabajo, se utilizara el analisis cualitativo, como el anélisis de estabilidad, el cdlculo
de puntos de equilibrio y la teoria de bifurcaciones, y el software MATLAB sera de apoyo, para mostrar a
través de los retratos de fases el andlisis obtenido sobre la dindmica de este sistema. Este andlisis permitird
identificar para qué valores de los parametros en (1.1) se producen cambios significativos en la dindmica de
las poblaciones.

Para llevar a cabo los objetivos propuestos se expondran conceptos de la teoria de sistemas dindmicos
y bifurcacién de Hopf, estos han obtenidos principalmente de [5] y [6].

!Patrén de variacién que se repite de manera regular y predecible a lo largo del tiempo
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2. Preliminares. Teorema 2.1 (Traza-Determinante).
Sea X = R?y el sistema lineal

T = Az, e X, 2.1

para determinar el equilibrio del sistema, sea /\ = det(A) y o = tr(A). Su ecuacion caracteristica
estd dado por

o+ /o2 —4AN

N oA+ A=0, con valores propios A2 = 5

DeO':A1+)\2yA:>\1A2.'
1. Si A\ <0, entonces (2.1) tiene un punto silla-nodo en el origen.
2. 8iA>0yo0?—4/A > 0,0 # 0, entonces (2.1) tiene un nodo en el origen.
3. SiA>0y0%—4A <0, 0 # 0 entonces (2.1) tiene un foco en el origen.
4. Si A > 0yo =0, entonces (2.1) tiene un centro en el origen.
Se tiene en 2 y 3 estabilidad (resp. inestabilidad) en x* si 0 < 0 (resp. o > 0).
Definicion 2.1 (Sistemas topologicamente equivalentes).
Sea E C X = R" y los sistemas autonomos

& = F(x), x ek, (2.2)

& = G(x), zeFE, (2.3)

con F,G € CY(E), con flujo p; y ¢, respectivamente. Se dice que (2.2) y (2.3) son topoldgicamente equi-
valentes en el equilibrio x* = 0 si existe un homeomorfismo H : U — V, donde U y V' son abiertos que
contienen al origen, tal que H(0) = 0 y los dos sistemas dindmicos conservan la estabilidad y direccion
de las orbitas alrededor de los puntos de equilibrio. Es decir, si una trayectoria se dirige de x1 a x4 en U,
entonces su imagen bajo H se dirige de H(x1) a H(xz2) en V.

H(p(xo)) = ¢(H(x0)), x(tg) =xo € U C X, 1y € I(xo).

Es decir las curvas solucion de los sistemas, parametrizadas por el tiempo, conservan la direccion de flujo.
Definicion 2.2 (Sistemas orbitalmente equivalentes).
Los sistemas autéonomos (2.2) y (2.3) con x,y € X = R" son orbitalmente equivalentes si existe una
Suncion u : R™ — R suave (diferenciable) y positiva (u(x) > 0), tal que

F(z) = u(x)G(x), Ve € X.

Teorema 2.2 (Forma normal de la bifurcacion de Hopf).
Considere el sistema autonomo

& = F(x,a), x = (21,72) €ER* a € R, 2.4)

Suponga que existe un punto =* € R? y un pardmetro oy tal que
H.1 (Condicion de equilibrio)

F(x*,a0) = 0.
H.2 (Condicion de bifurcacion)
A(ag) = DF (™, ),

tiene un par de valores propios imaginarios puros.
H.3 (Condicion de transversalidad)

d

@(Re()‘(a)))‘a:ao # 0,

donde \(«) es un valor propio de DF (x*).
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Tesis: Existe un cambio de coordenadas y pardmetros que transforma al sistema en

7 = Fy (21, 22) = By — 20 £ (27 + 2321,

ay = Fy(x1,29) = @1 + fag £ (2] + 23) . =
Lema 2.1. Al introducir la variable compleja z = x1 + ix2, el sistema
&= Al)z + F(z,a), A(a) = DF(z*,0); =0 (2.6)
puede ser escrito para || lo suficientemente pequeiio como una sola ecuacion
z2=Ma)z+g(z,Z,a),
donde g = o(|z|?) es una funcion suave de (z, %, o), dada por
92 %,0) = (pla), F(2q(a) + 7G(0), a),
y P, q son vectores propios asociados a los valores propios de \(!), M(a) de A(c).
Demostracion: Sea la matriz jacobiana A(«) en (2.10) con valores propios complejos
A1(a) = Ma), Aa(a) = Aa).
Sea g(a) = (q1(a), g2()) € C? el vector propio correspondiente al valor propio A(a)
Ale)gq(e) = AMa)q() 2.7
y
A(@)g(e) = M@)g() 2.8)

y sea p(a) = (p1(a), p2()) € C? el vector propio de la matriz transpuesta A (v) correspondiente al
valor propio A(«),

AT (a)p(e) = A(@)p(a). 2.9)

Como A(a) y AT () tienen la misma traza y determinante se tiene que su ecuacién caracteristica

coincide, por tanto A(«), A(«) son los valores propios de ambas matrices.
Ahora, por definicién de producto interno en C? se tiene que

<Pp,q >= pi1q1 + P2ga.
Si < p, g >= 0 entonces p es un vector propio de A(«a) asociado a ), esto es
A(a)p(a) = Aa)p(a). (2.10)
De sumar (2.9) y (2.10) se tiene que
(A+ AT)p(a) = 2X(@)p(a).

De donde 2\ () es un valor propio asociado a A + A Esto es una contradiccién puesto que A + AT
es simétrica de valores reales, por tanto sus valores propios son reales. Luego < p, g > 0, asi es posible
normalizar p respecto a g, esto es

(p(a), q()) =1

Ahora, cualquier vector & € R? puede ser representado de manera tnica, para todo || suficientemente
pequeflo como & = zq(«) + Zg(«) con z = (p(«a), xz) € C.
En efecto
(p(@), zq(a) + 2q(a)) = (p(e), 2q(a)) + (p(a), 2q(a)) =
z(p(a), q()) + z(p(a), q(a)) = =

puesto que (p(«), g(«)) = 1. Se verificard que (p(«), @(«)) = 0.



448 Paz Vidal D, Salazar G. J.- Selecciones Matemadticas. 2023; Vol. 10(2): 444-461

De (2.9), (2.8) se tiene respectivamente

p(a)

Asi

y por tanto

Como \(a) # A(«), para ||| suficientemente pequefio, entonces
(p(2),q(@)) =0,  Tuego  (p(a),zq(a) +2q(a)) =2,  z€C.
Finalmente de (2.10) y z = (p(«), x) se tiene que una variable compleja z satisface
2= (p(a), &) = (p(a), A(@)z + F(z,a)) = (p(a), A(a)z) + (p(a), F (2, a)).

Ahora

(p(a), A()z) = (p(a), A(a)[2q() +Zq(a)])
= (p(a), A(a)zq(a) + A(2)zq(a))
= (p(a), A(a)zq(a)) + (p(a), A()Zq())
= 2(p(a), A(2)q(a)) + (p(a), ZAg(e))
= z(p(a), A(a)g(a))
z(p(a), Aa)gq())
= zA(a)(p(a), q(a)
= Aa)z.

Asf se tiene que

i=Ma)z+9(z2,0a), g(z2a) = (pla), F(zq(a) + 2g(a), a)).
Ahora la expansién de Taylor de g(z, Z, «) alrededor de (0, 0, «) es dada por
1 1

_ 1 _ _ _
9(z,z,a) = Z mgkl(a)zkzl = agg()(a)ZQ + g11(a)zz + 5902(0&)224‘
k+1>2

1 1 1 1
§930(04)23 + 5921(04)225 + 5912(04)252 + 5903(04)53 +O(Jz|"),
donde

okt
9u(®) = 5 5

(p(a), F(zq(a) + z2g(a), @))| =0, para k+1>2, k/il1=01,..

Suponiendo que en a = 0, * = 0 la funcién F(xz,a) = (Fy(x,a), Fy(z,a))T en (2.10) se puede
representar de la forma

. 1 1
F(@,0) = 5 B(@,2) + (Cla.2,2) + O(|z]*)
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con B(z,z) y C(x, z,x) funciones multilineales simétricas de x € R?.
En coordenadas

g 5, 3 | x5y 1=1,2
TOE. 06, 160 Yk ) 4
jk=1 535

2

93, (¢,0)
Cilz,y, _ e, i=1,2.
Y, u glafjafkafl' = Ty,

De este modo, segun el Lema, la funcion g se puede escribir asi

1 1
g(Z, 27 0) = <pv 7B(Zq + 2177 zq + 2‘7) + 6C>7

2
donde se denota p = p(0) y ¢ = ¢(0). Ahora

B(zq +2q,2q + 2q) = 2°B(q,q) + 22B(q,q) + 22B(q,q) + 2’ B(q, -
Como B es simétrica se tiene que B(g, §) = B(q, q). Luego,

9(z,2z,0) = % [z B(q,q) +222B(q,q) + 2°B(q, )] )
(p,

.
57 (0. B(a, ) + =2(p. B(@, @) + 5 (p. B@ @) + -

De este modo, los términos cuadréticos en
1
9(2,2,0) = g11(0)2z + a0 [920(0)22 + go2Zz ] + 5 [921(0)222 + 912(0)2222} + ...
pueden ser expresados por las férmulas

920 = <p7B(Q7 Q)>, g1 = <paB(q’ ‘7)>7 go2 = <po(q_7 q)>

Cilculos similares con
C(2q + 24, 2q + 24, 2q + 2q) = 2°C(q, q,q) + 32*2C(q,q,q) + 322°C(q,q, q) + 2°C(q,d,q)
muestran que

g21 = (p,C(q,q,9)).

]
Teorema 2.3 (Kuznetsov). .
Sea el sistema auténomo (2.10), donde donde F(x, &) tiene una expansion de Taylor en x* = 0 de la
forma

N 1 1
F(@,a) = 5Bz, @) + C(@, 2, z) + O(|«||",

con B(z,y),C(x,y, z) funciones multilineales con © € R? y A(a) = DF(x*, ) con valores propios
A1,2 = tiwg,wo > 0 en el pardmetro de bifurcacion oy = 0. La funcion real 11 (o) es llamada primer
coeficiente de Lyapunov, donde este coeficiente real en el pardmetro de bifurcacion o puede ser calculado
por la formula

1 )
ll(O) = TwoRe(lgzong -‘ergg’l).

El primer coeficiente de Lyapunov (ly) permitird establecer, la clasificacion de la Bifurcacion de Hopf
en Supercritica , Subcritica y Degenerada de (2.4).
e Sil1(0) = 0, entonces se llama bifurcacién de Hopf degenerada.
e Sil1(0) < 0, entonces se produce una bifurcacion de Hopf supercritica.
e Sil1(0) > 0, se produce una bifurcacion de Hopf subcritica.
Teorema 2.4 (De Poincaré, Andronov, Hopf).
Sea el sistema (2.4) de clase C*°(R? x R) con z* un punto de equilibrioy A = DF(x*)
H.1. (Condicion de bifurcacion)
Los valores propios de A son imaginarios puros en o = .
H.2 . (Condicion de transversalidad)

d
%R@(}\172, Oé)|a:a0 > 0

H.3. El punto x* es asintdticamente estable cuando o = «.
Tesis: El sistema tiene un ciclo limite para todo o € (ag, ag + 1) para alginr > 0. [?]
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3. Analisis del sistema auténomo presa-predador con crecimiento logistico y respuesta funcional
de Holling tipo II.

3.1. Sistema érbitalmente equivalente. Multiplicando (1 + x1), 1 > 0, a derecha y a izquierda de
cada ecuacién de (1.1) y haciendo la sustitucién en la variacién en el tiempo dt = (1 + x1)d, se obtiene el
sistema Orbitalmente equivalente

. T

— Fy(21,29) = 21 (1 1- 7) - :
T 1(x1, 22) = o1 ( +x1)( 3 cT1To a1
To = Fg(ml,l‘g) = —(5(1 + l‘l)l‘g + cxi1x9.

El andlisis se hard, por simplicidad, al sistema (3.1). Se considerard a ¢ > 4.

Se estudiard el caso donde cada pardmetro (9, ¢, k) serd pardmetro de bifurcacion y los restantes serdn
parametros de control. Se clasificara topolégicamente cada punto de equilibrio del sistema, se hallara el
valor de cada pardmetro para que exista una bifurcacién de Hopf 'y el coeficiente de Lyapunov para clasificar
su tipo.

3.2. Puntos de equilibrio del sistema. En primer lugar se debe hallar los puntos de equilibrio del
sistema (3.1), igualando cada una de las ecuaciones diferenciales a cero.

X
Fi(z1,22) = 21(1 + 1) (1 — ?1) —cx120 = 0. (3.2)
FQ(Z‘l, 332) = —(5(1 + xl)l‘g + cxrire = 0. (3.3)

Asf se obtienen los puntos de equilibrio

s 1 g
Plz(0,0), P2:<k70)7 P3:<C—(S’C—(S—k(c_6)2>.

3.3. Matriz jacobiana y clasificacion topolégica de cada punto de equilibrio. La matriz jacobiana
del sistema (3.1) estd dada por

1 1
1—cxo+ 22 (1—)—3x2 () —cx
DF (21, 22) = 2 1 2 1\ 7 1
xa(c—9) x1(c=68) =96

Al evaluar cada punto de equilibrio en la matriz jacobiana se puede clasificar topoldgicamente su estabilidad
en el sistema linealizado.
1. Enel punto P, = (0,0)

DF(0,0) =

Con valores propios
A = 1, Ay = —-0<0

Asi P; = (0,0) es un punto silla-nodo (inestable). En P; no ocurre una Bifurcacién de Hopf.
2. Enel punto P, = (k,0)

—-1-k —ck

DF(k,0) = 0 Me—s_s

Con valores propios
M =—(14+k) <0, Ao = k(c—0) — 0.

é
Asi P, = (k,0) es un punto silla-nodo (inestable) si k > P En P, no ocurre una Bifurcacion
de Hopf.



Paz Vidal D, Salazar G. J.- Selecciones Matemiticas. 2023; Vol. 10(2): 444-461 451

3. Enel punto P;

0(kc—d0k—0—c¢) —co

A= DF(Py) = kle=9)? c=0|. (3.4)

1_k@—5) 0

Si se denota (o) = tr(A) y (A) = det(A), entonces los valores propios de A son

o+ /o2 —4AN
A2 = — 5 (3.5)

donde
d(kc— 0k —0—c)
= 3.6
cd  [k(e—=46)—10]
A= . .
(c—4)2 k 3D
Si
)
oc=tr(A)=0, y A = det(A) > 0, conk>m;c>6
se garantiza la existencia de valores propios imaginarios puros.
Luego, de (3.6), 0 = 0 implica que k¢ — 0k — § — ¢ = 0, de aqui se tiene que
_ O(k+1) . _c(k—1) . _c+d
e e e e S 69

Ahora se estudiardn tres casos en donde en cada uno de estos se tomard cada valor del pardimetro
obtenido en (3.8) como valor de bifurcacién y se demostrard la existencia de la bifurcacién de Hopf al
variar estos.

4. Caso I: Se considera a ¢ parametro de bifurcacién y (4, k) parametros de control. El andlisis
empieza considerando a ¢ pardmetro de bifurcacién y a (4, k) como los pardmetros de control (fijos) del
sistema.

De (3.8) se considera a

o0(k+1)
c=cyp=——- k> 1.
0 ( L — 1) )
Se considera a k > 1 puesto que no tiene sentido puntos de equilibrio negativos o parametros negativos al
hablar de interaccién de poblaciones en sistemas dindmicos.
De (3.5) se tienen los valores propios en términos del pardmetro ¢

a(c) £ +/o2(c) — 4 (c)
5 :

)\1_’2 (C) =

Se considera a

4N (c) — 02(0).

ne) =22 =0, w(e)= .

Se empieza demostrando que en el punto Ps y en el pardmetro ¢ = ¢y la matriz jacobiana A(co) en (3.4)
tiene valores propios imaginarios puros, como condicién necesaria para la bifurcacién de Hopf (condicion
de equilibrio y de bifurcacion), luego, para el andlisis de la Bifurcacion de Hopf en el sistema se necesita
verificar que se cumple la condicion de transversalidad (Teorema de la Forma Normal de la Bifurcacién de
Hopf).

H.1. (Condicion de equilibrio)
o0(k+1)

se tiene que
k1 q

Paraxz* = P3yyc=cy =
F(x*,co) =0.

H.2. (Condicion de Bifurcacion)
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La matriz jacobiana en el punto P; con ¢ = ¢g es

0 —0(1+k)
Alco) = DF(2",co) = | . 1 2 . 4.1)
2k
Con valores propios
) k+1) /o
A1,2(co) = tw(co)i, w(eo) = ( 5 )\/; > 0. 4.2)
H.3. (Condicién de transversalidad)
Al derivar a p(c) = @ respecto al pardmetro c se obtiene

Ok —c) 430+
M) =5 = oy ]

Evaluada en ¢ = c( se obtiene que

. (k—1)?
f(co) = BT > 0, k> 1.

T: Asi, con ¢ = ¢y el sistema (3.1) es topoldgicamente equivalente a la forma normal de la Bifurcacion de
Hopf I

Ahora en ¢ = ¢y el punto de equilibrio P5 toma el valor

k-1 k2—1
P3(Co):<2, 15 )

De (3.6)

_ dle(k — 1) = 8(k +1)]
ole) = k(c—0)2 '

Se tiene que o(c) < 0 parac < ¢o y o(c) > 0 para ¢ > ¢y, asi Ps(cp) es inestable para ¢ > ¢y y es
asintéticamente estable para ¢ < cy. P3(cg) es punto centro y de bifurcacién.

Abhora, trasladando el punto de equilibrio

) 1 1)
Py = -
s <c—67c—6 k(c—5)2>7

al punto en el origen (& = (0, 0)) por el cambio de variables

1
=5 k(e—0)%

1)
=&+ —, xo =& +
c—90 c

Se transforma el sistema (3.1) en

£ — 5[k(ckzca)g)§—5]> - (0655) et (k(c_k(éc)_;)_ 25) e (/i) £ (6
s .

52 = - k(c—(5)> &1+ (=906
4.3)
Sustituyendo ¢ = ¢y = 6(:7;’_1” en (4.3) se obtiene
. —0(k+1 1-k 1 o(k+1
&= (2+>) &+ <2k> & - (k) & - ((k:—+1)> §12
. 4.4)

: k+1 20
o= ("o o+ (57 ae
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Asi el sistema (4.4) se representa de la forma

é = A(CO)é + ﬁ‘(sa CO)) F(£7 CO) = (Fl(éa CO); F2(€>CO))T3

Fi(€,c0) = (12_kk) & - <]1€) £ - (W) §182, Fy(&,c0) = <k2_61) §182-

El sistema (4.4) se puede representar ademds como

donde

€= Al + 1 BIES) + £0(6.£,)

donde las funciones multilineales B, C toman en & = 0 y los vectores bidimensionales

T = (x17x2)T7 Yy = (y17y2)T7 z = (21322)T7
los valores
1—-k ok +1
Bi(z,y) (k:) T1Yy1 — ((k:l)> (712 + T291)
B(z,y) = = 25
By (z,y) () (x1y2 + T2y1)
k-1
Oy ( ) (6> T1Y12
1Ly Y, 2 “\7 191<1
Clz,y,2) = = k
Co(z,y, 2) 0

4.1. Primer Coeficiente de Lyapunov. Ya con ¢ = ¢y como pardmetro de bifurcacién del sistema,
se procede a determinar qué tipo de bifurcacion de Hopf el sistema admite. Se debe calcular el coeficiente
de Lyapunov del sistema. Esta parte del trabajo se basa en aplicar el lema y la ecuacidén para el célculo del
coeficiente de Lyapunov enunciados.

Para el célculo de vectores propios se plantea

A(co)g = M\1q y AT (co)p = Xop,

donde
) ktl
AT (¢o) = (k1) 20k . (4.5)
2
Un vector propio q € C? asociado a
(k+1)

de A(cg) en (4.1) es
q=(q1,0)= (\/@i, 1)

y un vector propio p € C? asociado a

(k+1) [5.

2 k

)\2 = 72100(00) = —

de AT (co) en (4.5) es
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Si se considera a

se tiene que
<p,q>=1, <p,q>=0.

Ahora en los vectores p, q, P, q se obtiene que el primer coeficiente de Lyapunov estd dado por
1 )
Li(co) = Yo Re(ig2,0911 + wog2,1) = —0 <0, 6> 0.
0

Se tiene que L1 (co) < 0, asi ocurre una bifurcacion de Hopf supercritica al variar ¢ = cq.
4.2. Retrato de fase: Bifurcacion de Hopf Supercritica.

6=1/4, ¢=9/20, k=3 =114, c=112, k=3 =14, c=315, k=3

0.2 g
/ SN 04 0
~ o
0 * . s
\ N 02 Vs \ ;
= \ N = / \ P I
S 02 N y . g0 { * \ g VR
—= 02 \ / )
0.4 S o /
04 A
0.6
06 1
08 08
NN e N 15
06 0.4 0.2 0 02 04 06 08 06 04 02 0 02 04 05 08 1 1 05 o 1 15
(1) ) X0
c < ¢y c=Co c> o

Figura 4.1: Caso I-P; trasladado al origen

5. Caso II: Se considera a k parametro de bifurcacion y(J, ¢) parametros de control. De (3.8) se
considera a
c+o

=k = —.

Se empieza demostrando que en el punto P3 y en el pardmetro k = kg la matriz jacobiana A(k)
tiene valores propios imaginarios puros, como condicién necesaria para la bifurcacién de Hopf (condicion
de equilibrio y de bifurcacion), luego, para el andlisis de la Bifurcacion de Hopf en el sistema se necesita
verificar que se cumple la condicion de transversalidad (Teorema de la Forma Normal de la Bifurcacion de
Hopf).

H.1. (Condicion de equilibrio)

)
Enx*=P;yk=ky= C+5 se verifica que
c—
F(:B*, k()) =0.
H.2. (Condicion de Bifurcacion)
La matriz jacobiana A con k = kg es
—cd
A(ko) = DF(x* k)= | , €9
0
c+9
Con valores propios
. 20
)\172(1430) = :l:w(ko)l donde w(ko) = m > 0. 5.1

H.3. (Condicion de transversalidad)
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Al derivar u(k) = U(Qk) respecto a k se tiene
0(6+¢)
k) —
(k) 2k2(c — 6)?
Enk = /{10,
0
() —

T: Asi el sistema (3.1) en k = kg es topolégicamente equivalente a la forma normal de la Bifurcacién
de Hopf. O

Enk:kozzfg

el equilibrio Ps toma el valor

] c
aik) = (25 255

De (3.6)

S[k(c — 8) — (c+ )]

o(k) = k(c—0)2

(5.2)
se tiene que o (k) < O parak < ko y o(k) > 0 para k > ko, asi el punto de equilibrio Ps(kg) es inestable
para k > kg y asintGticamente estable para k < ko. El punto P;(ko) es punto de bifurcacién.

)
De sustituir k = kg = ct 5 en (4.3) se obtiene el sistema
c—

. cé 5 0—5
51:_(0—(5)52_ (c—i—é)g_ <c+5

£y = <C_~c_5> &+ (c—=9)&&.

) fi)’ — (¢)é1&a,
(5.3)

Asi el sistema (5.3) se representa de la forma

é = A(ko)f + F\(év kO)) ﬁ(év kO) = (E(éa k0)7 E(ga kO))T7

donde

_ 5 _ _
Fi(& ko) = — (ché) & - (Z+§> & — (0)&1&, Fy(&, ko) = (c—0) &1&.

El sistema (5.3) se puede representar ademas como

€= Alko)E + 5B ) + ZC(6.6,6),

donde las funciones multilineales B, C, en &€ = (0, 0), toman en los vectores bidimensionales

@ = (z1,32)", y=(y1,92)", z=(z1,2)",

los valores

20
Blx,y) = Bi(z,y) | <c+6> 11 — c(T1Y2 + T2Y1)
,Y) = =
B2(337y) (6_5)(m1y2+$2y1)
_6(c—4 s
Clx,y,2z) = cto A
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5.1. Primer Coeficiente de Lyapunov. Ya con & = ky como parametro de bifurcacion, se procede
a determinar qué tipo de Bifurcacién de Hopf ocurre. De manera andloga al caso (1), se debe calcular el
coeficiente de Lyapunov del sistema.

Para el célculo de los vectores propios se plantea

A(ko)g = Mg y A" (ko)p = Xop,

donde
0 c
AT(ko) = | _o5 ©T°
0
c—9
Un vector propio q € C? asociado a
: 2y
A1 = iw(kp) = s 2h
en A(ko) es
o .
qa=(q1,¢2) = | (c+9) a_gbl
y un vector p asociado a
. 25
Ao = —iw(ko) = — Rl

de AT (ko) es

p=(p1,p2) = ( 6(cc_+55)i’1> .

fl 0_52'1
P=5\\secro)”

<p,g>=1, <p,g>=0.

Si se considera a

se tiene que

Asi en los vectorios propios p, q, P, q se obtiene que el primer coeficiente de Lyapunov estd dado por

1 .
Lyi(ko) = mRe (ig2,091,1 + woge,1) = —0 < 0, 6> 0.

Se tiene que L;(kg) < 0, esto implica que ocurre una bifurcacion de Hopf supercritica, al variar
k = ko.

5.2. Retrato de fase: Bifurcacion de Hopf Supercritica.

6. Caso I1I: Se considera a § parametro de bifurcacion y (c, k) parametros de control. De manera
analoga a los dos casos anteriores, se muestra que en el punto P; y en el pardmetro

c(k—1)

0=0 ==

k>1,

la matriz jacobiana A(dp) tiene valores propios imaginarios puros, como condicién necesaria para la bifur-
cacion de Hopf y para el anélisis de la Bifurcacion de Hopf en el sistema se necesita verificar que se cumple
la condicion de transversalidad.

H.1. (Condicion de equilibrio)
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k=4, 0=15, =1 k=5, =15, 6=1 k=6, 0=15, 61

:
.

o 02 04 06 08 06 04 02 0 02 04 05 08 15 1 05 0 05 1
X [O) )

k</<50 ]C:k'o k>k0

¥

Figura 5.1: Caso II- P; trasladado al origen

c(k—1)

Enw*ngy(szé():ki“

se cumple que

F(z*,80) = 0.

H.2. (Condicion de Bifurcacion)
La matriz jacobiana en el punto P3 con § = §j es

0 c(l—k)
A(éo) = DF($*7§O) = 1 + k 2
2k 0
Con valores propios
) c(k?2 -1
)\1’2 = iZW((So), w(&o) = % > 0.

H.3. (Condicion de transversalidad)

o(9)

Al derivar p(9) = —~ respecto a J se tiene

(c— etk — 1) — 6(k + 1) — 8(k + 1)] + 20[e(k — 1) — 8(k + 1)]

1(6) = .
(o) 2(c — 0)3
End = (50,
. (k+1)%(k —1)
dg)=————""—"—"224£0 kE>1
.U’( 0) Ske 7£ ) >
. c(k—1) L ) .
T: Asi el sistema (3.1)en § = §p = rl es topoldgicamente equivalente al sistema de la forma
normal de la bifurcacién de Hopf.[
k—1
End =6g = M se tiene el punto de equilibio

k+1

Sle(k — 1) — 6(k + 1)
k(c— 6)2 ’

se tiene que o () > O parad < Jp y o(d) < 0 para & > do, asi el punto de equilibrio P5(dp) es inestable
para ¢ < Jp y asintGticamente estable para & > Jg. P5(dp) es punto de bifurcacién del sistema.

clk—1)
E+1

& = _C(g_l)) 2+ (12;]{7) &~ (;) & = (0)&i&,

(6.1)
. k+1 2c
£=\"5 >£1+<k+1>€152'

() =

De sustituir § = §g = en (4.3) se obtiene
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Asi el sistema (6.1) se representa de la forma
é = A(60)€ + ﬁ(&v CO)’ ﬁ(E? CO) = (F1(€7 50)7 FQ(Sv 50))T7

donde

1—

Rei = (50 )€~ () 8- 0ae  Fen - ().

El sistema (6.1) se puede representar ademas como

€= AGE + S BE.E) + (O(E.E.6)

donde las funciones multilineales B, C, con £ = 0, toman en los vectores bidimensionales

Tr = (-T17x2>T7 Yy = (ylva)T> z = (21,22>T,
los valores
1-k%
Bi(z,y) ) T o c(z1y2 + T2y1)
B(’JC, y) = = 2
Bae,y) (57 ) (o + am)

6
—— |z 2
C(x,y,z) = ( k) R
0

6.1. Primer Coeficiente de Lyapunov. Para el clculo de vectores propios se plantea

AGo)a=Mg y  AT(60)p = Nap,

donde
1+ k&
r 0o S
A7) = | (1 — k) )
2
Un vector propio q € C? asociado a
, CJe(k? =1
A1 = iw(dg) =i (T;)
de A(dg) es
ck(k—1).
q:((Ih(Iz): ( ]5__1_1)231> ’
y un vector propio p € C? asociado a
) Cfe(k? =1
A2 = —iw(do) = —i (Tk_)v

de AT (59) es

p=(p1,p2) = (”ck]Zk—*——ll)iJ) .
1 Bl
P=s\Weak—0"" )"

Si se considera a

se tiene que

<p,g>=1, <p,g>=0.
Ahora en los vectores propios p, q, P, q se tiene que el primer coeficiente de Lyapunov estd dado por
1 —c(k—1)
L1(0g) = — Re(i = ——= <0, k> 1.
1(do) 5o e(ig2,091,1 +wog2,1) 1

Se tiene que L1(dg) < 0; k > 1, asi se presenta una bifurcacion de Hopf supercritica, al variar 6 = Jg.
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6.2. Retrato de fase: Bifurcacion de Hopf Supercritica.

§=0.5, k=3.5, c=1 §=0.55556, k=3.5, c=1 §=0.56, k=3.5, c=1
05 05
05
= = 0 = 0 { @\
= o0 * = =
0.5 -
05 0.5
0.5 0 05 0.5 0 05 -0.5 0 0.5
X(t) x(1) X(1)
d < do 0= d > do

Figura 6.1: Caso III- P5 trasladado al origen

7. Ciclo(s) limite(s). Sea F' = (F(x1,22), Fo(x1,x2)) el campo vectorial asociado al sistema (3.1)
y el punto de equilibrio no trivial
) 1 0
Py = - .
3 <c§705 k(cé)Q)

Proposicion 7.1. El campo F asociado al sistema posee un ciclo limite en una vecindad de P3 para
o0(k+1)
k-1~

todo ¢ € (co,co+ 1) conr >0ycy=
Demostracion:
H.1. (Condicion de bifurcacion)
Del (Caso I) los valores propios de A(co) = DF(Ps, cp) son

(k+1)

A1,2(co) = Fw(co)i, w(eo) = 5

>0

>

H.2. (Condicion de transversalidad)

§[k(c—6) — (c+ )]
2k(c —§)?

d _(k—1)°
luego —Re(M2)|e=c, = TR0k

Re(/\lg) = de

>0
H.3. (Ps trasladado al origen es asintdticamente estable)

Considerando 1 = &1, 9 = & el sistema (4.3) que tiene a (0, 0) como punto de equilibrio, de (4.3) el
sistema es equivalente en coordenadas polares a

. 0lk(c—d) — ¢ — d]cos(0) ) k(c—98)—c—26 5
7 = rcos(6) [ h(c— 3% - (c — 6) sen(6) + e —9) rcos (9)]
+rcos(0) {—]1{7“20033(9) — crsen(6)cos(0) + sen(0) (1 T he=s +1r(c— 8)sen?(0)

0= cos?(0) [(l - ,€<5_5)) (e~ 6>rsen<e>} — sen(6) [003(9)6[k(c_ 5 —c— 6]} L0

k(c—6)?
—cdsen(6) klc—6)—c—25

—sen(0) [65 + reos?(6) < e ) - %7«2(;053(9) _ crsen(@)cas(@)]

Para 6 = 0 se tiene que

rélk(c—08) —c—6]  rlk(c—06)—c—20] *

= - — 7.2
’ Ke—0p2 (e —0) 2 (7:2)
1
Enc=cy= % se tiene que
. r2 11—k
] (L
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para k > 1 siempre que r # 0. Asi, el origen es asintéticamente estable. Luego por el Teorema de Poincaré,
Andronov, Hopf, se tiene que para ¢y < ¢, proximo de ¢y, el campo F' posee un ciclo limite.
]

Proposicion 7.2. El campo F asociado al sistema posee un ciclo limite en una vecindad de P3 para

todoke(ko,ko+r)c0nr>0yk0:g.

Demostracion:
H.1. (Condicion de bifurcacion)

Del (Caso II) se tiene que los valores propios en A(ko) = DF(Ps, ko) son

. 1)
A,2(ko) = fw(ko)i donde w(ko) = P >0
H.2. (Condicion de transversalidad)
Olk(c —0) — (c+9)] d 1)
A = 1 —Re(\ —ky = ————
Re(h2) 2h(c — 0)2 vego  grReia)li=re = 575y > 0

H.3. (P; es asintdticamente estable)

1)
Sustituyendo en (7.2) el valor k = kg = et se tiene que
c—

0

—12[5 + (¢ — &)r]

<0
c+6

Ple=k, =

siempre que r # 0. Asi el origen es asintdticamente estable. Luego se tiene que para kg < k, proximo de
ko, el campo F posee un ciclo limite
|

8. Conclusiones. La complejidad generada por la no linealidad entre las variables de estado en ciertos
sistemas dindmicos descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias dificulta la obtencion de su solucién
explicita y su estudio. Por consiguiente, la teoria de los sistemas dindmicos y bifurcaciones juega un papel
crucial en el andlisis cualitativo de estos sistemas, proporcionando informacién sobre la evolucién de sus
orbitas, puntos de equilibrio y las posibilidades de que las érbitas se acerquen o se alejen de estos.

La bifurcacién de Hopf muestra para qué valores de los pardmetros del sistema se presentan soluciones
periddicas, en qué momento las poblaciones tienden a converger a dichas soluciones y bajo qué condiciones
estas especies podrian desaparecer o perpetuarse. Biolégicamente, la bifurcaciéon de Hopf puede interpre-
tarse como un cambio en la dindmica de la relacién presa-predador o el sistema podria estar en un estado
de equilibrio, donde las poblaciones de presas y predadores se mantienen constantes. Sin embargo, cuando
los pardmetros de bifurcacién toman valores mayores o menores al valor de bifurcacidn, el sistema exhibe
oscilaciones en las poblaciones.

En este trabajo se presentd un sistema auténomo presa-predador con crecimiento logistico y respues-
ta funcional Holling tipo II y se determind tres puntos de equilibrio del sistema, dos triviales y uno no
) 1 0
trivial, dados por P, = (0,0), P, = (k,0 Py = —
p 1 (ﬂ) 2 (7)y 3 C—(S’C_(S k(c—5)2
traza-determinante los puntos de equilibrio triviales P; y P se clasifican topolégicamente como puntos
silla-nodo, matemdticamente estos dos puntos tienen Orbitas cercanas que tienden a acercarse y a alejar-

>. Gracias al teorema

o(k+1

se de estos respectivamente. Para el punto no trivial P53 se encontré que para cada valor ¢y = %,
) k—1 . . . .

ko = et 5 y dg = at ) se satisface el teorema de la forma normal de la bifurcacién de Hopf, es decir,

son valores de bifurcacién. El primer coeficiente de Lyapunov determiné que para cada uno de estos valores
el sistema exhibe una bifurcacién de Hopf supercritica.

En conclusion cuando ¢ > ¢y, k > kg el sistema auténomo presa-predador garantiza la coexistencia
sostenible de las especies. Para § > Jy se evidencia un comportamiento interesante, puesto que se forma
una Orbita repulsora.

9. Contribucion de autores. Los autores han contribuido de la siguiente manera: Analisis del mo-
delo: Contribucién al andlisis cualitativo del modelo de estudio. Formalizacién de los teoremas con sus
respectivas demostraciones, DEPV; Investigacion: analisis de la region de invarianza, Estructur6 la parte
tedrica y andlisis cualitatico, JESG.
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