
Journal homepage http://revistas.unitru.edu.pe/index.php/SSMM

SELECCIONES MATEMÁTICAS
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Abstract
Particle paths beneath small amplitude periodic forced waves in a shallow water channel are investigated.
The problem is formulated in the forced Korteweg-de Vries equation framework which allows to approxi-
mate the velocity field in the bulk fluid. We show that the flow can have zero, one or three stagnation points.
Besides, differently from the unforced problem, stagnation points can arise for small values of the vorticity
as long as the moving disturbance travels sufficiently fast.
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Resumen
En este artı́culo se investiga sobre trayectorias de partı́culas bajo ondas forzadas periódicas de pequeña
amplitud en un canal de agua poco profundo con vorticidad constante. El problema se estudia a través de
la ecuación forzada de Korteweg-de-Vries que permite aproximar el campo de velocidad en el fluido. Se
muestra que el flujo puede tener cero, uno o tres puntos de estancamiento. Además, a diferencia del proble-
ma no forzado, pueden surgir puntos de estancamiento para valores pequeños de la vorticidad siempre que
la perturbación en la superficie libre viaje suficientemente rápido.

Palabras clave. Ondas acuáticas, Ondas de gravedad, Vorticidad constante, ecuación de KdV.

1. Introduccı́on. Las trayectorias de partı́culas debajo de una onda acuática periódica no lineal se han
estudiado desde el trabajo pionero de Stokes [1] (1847). En su trabajo, Stokes demostró que las trayectorias
de las partı́culas siguen bucles con un pequeño desplazamiento horizontal en la dirección de propagación
de la onda, lo que ahora se conoce como Stokes’ drift. En el aspecto numérico, Nachbin y Ribeiro-Jr [2]
calcularon numéricamente, con gran precisión, las trayectorias de las partı́culas utilizando el método de la
integral de contorno para las ecuaciones de Euler. Los resultados teóricos sólo han sido probados en los
últimos años. Los lectores pueden consultar las obras de Constantin y colaboradores [3, 4]. Además, se han
utilizado modelos asintóticos como la ecuación de Korteweg-de Vries (KdV) [5, 6, 7, 8, 9] , las ecuaciones
de Serre [10] y la ecuación de Schrödinger [11, 12] para obtener informaciónes sobre las trayectorias de
partı́culas para las ecuaciones de Euler .

La ventaja de usar modelos reducidos radica en el hecho de que resolver dichos modelos requiere costos
computacionales más bajos que las ecuaciones de Euler y aún puede capturar estructuras complejas debajo
de las ondas de agua, por ejemplo, en presencia de estructuras de vorticidad constante como los ojos de
gato de Kelvin (Kelvin cat-eyes) [9, 13, 14, 15]. Dicha estructura se caracteriza por la existencia de puntos
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de estancamiento (puntos crı́ticos del sistema dinámico autónomo de trayectorias de partı́culas) y zonas de
recirculación dentro del fluido [16, 17, 18].

En este trabajo, se investiga la estructura del flujo debajo de ondas periódicas forzadas de pequeña
amplitud en canales poco profundos con vorticidad constante. Hasta donde se sabe, este es el primer estudio
de trayectorias de partı́culas bajo ondas forzadas periódicas.

El problema se reformula a través de la ecuación forzada de Korteweg-de Vries que permite aproximar
el campo de velocidad en el fluido. A diferencia de las ondas periódicas libres, se muestra que siempre que
la perturbación en movimiento viaje lo suficientemente rápido aparecerán puntos de estancamiento en el
fluido, incluso para valores pequeños del parámetro de vorticidad. Además, los diagramas de bifurcación
en el espacio de vorticidad por velocidad de la perturbación son investigados.

Este artı́culo está organizado de la siguiente manera. En la sección 2 se presenta la formulación ma-
temática del problema y derivamos brevemente una ecuación fKdV. En la sección 3 se presenta los resulta-
dos sobre las trayectorias de las partı́culas y la conclusión se presenta en la sección 4.

2. Formulación Matemática. Se considera un flujo bidimensional de un fluido incompresible y no
viscoso con densidad constante (ρ) en un canal de profundidad finita (h) con vorticidad constante (−ω) bajo
la acción de la gravedad (g). Se supone que la perturbación en movimiento (P̃ ) aplicada sobre la superficie
libre (η(x, t)) viaja hacia la izquierda a velocidad constante (U ). Bajo estos supuestos, las ecuaciones
rectoras adimensionales que modelan el problema son las ecuaciones de Euler [19]

µ2ϕxx + ϕyy = 0 en − 1 < y < ϵη(x, t),

ϕ̃y = 0 sobre y = −1,

ηt + ϵηx

(
Ωη + ϕx

)
− 1

µ2
ϕy = 0 sobre y = ϵη(x, t),

ϕ̃t +
ϵ

2

(
ϕ2x + 2Ωηϕx +

1

µ2
ϕ2y

)
+ η − Ωψ = −ϵP̃ (x+ Ft) sobre y = ϵη(x, t),

(2.1)

donde ϕ(x, y, t) es la velocidad potencial, ψ su conjugado armónico, ϵ = a/h es el parámetro de no
linealidad, µ = h/λ es el parámetro de aguas poco profundas, −Ω = −ωh/c0 es la vorticidad adimensional
y F = U/(gh)1/2 es el número de Froude.

Se considera el régimen débilmente no lineal (ϵ ≈ 0) débilmente dispersivo (µ2 ≈ 0) y que la no
linealidad y la dispersión se equilibran como ϵ = µ. Además, tomando P̃ = ϵP , F = 1+ϵf e introduciendo
las variables viajeras

ξ = x− ct y τ = ϵt,

Flamarion et al. [22] mostraron que, en el orden más bajo, la superficie libre se rige por la ecuación forzada
de Korteweg-de-Vries

ητ + fηξ + αηηξ + βηξξξ = γPξ(ξ), (2.2)

donde los coeficientes están dados por

α =
Ω2 + 3

2c+Ω
, β =

c2

3(2c+Ω)
y γ =

−1

2c+Ω
. (2.3)

y c es la solución de c2 +Ωc = 1 en el rango negativo, es decir,

c = −Ω

2
−

√
Ω2 + 4

2
.

Cabe mencionar que, una solución θ = θ(ξ, τ) de la ecuación (2.2) se puede escribir en términos de las
variables originales como Θ(x, t) = ϵθ(x− ct, ϵt).

Además, el campo de velocidad (u(x, y, t), v(x, y, t)) en el fluido se puede aproximar como [13, 20]

u(x, y, t) = Ωy + ϵϕx(x, y, t) ≈ Ωy + ϵub(x, t),

v(x, y, t) = ϕy(x, y, t) ≈ −ϵub,x(x, t)(y + 1),
(2.4)

donde ub denota la velocidad horizontal del flujo en el fondo del canal.

3. Resultados.
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3.1. Ondas estacionarias exactas. Las soluciones de ondas forzadas periódicas de (2.2) se pueden
obtener escogiendo el perfil de perturbación como un problema inverso. De la misma manera que lo hecho
por Chardard et al. [21], seleccionamos

η(ξ) = A cos2(kξ), (3.1)

para que sea una solución estacionaria de la ecuación (2.2). Por lo tanto, la perturbación satisface

γP (ξ) = 2fη +
α

2
η2 + βηξξ.

En consecuencia, tenemos que

P (ξ) = A(f − βk2) cos(kx) +
αA2

2γ
cos2(kx). (3.2)

Eligiendo que la perturbación sea del tipo cos2 obtenemos que el número de onda satisface

k = (f/β)1/2. (3.3)

Debido al interés en investigar las trayectorias de partı́culas para el modelo de Euler usando el modelo
de fKdV como una aproximación, es necesario expresar la superficie libre y la velocidad potencial usando
las coordenadas de Euler. La onda periódica en coordenadas de Euler es

η(x, t) = A cos
(
k(x− (c− ϵf)t)

)
, (3.4)

y la velocidad horizontal evaluada en el fondo del canal es

ub(x, t) =
A

c+Ω
cos

(
k(x− (c− ϵf)t)

)
, (3.5)

donde, k se define en la ecuación (3.3).

3.2. Cálculo de trayectorias de partı́culas. Calculamos las trayectorias de partı́culas debajo de la
onda periódica (3.4) resolviendo el sistema dinámico no autónomo

dx

dt
= Ωy + ϵϕx(x, y, t) ≈ Ωy + ϵub(x, t),

dy

dt
= ϕy(x, y, t) ≈ −ϵub,x(x, t)(y + 1).

(3.6)

Con el propósito de calcular los puntos de estancamiento, es conveniente reescribir el sistema (3.6) en
el marco de perturbación móvil X = x − (c − ϵf)t y Y = y. En este nuevo marco, las trayectorias de
partı́culas son soluciones del sistema dinámico autónomo

dX

dt
= ΩY − (c− ϵf) + ϵub(X),

dY

dt
= −ϵub,X(X)(Y + 1),

(3.7)

que se puede ver a través de las lı́neas de corriente, es decir, las trayectorias de las partı́culas son las curvas
de nivel de la función de corriente

Ψ(X,Y ) = ϵub(X)(Y + 1) +
Ω

2
Y 2 − (c− ϵf)Y. (3.8)

Flamarion et al. [22] investigaron las ondas generadas por el paso de una perturbación en movimiento a
lo largo de la superficie libre utilizando las ecuaciones de Euler y compararon los resultados con los produ-
cidos por la ecuación fKdV en el régimen débilmente no lineal y débilmente dispersivo para distribuciones
de presión de pequeñas amplitudes. Demostraron que las soluciones de los dos modelos concuerdan cuando
el parámetro de no linealidad es ϵ = 0,01. En base a sus resultados, se ha fijado lo siguiente ϵ = 0,01 y
A = 1.

Es ampliamente conocido en la literatura que un punto de estancamiento aparece primero en el fondo
del canal y debajo de la cresta de la ola para valores grandes del parámetro de vorticidad. A medida que la
intensidad de la vorticidad aumenta aún más, este punto se desprende del fondo moviéndose hacia arriba
y otros puntos de estancamiento dan lugar a la mayor parte del fluido. Con esto en mente, buscamos los
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Figura 3.1: Izquierda: el parámetro de vorticidad en función de f . Derecha: la longitud de onda de la onda
periódica para la que aparece el primer punto de estancamiento en la parte inferior del canal.
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Figura 3.2: Retratos de fase de (3.7) con f = 8 y diferentes valores del parámetro de vorticidad. Los cı́rculos
corresponden a los centros, los cuadrados a las sillas en el fondo del canal.

valores en el espacio de parámetros (f,Ω) para los cuales aparece este punto de estancamiento notando que
la velocidad horizontal se anula en (0,−1). Esto produce la ecuación

0 = Ω(−1)− (c− ϵf) + ϵub,X(0) = Ω(−1)− (c− ϵf) +
ϵA

c+Ω
. (3.9)

Las soluciones de esta ecuación describen una curva en el plano Ω × f la cuál se muestra en la Figura 3.1
(izquierda) y la longitud de onda de la respectiva onda periódica en la Figura 3.1 (derecha). Se debe tener
en cuenta que los puntos de estancamiento surgen en el fondo del canal, incluso para valores pequeños
del parámetro de vorticidad, siempre que la perturbación en movimiento en la superficie libre viaje lo
suficientemente rápido. Esto es diferente de lo que sucede en el problema no forzado. Ya que se sabe que
los puntos de estancamiento solo aparecen en el dominio fluido para valores grandes del parámetro de
vorticidad. Debajo de la curva, no hay puntos de estancamiento y arriba hay un centro debajo de la cresta y
dos sillas en el fondo del canal. En otras palabras, el flujo puede tener (i) cero puntos de estancamiento, (ii)
un punto de estancamiento en el fondo del canal o (iii) tres puntos de estancamiento, un centro y dos sillas
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pegadas al fondo formando una zona de recirculación. Los detalles de esta bifurcación se dan en la Figura
3.2 para un valor fijo del parámetro f .
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Figura 3.3: Izquierda: la coordenada vertical del punto de centro en función de la vorticidad y la longitud
de la respectiva onda (derecha) para f = 0,5.
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Figura 3.4: Izquierda: la coordenada horizontal del punto de silla en función de la vorticidad y la longitud
de la respectiva onda (derecha) para f = 0,5.

A continuación, se investiga el efecto de la intensidad de la vorticidad en la posición del los puntos de
estancamiento para un valor fijo de la velocidad de la perturbación. El punto de centro (debajo de la cresta
de la onda) aparece primeramente en el fondo del canal para un valor crı́tico de la vorticidad. A medida
que aumenta la intensidad de la vorticidad, ese punto se mueve hacia arriba, mientras que la longitud de la
onda periódica disminuye (consultese la Figura 3.4 (izquierda)). En cambio, los puntos de silla se alejan a
medida que la intensidad de la vorticidad aumenta y la longitud de la respectiva onda disminuye. La Figura
3.4 (izquierda) muestra ese comportamiento para f = 0,5.

Como se mencionó al principio de esta sección, se espera que los resultados aquı́ presentados coincidan
con el modelo no lineal. Un intento de comparar ambos modelos parece un camino natural a seguir en el
futuro.

4. Conclusı́on. En este artı́culo, se han investigado las estructuras de flujo debajo de una perturbación
de movimiento periódico en un canal de agua poco profundo, con vorticidad constante. Se muestra que
los puntos de estancamiento surgen en el fluido incluso para valores pequeños del parámetro de vorticidad,
siempre que la perturbación en movimiento se mueva lo suficientemente rápido. Adicionalmente, se muestra
que el flujo puede tener cero, uno o tres puntos de estancamiento en el fluido.
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