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Abstract
In this article we prove that the Cauchy problem associated to a Schrodinger type homogeneous model in
periodic Sobolev spaces is well posed. We do this in an intuitive way using Fourier theory and in a fine
version using Groups theory, inspired by works lorio [3], Santiago and Rojas [10] and [11]. Finally, we
study the relationship between initial data and differentiability of the solution.
Keywords. Unitary groups theory, Schrodinger type equation, homogeneous equation, periodic Sobolev spaces,
Fourier theory.

Resumen

En este articulo probamos que el problema de Cauchy asociado a un modelo homogéneo tipo Schrodinger
en espacios de Sobolev periodico estd bien colocado. Hacemos esto en un modo intuitivo usando la teoria
de Fourier y en una version elegante usando la teoria de grupos, inspirados en los trabajos de lorio [3],
Santiago y Rojas [10]y [11]. Finalmente, estudiamos la relacion entre el dato inicial y la diferenciabilidad
de la solucion.

Palabras clave. Teoria de grupos unitarios, ecuacién tipo Schrodinger, ecuacion homogénea, espacios de Sobolev
periddico, teoria de Fourier.

1. Introduccién. Sea la siguiente ecuacion propuesto por el fisico austriaco Erwin Schrodinger
(1925)

U — 162 Ugy = 0, (1.1)
con dato inicial u(0) = ¢ € H,,,, donde s es un niimero real y denotamos por H,,. al espacio de Sobolev
periddico de orden s. Dicha ecuacion describe la evolucidn temporal de una particula no relativista. Esta
ecuacion es importante en la teoria de la mecdnica cudntica. Schrodinger discute en detalle las relaciones
entre la mecdnica hamiltoniana y la dptica en 1926, ver [4]y [12]. Para la justificacién fisica del modelo
podemos citar [2]y [15].

De [13], la ecuacién de Schrodinger homogénea (1.1) estd bien colocada para todo s real.
Ahora, planteamos el modelo

Ut — WUgy +1au =0, (1.2)
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con dato inicial en Hjer, el cual resolveremos siguiendo las ideas de [3], [11], [12] y [13]. Esto es,
probaremos que posee solucidn, la solucién es Unica y que ella depende continuamente respecto al dato
inicial.

Citamos algunos trabajos de existencia de solucién via semigrupos [4], [6], [7], [8], [9] y nos
apoyamos de algunos resultados de [10].

Probaremos la existencia y unicidad de solucién de (1.2), asi como la dependencia continua de la
solucién respecto al dato inicial. Luego, introduciremos una familia de operadores para reescribir nuestro
resultado en una versién mas elegante. Finalmente, haremos el andlisis de diferenciabilidad versus dato
inicial del problema homogéneo (1.2).

Nuestro articulo estd organizado como sigue. En la seccién 2, indicamos la metodologia usada y cita-
mos la referencia usada para los resultados preliminares que se puedan necesitar. En la seccién 3, probamos
que el problema de Cauchy asociado a la ecuaciéon homogénea (1.2) estd bien colocada. En la seccién 4,
introducimos una familia de operadores que forma un grupo unitario en Hy,,. En la seccion 5, mejoramos
el Teorema 3.1. En la seccion 6, hacemos el analisis de la diferenciabilidad de la solucion versus el dato
inicial.

Finalmente, en la seccion 7, damos las conclusiones de nuestro estudio.

2. Metodologia. Como marco tedrico, usaremos en este trabajo los siguientes topicos: Teoria de
Fourier en espacios de Sobolev periddico, andlisis armdnico, teorfa de grupos y semigrupos de clase C,, y
familias fuertemente continuas. Como referencia, en la revision de algunos resultados previos que usaremos,
citamos a lorio [3], Santiago and Rojas [11]y [12].

Toda esta teoria la usamos en el andlisis de existencia y buena colocacién del problema de Cauchy
asociada a la ecuacion (1.2), realizando una serie de cdlculos y aproximaciones en el desarrollo de este
trabajo.

3. Existencia de solucién del problema ((Q)3). En esta seccién, empezamos probando que existe
solucién del modelo homogéneo (1.2) en espacios de Sobolev Periddico, usando la teoria de Fourier.
Teorema 3.1. Sea s un niimero real fijo, « > 0y el problema homogéneo

u€ C(R,Hy,,.)N C'(R, H;e_f),

(Q3) | Oy — i0%u +iau =0 € Hlfe_f,
u(0) = ¢ € Hp,,,

entonces (Q3) estd globalmente bien colocado i.e. 3 € C(R, H5.,.) N C(R, H3.?) satisfaciendo la
ecuacion (Q3) , de modo que la aplicacion : ¢ — u, que asigna a cada dato inicial ¢ la solucion u del PVI
(Q3), es continua.

Ademds, la solucion u satisface la regularidad:
u(t) € Hy,,, Vt€R, Vr < s,
con

[u()|

per

< qu”H;ew VYt eR,Vr < s,

. = l¢llus, . VteR.
También se obtiene qug la aplicacion: ¢ — Oyu que asigna a cada dato inicial ¢ la derivada de la solucion
u del PVI (Qs3): Oyu, es continua y satisface:

y [lu®)mg

[0su(t) — Beti(t)||s—2 < Cllé = dlls, VE € R,
sup [|9u(t) = Ori(t)lls—2 < Cllé = olls
S

donde C := méx{1, |a|}.
Ademds, Oyu(t) € H  VteR V0 <s—2ysatisface:

per’

1Bwu(®)llo < Clidlls, Vt R, WO < 5 —2
sup [|Gyu(t)llo < Cllells, Y0 < s — 2.
teR

Demostracion: La prueba lo hacemos del siguiente modo.
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1. Primero obtenemos el candidato a solucion. Para conseguir ese candidato tomamos la transformada
de Fourier a la ecuaciéon

Opu — i02u + iau = 0,
obteniendo
0 = 0ytu — i(ik)*0 + iat = Oya + ik*4 + iad,

que para cada k € Z es una EDO con dato inicial @ (k,0) = ¢(k).
Asi, planteamos un sistema no acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
homogéneo

i€ C(R,I12(2))
(Tw) | Opiu(k,t) + ik?a(k,t) + iat(k,t) = 0
ik, 0) = p(k) con ¢ € 12(2),

Vk € Z y conseguimos

k. t) = e e k),

de donde obtenemos el candidato a solucidn:

400 +o0
u(t)y = > alk, g = Y e e (k) gy G.1)
k=—o0 k=—oc0

2. En segundo lugar, probaremos que:

u(t) € Hpep v Jlu(®)lls = [I9lls» V¢ € R. (3.2
En efecto,seat € Ry ¢ € H,,,
+o0o i o
lu(l;,, =27 D (L+E) e e (k)|
k=—oc0
+oo )
=21 > (1+k)°|(k)|” (3.3)
k=—oc0
= lI9Il%

per

3. Ahora, probaremos que u(-) es continua en R.
Seat' € R,

lut) = u() s,

o Z 1+ k2 —zkzte—mt _ e—ith’e—iat’)é(k”Q

k=—oc0
— o Z 1+ k:2 |¢ )| |e—z‘k2t6—mt _ ik g—iat! |2. (3.4)
k=00 H(t):=

Se observa que lim;_,4 H(t) = 0. Ahora, necesitamos de la convergencia uniforme de la serie
para el intercambio de limites. Para esto, tomamos el k-ésimo término de la serie y lo mayoramos
por una serie convergente, i.e.

~ . . . ’ .2
Ik,t L= 271_(1 + k2)5‘¢(k)|2|e—zk2te—wzt o e—zk2t e—wct |

< 8r(1+k°)*|o(k)?,
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donde hemos usado la desigualdad triangular (propiedad de la norma) y la igualdad |e?| = 1,
Vo € R.
Asi,

+oo
Y Ine <Al¢llE, . < oo,

k=—o0

y usando el Teorema del M-Test de Weierstrass tenemos que la serie converge uniformemente.
Luego estd permitido el intercambio de limite, esto es,

< i . lfm Tys —
0 < lim Jlu(t) = u(t)||Z,, kZ fm iy =0
——oo\—\,—/

y de ahi concluimos

lm |lu(t) — u(t )HHPET

t—t’

4. Probaremos que

t+h)—u(t
M—i@iu—&-iau — 0 cuando h — 0.
h His?
En efecto,
t+h) — u(t 2
ut+h) —ult) i0%u + iow
h H;;rz
too R 2 | —tk?(t4h) g—ialt+h) _ =ikt —iat
=2 1+ k2 5—2‘ k ' =
w3 (R G) -
N2 ik —iat | . ikt —iat]”
—i(ik)“e e + iae e
= 2 e,
=9 Z (1 + k,2)s—2 ‘¢(k)’ ‘e—zk te—zat'
k=—oc0
2
—ik%h ,—iah
-1
{eeh +ik® + ia}

M(h):=
(3.5)

Usando L’ Hospital tenemos que M (h) — 0 cuando h — 0.
Ahora, necesitamos la convergencia uniforme de la serie para habilitar el intercambio de limites.
Para ello procedemos mayorando el k-ésimo término de la serie. Previamente observamos para

h > 0:
—ik?h ,—iah
e e -1 10 o2 )
— —tkTs —tas { g
h /0 h 85 {e € } 5

h1 e
:/ 7 [—ik2 - ia] e R semias gg
0

— 2 p—
—zk2—za|/ zks ias

’k2+a|

y tomando norma tenemos
e—ik% e—tah _
h

< ds

— D‘\)—\

= k2 +lal
< méx{1,|a|}{1+ k?}. (3.6)
N————

C:=
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Considerando h < 0 para el caso ¢ # 0, tenemos

—ik%h ,—iah 0
e e 1 10 12 )
—1 S _—1xs d

h /h h O0s {e ¢ } 8

01 o
= 7/ 7 [—ikQ — ioz] e HhTsemias g
h

tomando norma y usando que |e'?| = 1, V2 € R tenemos

efithefiah _1

1, 0
< — ik +z‘a\/ ds
h A h

1
< o AR+ lal} - ]
ik ki
= {k* +al}
< méx{1, |o|}{k> +1}. (3.7)
—_——
c=
Usando las desigualdades (3.6) y (3.7) procedemos a mayorar | M (h)|? como sigue

IM(h)]? < {20k +1)}* =4C*(K> +1)° = C5 [1+4#]°. 3.8)
Esto también es valido para el caso t = 0, donde hemos usado (3.6) para el caso h > 0y (3.7)

para el caso h < 0.
Ahora, pasamos a mayorar el k-ésimo término de la serie, donde usamos la estimativa (3.8)

(14822 3w I < @R 6] osn 4 kY

= C5(1+ k%) | ’2

(k)

2
(/)(k)‘ = ||¢]|%. < oo desde que ¢ € H3,,, entonces

per?

“+oo
y como la serie 27 > (1 + k?)®
k=—oc0

usando el Teorema M-Test de Weierstrass tenemos que la serie (3.5) converge uniformemente y
por lo tanto es posible intercambiar limites y obtener

u(t + h) — u(t) 2

W — 0 cuando h — 0.

s—2
Hper

— i0%u + iau

. Probaremos la dependencia continua de la solucién respecto a los datos iniciales, i.e. sean ¢ y

¢ datos préximos en H,,., entonces sus correspondientes soluciones u y u, respectivamente,

también estdn préximos en el espacio solucién. Seat € R,

+00 N 2
lut) = @(0)l3,, =20 3 | e U (G(k) — o(R))| (14K
e .
=2r > (14K |b(k) — o(k)
k=—o0
= 16 - Bl%,..
Tomando supremo sobre R tenemos
sup [u(t) = @(t) |m;,, = ¢ — Bllm,, - (3.9)

teR

De aqui tenemos que si ¢ — qg entonces u — U.

. Ahora, probaremos la unicidad de solucién. La igualdad (3.9) nos permitird mostrar que la solucién
es tnica. En efecto, sea ¢ € H,;,, y supongamos que existan u y u dos soluciones, entonces usando
(3.9) tenemos,

per per

lu(r) = @(r)ll;,,, < supllu(t) = u®)ng,, = llo — Sllus,, =0, vr R,
€
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de donde concluimos que v = u.
Asi, el problema (()3) esta bien colocado y su unica solucién que depende continuamente del dato
inicial es

+oo
ut)y = Y e e (k) gy .
k=—o00

T
per ers tENEmos que ¢ € Hy .y

satisface
8ll- < lI¢lls - (3.10)
De (3.3) y usando (3.10) tenemos que
lu@)l7 = llgll; < llgll2 < oo.

Es decir,

u(t) € Hp,,.,Vr € (—00,5). (3.11)

8. Asi, de (3.2) y (3.11) concluimos que parat € R

u(t) € H),

per

Vr € (—oo, 5] .

9. Probaremos que O;u(-) es continua en R. En efecto, sea t € R,

10u(t) = Bpu(t)]I3-
+oo o o
—2r 3 (1K) 210u(t) (k) — deu(t') ()P
k=—oc0
I 2 . 12,7 . ’ o~
) you Z (1 + k_2)s—2|(ik2 —|—ia) {e—lk‘ te—iat _ e—zk t' g—iat }¢(k)‘2
k=—o0
= 21,2 21,2 ’ 2
<or Z (1+ k2" 2 (k2 + |a))? ‘e—z(k +a)t _ =ik +a)t

k=—o00

|6 (k)|

H(t):=
(3.12)
400 N
< (max{1,]al})® D 2w(1+ k) H(@)|o(k)]* .
————

=C k=—o0 iD=

Se observa que lim;_,¢+ H(t) = 0.
Ahora, necesitamos de la convergencia uniforme de la serie para el intercambio de limites. Para
esto, tomamos el k - ésimo término de la serie y lo mayoramos por una serie convergente, i.e.

Ies < 2m(1+ )" d|(k)
< &r(1+ K)ok,
donde hemos usado la desigualdad triangular (propiedad de la norma) y la igualdad |e?| = 1,

Vo € R.
Asi,

+oo
D> I <4)6)2 < oo,

k=—o00

y usando el Teorema del M-Test de Weierstras tenemos que la serie converge uniformemente.
Luego estd permitido el intercambio de limite, esto es,

+oo
<14 B IR ; _
0 < lim [[9,u(t) — dpu(t')lls—2 > Hm T =0

k=—00 N——r
=0
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y de ahi concluimos
lim [|9yu(t) — dpu(t')]|>_, = 0.
t—t’

Esto es,

lim [|Opu(t) — Opu(t)]|s—a = 0.
t—t’

10. Probaremos la dependencia continua de 0;u respecto a los datos iniciales, i.e sean ¢ y ¢ proximos
en H,,,, entonces sus correspondientes derivadas de las soluciones u y u, esto es dyu 'y O,
respectivamente, también estdn proximos. Sea ¢t € R,

100u(t) — eu(t)]I3-
+oo

= om0 3 (1) Rk — da)e e (k) — (k)P
k=—o00
+o0 R ~
<om 3 (14K 208 + o) Ia(k) — o(k) P
k=—o00
+00 . ~
< CPar 3 1+ B 1K) — o)
k=—o0
= C?lp - g2,
esto es,
|9eu(t) — BBy < CPllo — G
Asi,

19vu(t) = B(1)|s—2 < Cllg = Bl -

Tomando supremo sobre R tenemos:

sup [|9ru(t) = Oru(t)ls—2 < Cllé - olls

te

11. Del item anterior tenemos que vale:

[0eu®)ls—2 < Cll¢]ls -

Ademds, usando inmersion continua de espacios de Sobolev periddico, tenemos que || Oy u(¢)||r—2 <
Cllgll- < Cllglls , Vr < s.
Ast, Qyu(t) € HY,,.,V0 € (—o0,s — 2].
O
En consecuencia tenemos el siguiente resultado

Corolario 3.1. La tinica solucion de (Q)3) es

+o00
u(t) = Y TG (k)

k=—oc0
donde ¢y(z) = e™** para v € R.

4. Grupo de Operadores Unitarios en H; .. Ahora, introduciremos una familia de operadores que
verificaran las condiciones de ser un grupo unitario de clase Co en Hp,,..
Teorema 4.1. Sea s € R y la aplicacion
T:R— L(H;,,)

per
t—T(t)
2 2 ~ v
tal que T(t) = %Dt e aplica T(t)¢p = {(e‘ik te_mtqﬁ(k’))k Z] , V¢ € Hp,,. Entonces
€

{T'(t) }1er es un grupo unitario de clase Cy en Hy,,.
Ademds, se verifican los siguientes enunciados:



364 Candia E. V, Santiago A Y.- Selecciones Matematicas. 2022; Vol. 9(2): 357-369

T() € C(R, Hy,,), Vo € Hy,.
2. Laaplicacion ¢ — T(-)¢ es continua y Vi1, po € HE, . se satisface:

per

IT(t)p1r = T(t)p2llus,, = le1 — p2llus,,, VEER,
sup 1T ()1 — T()p2llus,, = lle1 — @2l
S

per per’

Demostracion: Primero observamos que T'(0)¢ = ¢, Vo € HS,,.,asi T(0) = I.

per’

Afirmamos que T'(t) es lineal pues la transformada de Fourier y su inversa son lineales. En efecto, sea

a€Cy(p,%) € HS,,. x HS,. entonces

per per

T(t)(ag + 1) = ( e ag + )" (k %Jv

~

= (et + d0sn), |

=aT(t)p+T(t).

Probaremos que T'(t)¢ € Hy, y IT(t)¢lls = [|¢
¢ € Hp., yt € R, andlogo a (3 3) obtenemos

T¢I, =2 Z (1+ K2)[e~ " temiot g k)2

k=—oc0
=27 Z 1+ E2)°|p(k)|?
k=—o00

= l|¢l3;,, < oo
Luego,

IT(t)¢lls = |9lls, YVt €R, Vo € Hp,,,
es decir T'(t) € L(H2,,) con | T(¢)|| = 1, Vt € R.

per

Ahora, probaremos que T'(t + r) = T'(t) o T(r), Vt,r € R. En efecto, sea ¢ € H
tenemos

pe7
v
_ —ik?(t+r) ,—ia(t+r) 7
T(t+1) {(e e ¢(k))kez}

Vv
_ |:<eik2t6iat . efik2r67iar$(k)> :| ]
keZ

Sabemos que si ¢ € H . entonces $e 12, esto es

:D
“+oo

S A+ R ek < .

k=—oc0

Afirmamos que

(e*remier(k)) €2, vreR.
keZ

_ :a (e—ithe—iat(g(kD . n (e_ithe_iat’(Z(k)> kez} v

=a [(e‘ikzte_mtﬁg(k)) kez] ) + [(e_ik%e_mtqﬂk)) kez]

Y

ss V¢ € Hysie. ||T(t)]| = 1, vt € R. En efecto, sea

4.1

4.2)

yt,r € R— {0},

(4.3)

(4.4)

4.5)

En efecto, cuando r = 0 es evidente que se cumple la afirmacién. Asi, probaremos el caso r > (. Para esto,

basta observar que

+o0 =
S R e e Gk = Y (L4 k)T [ e 2 G k)
k=—o00 k=—c0 =1
“+o0

Yo A+ SR < oo

k=—o0
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desde que vale (4.4).
Luego, de (4.5) y tomando la transformada inversa de Fourier tenemos:

Vv
[(eik?TeiarqS(k)) keZ] € Hp,,, Vr eR.

Asi, definimos:

v
g = {(e‘ikzre_i‘”gb(k))kez} € Hp,, .
Esto es,
g=T(r)¢. (4.6)

También, tomando la transformada de Fourier a g obtenemos:

5= (e—ikzre—ia7'$(k))

kez’
i.e.
G(k) = e ¥ remiorg (k) Vi e Z. @.7
Usando (4.7) en (4.3) y de (4.6) tenemos
\%
_ —ik%t  —iotn
T(t+7)p = {(e e g(k))kez}
=T(t)g
=T(t)(T(r)¢)
=[T(t)oT(r)]p, Vt,r € R—{0}.
Asi,

Tt+r)=T({)oT(r), Vt,r e R—{0}. 4.8)
Sit =0 o r = 0, entonces la igualdad de (4.8) también es verdad, con esto concluimos con la prueba de
Tt+r)=T()oT(r),Vt,r e R. 4.9)

Ahora, probaremos que el operador T'(¢) es unitario V¢ € R.
De la identidad (4.2) tenemos que 7'(¢) es isométrico para todo ¢t € R.
De (4.9) tenemos

T(t)oT(—t)=T({t—1t)=T(0) = I, VteR, (4.10)
T(—t)oT(t) =T(—t+1t)=T(0) = I, Vt€R. 4.11)

Obviamente se observa que (4.10) implica la sobreyectividad de T'(¢) y que (4.11) implica la inyectividad
de T'(t). Por lo tanto, T'(¢) es biyectivo y

3T@t)" =T(-t), VtER. (4.12)

Siendo T'(t) isométrico y sobreyectivo obtenemos que T'(¢) es unitario V¢ € R (i.e. T(¢)* o T'(t) = T'(t) o
T(t)* = I). Ademds, de (4.12) tenemos T'(t)* = T(—t), Vt € R. Ahora probaremos la continuidad de
t — T(t)o, esto es

|T(t+h)p —T(t)¢| ms,, — 0cuandoh — 0. (4.13)

En efecto, usando el item 3 de la prueba del teorema anterior, tenemos

|IT(t+h)d — T(£)8|l7.

“+o0
ot Z (1 + k2)s‘(efik2(t+h)efia(t+h) _ efikztefiat)q;(k)‘Q

k=—o0

+oo
21 > (LK) k)2 e T e mialh) _ gkt miat 2.

k=—co H(t+h)=

4.14)
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Observamos que limy, o H(¢t + h) = 0.
Ahora, necesitamos de la convergencia uniforme de la serie para el intercambio de limites. Para eso,
tomamos el k-ésimo término de la serie y lo mayoramos por una serie convergente, i.e.
~ ) . 21,2 -
Ik,t,h - 2’/T(]. + k2)s‘¢(k)|2 |67zk (t+h)€7za(t+h) _ efzk tefzat|2

<4

< 8r(1+k)°|o(k) [,

donde hemos usado la desigualdad triangular (propiedad de la norma) y la igualdad |e?| = 1, V0 € R.
Asi,

Y hon <4ll6l,, < oo, 4.15)

k=—o0

y usando el Teorema del M-Test de Weierstrass tenemos que la serie en (4.15) converge uniformemente.
Luego estd permitido el intercambio de limite, esto es

Tim || Tt + h)e — T(t ol Z lm Iy = 0.
k——ooa,_/

=0
O
Observacion 4.1. Se verifica rdpidamente que
}im ||T( )¢ (b”HbeT - O v¢ €H per .
—0 P

Observacion 4.2. Si {T'(t) }+cr es un grupo de clase Cy entonces satisface

lim [ T(1)6 — T(1)lmy,, = 0. ¥r € R € I,

Observacion 4.3. Con la observacion 4.1 tendriamos que {T'(t) }+cr es un grupo de clase Cy. Asi, por

la observacion (4.2) se tendria (4.13). Por lo tanto, {T'()}+cr es un grupo unitario de clase C, en H,,,..

Sean ;1 y @2 datos préximos en H;M,, entonces probaremos que sus correspondientes T'()p1 y T(+)¢2,

respectivamente, también estdn proximos. Como {7'(t) }+cr es unitario, para ¢ € R tenemos

= [IT®) 1 = wolllm;

per

|T(t)e1 — T(t)p2| ms

per

= [lp1 — 802||H;e, .

Tomando supremo sobre R tenemos

sup [|T(t)p1 — T'(t) 2l as
teR

per

= |lo1 — w2l ms (4.16)

per

De aqui tenemos que si @1 — @9 entonces T'(-)o1 — T(+)p2

5. Version del Teorema 3.1 usando {7 (¢) };:cr. A seguir enunciamos el Teorema 3.1 en funcién del
grupo {T(t) }ter.

Teorema 5.1. Sea s € R y {T(t)}1er el grupo unitario de clase Cy del Teorema 4.1 entonces T'(-)¢
es la inica solucion de

ue C(R, H2,,) N CHR, H:?)

per per
= Ajuen H3? )
u(O) ¢ € Hpe,
en el sentido que
Tt+h)p —T(t
tim || LEENO=TWS 1y qs‘ —0, .1
h—0 h H;mz

donde Ay :=i02 —ial,y si o1 ~ @ entonces T(-)p1 ~ T(-)p2
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Ademds, se satisface la siguiente regularidad: Si ¢ € H,, entonces T'(t)¢ € H},, Vt €R, Vr <s'y
satisface que |T(t)¢||uy,, < llu;,, . Vi€ R, Vr <s y [T({t)¢|lu;,, = ||¢||Hs Ve R

También, se obtiene que la aplicacion: ¢ — A1T(-)¢ que a cada dato ¢ € Hp,, le asigna A1T(-)¢, es
continua. Esto es,

|41 T(8)¢ — A T(£)B]ls—2 < Cllg — 815, VE ER,
donde C' = max{1, |«|}.
Asi,
sup A1 T(t)¢ — AT ()g]|s—2 < Cllé — s -

teR

Ademds, A1 T(t)¢p € H
Asi,

Vte R, VO < s—2 con||[A1T(t)pllo < Cllplls, Vt€R, VO < s—2.

pET ?

sup [ AT (#)¢llp < Cllolls, V0 <5 — 2.
te

Demostracion: La prueba de (5.1) es andloga al del item 4 de la prueba del Teorema 3.1. Y la prueba
del resto del enunciado también se sigue como la prueba del Teorema 3.1 y como consecuencia del Teorema
4.1. |

6. Analisis de la diferenciabilidad versus datos iniciales. Con la finalidad de enriquecer nuestro
estudio, buscaremos el espacio infinito dimensional donde ocurre la diferenciabilidad y su conexién con el
dato inicial.

Teorema 6.1. Sea s € R,

lim u(t+ h) — u(t)
h—0 h

=0, VteR
Hs?

per

—i0%u(t) + iau(t)‘

siy solamente si ¢ € H,,.

Demostracion: Sea ¢ € H?

per»> 12 prueba lo hacemos andloga a la prueba de diferenciabilidad del

+oo ) A
teorema 3.1. Sea s € R, si ¢ € H,,,. entonces u(t) = e~ R te=iot g (k) ¢y y u es solucion de (Q3).

k=—o00
Recuerde obtenemos
t+h) —u(t 2
ut+h) —ult) _ i02u(t) + dou(t)
h Hio?
+oo . e—ik*ho—iah _ 2 N
Y Y. Z (1 + k2)872|671k tefwzt|2 +ik2 +ia ‘¢(k)|2
k=—o00 h
2
foo e—ik?hg—iah _ 1 =R
=21 Y (1+k%)"? —+ ik? +ial |o(k)%. 6.1)
k=—o00
M(h):=

Usando L’Hospital tenemos que M (h) — 0 cuando h — 0. Ahora, necesitamos la convergencia uniforme
de la serie para habilitar el intercambio de limites. Para ello procederemos mayorando el k-ésimo término
de la serie. Para h > 0 tenemos

—ik%h ,—iah h
e "ihe -1 1 a2
_,/ (6 ik Se zas)sds’
0

h h
luego
—zkzh —wzh k2 )
— \h|/ ) | — ik —ialds
\kQ + af|h|

~

<Ek*+al

< max{1, |a|}(k* +1). (6.2)
————

C=
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Usando la desigualdad (6.2) procedemos a mayorar | M (h)|? como sigue

|M(R)]? < {2C(k* +1)}* < 4C?{1 + |k|*}?. (6.3)
Pasamos a mayorar el k-ésimo término de la serie, donde usamos la estimativa (6.3)

Tiis = (1+E2)* 72| M (h)||p(k)|?
< (14 k2)*"24C%(1 + K2)?|p(k)[?
(1+ k2)*4C?| 6 (k)

y como ||¢||2 < oo entonces la serie es convergente.
Asi, usando el Teorema M-Test de Weierstrass tenemos que la serie converge uniformemente y por lo tanto
es posible intercambiar los limites y obtener:

t+h) —u(t
;ILI/L% ult+h) —ul®) _ i02u(t) + icu(t) . = }lllif%] 2 k; Iit s
—+oo
= 2 {
T Z ;ILIEB Int.s
k=—o0
=0
=0.

M —i02u(t) + iau(t)’

Reciprocamente, si limy_, ., =0 vVt € R, probaremos que ¢ €

per

H;.,.. En efecto, como en H32? vale dyu(t) = idzu(t) — iau(t), Vt € R, en particular es valido para

t=0:

H522 5 0,u(0) = i02u(0) — iau(0) = i02¢ — iap = (92 — ol)g,

per
luego ¢ € Hj,,. O
Asi, se cumple el siguiente resultado, para t = 0.
Corolario 6.1. Sea s € R

Mwaﬁmm =0,

s—2
Hjo

lim
h—0

si'y solamente si ¢ € H,,,,. Ahora, en términos del grupo unitario {7'() };cr, obtenemos los dos siguientes
resultados cuyas pruebas son analogas a las pruebas del teorema 6.1 y corolario 6.1 respectivamente.
Teorema 6.2. Sea s € R,

T(t+h)p—T(t
Jiag || LEH P~ T ()¢ —AlT(t)qﬁ‘ —0, WteR,
h—0 h H3o?
si y solamente si ¢ € H,,.
También se cumple el siguiente resultado,
Corolario 6.2. Sea s € R
T(h)p —
lim T(he—-¢ A =0,
h—0 h H;;,?

er:

siy solamente si ¢ € H,

7. Conclusiones. En nuestro estudio de la ecuacidn tipo Schrodinger en espacios de Sobolev pe-
riédico hemos obtenido importantes resultados, entre los cuales destacamos:

1. Usando la teoria de Fourier, demostramos la existencia y unicidad de solucién del modelo (Q3),
asi como la dependencia continua de la solucién respecto al dato inicial.

2. Probamos la regularidad de la solucién de (Q3).

3. Introduciendo una familia de operadores, la cual forma un Cjy-Grupo unitario, reescribimos la
solucién del problema (()3), obteniendo resultados mas elegantes.

4. En el analisis de diferenciabilidad de la solucién versus el dato inicial obtenemos resultados como
el saber en que espacio H,, existe la derivada d;u(t) = i02u(t) — iau(t) y que esto depende

per
mucho del espacio donde se tome el dato inicial.
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5. Ademds, teéricamente hemos conseguido una familia de operadores que forman un C,-Grupo
unitario.
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