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Abstract
In the present work it is indicated that the entropy of the information is the most appropriate tool to analyze
the behavior of the flow of prices in the financial market. For this, the following points are mentioned:
general concepts of chaos theory applied to the financial market, concept of dynamic systems applied to
the flow of prices, time series of prices and the entropy of information applied to the flow of prices in the
financial market.
Keywords . Information entropy, time series of prices, financial market.

Resumen
En el presente trabajo se indica que la entropia de la informacion es la herramienta mds adecuada para
analizar el comportamiento del flujo de precios en el mercado financiero. Para esto se mencionan los
siguientes puntos: conceptos generales de la teoria del caos aplicada al mercado financiero, concepto de
sistemas dindmicos aplicada al flujo de precios, series temporales de precios y la entropia de la informacion
aplicada al flujo de precios en el mercado financiero.
Palabras clave. Entropia de la informacion, serie temporal de precios, mercado financiero.

1. Introduccion. Actualmente, la economia tiene un rol fundamental para el bienestar de los inte-
grantes de la sociedad, y en este aspecto el estado peruano no es ajeno a esta problemdtica ya que existe un
gran nimero de empresas peruanas que invierten en la bolsa de valores, pero su crecimiento econémico no
es el esperado en comparacién con empresas extranjeras. Esto se debe principalmente a que los modelos
de inversion utilizados en la bolsa de valores se basan s6lo en probabilidad, y esto genera inseguridad al
momento de invertir. Es por ello que analizar el comportamiento de la serie temporal de precios de las accio-
nes en la bolsa de valores es importante, pues ello permitird un crecimiento social sostenible en el tiempo.
Existen algunas herramientas utilizadas hasta el momento para analizar el comportamiento del flujo de pre-
cios en el mercado financiero, como son la dimensién de conteo por cajas y la dimensién de correlacion.
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Los valores proporcionados por ambas herramientas indican el nimero de variables significativas necesa-
rias para entender el flujo de las trayectorias en el mercado financiero. Pero estas no son suficientes para
el estudio asintdtico de la misma. Ante tal situacion, se plantea la siguiente interrogante: ;Como mejorar
la informacién para analizar el comportamiento del flujo de precios en el mercado financiero? Se propone
que la informacién, para analizar el comportamiento del flujo de precios en el mercado financiero, se me-
jora usando la entropia de la informacion. Para sustentar esta propuesta se tratardn los siguientes puntos:
conceptos generales de la teoria del caos aplicada al mercado financiero, concepto de sistemas dindmicos
aplicada al flujo de precios, series temporales de precios, analisis no lineal de la serie temporal de precios,
teoremas de reconstruccion de atractores mediante coordenadas de retraso, atractores de Henon y Lorenz,
dimensién de conteo con cajas y la entropia de la informacién aplicada al flujo de precios en el mercado
financiero.

2. Puntos esenciales.

2.1. Teoria del caos, sistemas dinamicos y el mercado financiero. La teoria del caos presenta un
nuevo enfoque cientifico que viene siendo usando para explicar la dindmica compleja de la evolucién del
flujo de precios en el mercado financiero. En él, sistemas aparentemente simples generan comportamientos
muy complicados, cadticos, cuando alguna de las variables es perturbada, aun si dicha perturbacién es
arbitrariamente pequeiia [17]. Es por ello, que uno podria preguntarse si la evolucién del flujo de precios en
el mercado financiero es no aleatoria, es decir, si las variables que intervienen estdn conectadas de alguna
manera, y al perturbar alguna de ellas se produce una modificacién de todo el sistema; la respuesta afirmativa
conseguiria explicar la volatilidad, ya que una pequefia perturbacion de alguna variable del sistema afecta
directamente el comportamiento del flujo de precios [1]. Ademds, se debe tomar en cuenta que la teoria del
caos ha sido usada como una herramienta para la bisqueda de un mecanismo que genera los movimientos
observados en los datos econémicos reales y que minimiza los efectos negativos por las especulaciones
[21]. En este sentido, la teoria del caos presenta un cambio en el pensamiento acerca de los métodos para el
estudio del flujo de precios en el mercado financiero.

Los sistemas dindmicos son sistemas que describen el comportamiento de fendmenos que cambian con
el tiempo. Para investigar el comportamiento del flujo de precios en el mercado financiero podria usarse la
informacién dindmica y geométrica que cargan, usando teoremas de reconstruccion [16], bajo la hipdtesis
de que las variables que describen el comportamiento del flujo de precios estin relacionadas de alguna
manera [10],[8]. Existe evidencia de que el flujo de precios en el mercado financiero podria provenir de
un sistema no lineal [8], [16]; en este sistema no lineal, su estado de operacién puede aparecer como un
fendmeno cadtico generado por el cambio de los pardmetros del sistema, lo que resulta en un desorden
econdmico, el cual se podria regular utilizando la dindmica no lineal y otras herramientas de la teoria de
los sistemas dinamicos [13]. Por lo tanto, los sistemas dindmicos, generados por sistemas de ecuaciones
diferenciales no lineales, representan una adecuada herramienta a utilizar para describir la evolucién del
flujo de precios en el mercado financiero; el cual se logra reconstruyendo el atractor que existe detrds de la
serie temporal de precios mediante las coordenadas de retraso.

2.2. Serie temporal. Una serie temporal es un conjunto de datos numéricos que contienen informa-
cion del flujo de algun sistema dinamico, es decir, contienen informacion de las trayectorias que describen
el comportamiento de algiin fendmeno, sea de naturaleza fisica o econémica. La definicién formal de serie
temporal se muestra a continuacién.

Definicion 2.1. Dado un sistema dindmico con flujo {¢p: }1cr en un espacio de fase H, siendo H un
espacio métrico completo. Una serie temporal s : R — R se define como los valores que toma una
Sfuncion, llamada funcion de observacion, F': H — R dada por s(t) = F(¢(xp)), t € R,z € H.

Una representacion geométrica de una serie temporal, considerando H = R", se muestra en la figura 2.1.

R™ R

F

o
$e(xo)

s(t) = F(p¢(x0))

Figura 2.1: Funcién de obsevacion F'y serie temporal s.
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Si consideremos que las trayectorias convergen a un conjunto atractor A C R™, en la figura 2.1 se
observa que la funcién F', llamada funcién de observacion, toma los puntos de la 6rbita que pasa por xg,
generada por el flujo {¢; }+cr; y les asigna valores reales. Es decir, lo que hace la funcién F' es brindarnos
informacidn sobre el comportamiento y/o caracteristicas del sistema dindmico a estudiar. Conforme la va-
riable ¢ € R varia se obtienen un conjunto de datos reales, a los cuales llamamos serie de tiempo o temporal;
y estas son denotadas por s(t).

Como ejemplo de una serie temporal se tienen los precios de las acciones de una empresa particular en
el mercado financiero, el cual contiene informacién dindmica del flujo de precios [15]. La serie temporal de
precios al tener informacién dindmica del flujo de las trayectorias, considerando que existe algiin conjunto
atractor, se emplea para reconstruir tal conjunto atractor mediante la aplicacién de coordenadas de retraso,
pues haciendo ello se conocerdn las trayectorias que describen el flujo de precios en el mercado financiero
[8]. Por lo tanto, la serie temporal de precios es esencial para describir el comportamiento asintético del
flujo de precios en el mercado financiero.

La aplicacién de coordenadas retraso mencionada lineas arriba, vital para la recontruccién del conjunto
atractor, se define a continuacion.

Definicion 2.2. Sea ® el flujo de un sistema dindmico sobre una variedad diferenciable M por lo menos
de clase C', T un entero positivo (llamada de retraso) y h : M — R una funcion de clase C*. Se define la
aplicacion de coordenadas de retraso Fig .y : M — R™*! por:

Florm(@) = (W), h(Sr(2)), M(Por(2)), .. ., M(Pur(2))) -

Una representacion geométrica de la aplicacién de coordenadas de retraso, para M = R¥, se muestra en la
figura 2.2.
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Figura 2.2: Reconstruccion del atractor A via la aplicacién F(g 7 ) paran = 2.

En la figura 2.2 se observa que la funcién £ es la funcién de observacion, y las imagenes de h generan
la serie temporal. Y como se puede ver en la figura 2.2 estos valores son usandos para obtener una copia del
conjunto atractor A.

La tarea principal para estudiar el comportamiento no lineal en una serie de tiempo, como una serie
de precios, es la reconstruccién de la dindmica que tiene, es decir, del conjunto atractor existente detras
de la serie temporal. Si una serie de tiempo proviene de un sistema determinista, esta tiene dependencia
entre sus componentes dada por el sistema de ecuaciones que modela y contiene informacion geométrica
considerando que las trayectorias convergen a un atractor, el cual se sumergird en algtn espacio euclidiano
[8]. Utilizando dicha informacién y las ideas del teorema de inmersién de Whitney en el cual una variedad
compacta de dimensidn n puede sumergirse en un espacio euclidiano de dimensién 2n, junto con sus gene-
ralizaciones para conjuntos fractales, es posible reconstruir la dindmica oculta en la serie temporal [18],[16],
[12]. Por lo tanto, cuando se tiene una serie temporal de precios, que proviene de un sistema deterministico,
se debe analizar si esta viene de un sistema no lineal; y para ello se tiene que reconstruir la dindmica oculta
en la serie temporal de precios, pues la no linealidad podria indicar la existencia de alglin conjunto atractor
fractal.

Una de las técnicas del andlisis de series temporales utilizadas para obtener informacién sobre varia-
bles no observadas es la reconstruccién del espacio de estados, la que tiene como base el Fractal Delay
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Embedding Prevalence Theorem propuesto por Sauer, Yorke y Casdagli en 1991 [18]; que se menciona a
continuacion.

Teorema 2.1. Sea ® el flujo de un sistema dindmico sobre un subconjunto abierto U de R, y A un
subconjunto compacto de U de dimp(A) = d. Sea n > 2d un entero y T > 0. Ademds, considere que A
contiene solo un niimero finito de puntos de equilibrio; no contiene orbitas periodicas de ® de periodo T
0 2T y contiene un niimero finito de orbitas periodicas de ® de periodo 3T,4T, ... ,nT. Entonces, para
casi toda funcién h : U — R de clase C*, la aplicacion de coordenadas de retraso Fern U — R,
definida por:

Fozn (@) = (h(z), (@1 (), h(®2r()), ..., h(L(n-1)7(2)))

es inyectiva sobre A

En este teorema 2.1 se utiliza la aplicacion de coordenadas de retraso, con la cual es posible reconstruir
un espacio de estados de dimensidn finita, equivalente al espacio de estados original a partir de las medi-
ciones de una tnica variable, y obtener una copia inyectiva del conjunto atractor oculto en la serie temporal
[18]. En esta técnica de reconstruccion, las coordenadas de retraso aplicada a la serie temporal de precios
permiten reconstruir el atractor oculto en ella, y de esa manera obtener el conjunto atractor que estd com-
puesta por las trayectorias que describen el comportamiento asintético del flujo de precios en el mercado
financiero [15],[8]. Por lo tanto, el teorema 2.1 de reconstruccion de atractores brinda la base matematica
para afirmar que con probabilidad uno si es posible tener una copia inyectiva del conjunto atractor, el cual
contiene informacién dindmica del flujo de precios en el mercado financiero.

2.3. Reconstruccion de atractores. Cuando se pretende utilizar la aplicacién de coordenadas de re-
traso, para indicar la utilidad que esta tiene en la reconstruccion de la dindmica de un sistema a partir de
una séla observacion temporal, se suelen emplear como ejemplos los atractores de Henon y Lorenz.

El atractor de Henon:
El atractor de Henon es dado por el sistema discreto (para a =1.4y b =0.3):

r(n+1)=1-ax(n)?+y(n),
y(n+1) = bx(n).

2.1)

La representacién geométrica del atractor del Henon se muestra en la figura 2.3.
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Figura 2.3: Atractor de Henon

En la figura 2.3 se visualiza el comportamiento que tienen las trayectorias, generado el atractor de He-
non. Estas trayectorias son soluciones numéricamente del sistema discreto 2.1. Para obtener las soluciones
numéricas se utilizé el programa Fortran, y para construir la figura 2.3 Octave.

A continuacidn, se indica cémo utilizar la aplicacién de coordenadas de retraso para reconstruir el
atractor de Henon. Para obtener una serie temporal, se considera la funcién de observacién h como la
proyeccidn en el eje x; . Es decir,

h:R? — R
(r1,22) +—— h(x1,22) = 29
Asi, la serie temporal es formada por las coordenadas x; de las trayectorias que son soluciones numérica
de la ecuacion 2.1, que es un sistema discreto en el tiempo [9].

Como el atractor de Henon se encuentra en R? se considera como dimensién del espacio donde el
atractor sera reconstrucién n = 2. Ahora se debe elegir el tiempo de retraso 1" adecuado, para ello hacemos
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variar el valor de 7. Los tiempos de retraso considerados son 7" = 1,7 = 2,T = 3y T = 5, siendo
el tiempo de retraso 6ptimo igual a T" = 1. Utilizando la aplicacién de coordenadas de retraso dada en la
definicién 2.2, o en el teorema 2.1, se tienen en la figura 2.4 reconstrucciones. De estas reconstrucciones,
s6lo cuando el tiempo de retraso es ' = 1 se logra reconstruir el atractor de Henon.

T=1 T=2

Figura 2.4: Reconstruccion del Atractor de Henon para 7' = 1,2, 3, 5.

En la figura 2.4 se observa que con tiempo de retraso 7' = 1 y dimensidn del espacio de reconstruccion
n = 2, se logra tener una copia inyectiva del conjunto atractor de Henon [12]. Esta copia esta garantizada
debido al teorema 2.1.
El atractor de Lorenz:
El atractor de Lorenz es obtenido a través del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (para ¢ =

10,p =45y 8 =8/3):

dx

at :U(y—m),

= pr—y-az, 2.2)
d—j =zy — Bz.

La representacién geométrica del atractor del Lorenz se muestra en la figura 2.5.
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Figura 2.5: Atractor de Lorenz

En la figura 2.5 se visualiza el comportamiento que tienen las trayectorias, generado el atractor de
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Lorenz. Estas trayectorias son soluciones numéricamente del sistema de ecuaciones diferenciales 2.2. Para
obtener las soluciones numéricas se utilizé el programa Fortran, y para construir la figura 2.5 Matlab.

A continuacién, se indica como utilizar la aplicacién de coordenadas de retraso para reconstruir el
atractor de Lorenz. Para obtener una serie temporal, se considera la funcién de observacién h como la
proyeccion en el eje x1. Es decir,

h:R® — R
(x1,22,3) +—— h(x1,22,23) = 1.

Asi, la serie temporal es formada por las coordenadas x; de las trayectorias que son soluciones numérica
de la ecuacidn 2.2, que es un sistema de ecuacion diferenciales continuo en el tiempo [14]. Esta se observa
en la figura 2.6.

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
t

Figura 2.6: Serie de tiempo para Lorenz, formada por la coordenada z .

Como el atractor de Lorenz se encuentra en R3 se considera como dimensién del espacio donde el
atractor sera reconstrucion n = 3. Ahora se debe elegir el tiempo de retraso 7" adecuado, para ello hacemos
variar el valor de T'. Los tiempos de retraso considerados son 7' = 1,7 = 10,7 = 17y T = 90, siendo el
tiempo de retraso 6ptimo igual a 7" = 17. Luego, utilizando la aplicacién de coordenadas de retraso dada
en el teorema 2.1, se tienen en la figura 2.7 reconstrucciones. De estas, cuando 7' = 1 la reconstruccién es
casi un recta, para T' = 10 la reconstruccién no representa una copia inyectiva de atractor de Lorenz; y para
T = 90 la reconstruccién obtenida no representa el conjunto atractor de Lorenz. Sin embargo, paraT = 17
se tiene una copia inyectiva del conjunto atractor de Lorenz.

En la figura 2.7 se observa que con tiempo de retraso 7" = 17 y dimensién del espacio de reconstruccion
n = 3, se logra tener una copia inyectiva del conjunto atractor de Lorenz [12]. Esta copia inyectiva esta
garantizada debido al teorema 2.1.

En los ejemplos anteriores, Henon y Lorenz, se observa que para reconstruir ambos atractores se de-
be seguir un orden: Primero se debe tener la serie temporal, que en el caso de Henon y Lorenz la serie
temporal fue formada por las coordenadas x; que son soluciones numéricas de las ecuaciones 2.1 y 2.2,
respectivamente. Segundo, se debe elegir el tiempo de retraso y la dimensién del espacio de reconstruc-
cién adecuados. Para elegir el tiempo de retraso adecuado se utiliza el algoritmo de la informacién mutua
propuesto por Fraser y Swinney [0]; y para elegir la dimension del espacio de reconstruccion se utiliza
la técnica de lo falsos vecinos propuesta por Kennel, Browm y Abarbanel [11]. Luego, se utiliza la apli-
cacién de coordenadas de retraso para reconstruir los atractores de Henon y Lorenz. En base al teorema
2.1 la reconstruccién serd una copia inyectiva del atractor original. Este mismo esquema se aplica cuando
se pretende reconstruir el atractor oculto en una serie de precios de una empresa del mercado financiero:
Primero se debe tener la serie temporal, que en este caso estd formada por los precios de las acciones de
una empresa del mercado financiero. Segundo, se debe determinar el tiempo de retraso adecuado mediante
el algoritmo de la informacién mutua [6] y la dimensién del espacio de reconstruccién mediante la técnica
de los falsos vecinos [11]. Luego, utilizando la aplicacién de coordenadas de retraso dada por la definicién
2.2 se reconstruye el conjunto atractor oculto en la serie temporal de precios. En base al teorema 2.1 la
reconstruccién serd una copia inyectiva del atractor original. Como el conjunto atractor se reconstruye a
partir de la serie temporal de precios, las trayectorias reconstruidas tendran informacién acerca del flujo de
precios del mercado financiero.

2.4. Algunas herramientas para el analisis del flujo de precios en el mercado financiero. Actual-
mente, existen algunas herramientas para analizar y obtener informacién del comportamiento de un sistema,
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Figura 2.7: Reconstruccion del Atractor de Lorenz paraT' = 1,10, 17, 90.

como el mercado financiero. Una herramienta utilizada en este campo es la dimension de conteo por cajas,
la que se define a continuacién.

Definicion 2.3. Sea A un subconjunto no vacio de R™. La dimension de la caja de A, llamada también
dimension de conteo por cajas, es definida por:

: 1 logn(e)
dlmB(A) = g% Tg(g),

donde n(e) representa el niimero de cubos de lado € > 0 que tienen interseccion con A, es decir, el niimero
de cubos necesarios para cubrir A.

Para calcular la dimensién de conteo por cajas, dada por la definicién 2.3, de un conjunto atractor se
tiene que particionar el conjunto en cubos de tamafio pequefio; y haciéndolo mads fina. Asi, el valor obtenido
representa el nimero de variables significativas necesarias para analizar el flujo de las trayectorias que
describen el comportamiento del sistema [7]. Esta manera de obtener informacion de la dindmica de un
sistema se puede aplicar cuando se considera una serie temporal de precios; y el valor obtenido representa
la complejidad que implica trabajar con series temporales de precios del mercado financiero, mas no indica
el minimo nimero de informacién en bits que se debe tener para realizar el estudio del comportamiento
asintdtico del flujo de precios en el mercado financiero [16]. Por lo tanto, la dimensién de conteo por
caja es una herramienta til para tener informacién del flujo de precios en el mercado financiero, pero la
informacién proporcionada por esa herramienta al no ser suficiente debe ser mejora.

La entropia de Shannon, llamada también la entropia de la informacién fue introducida por Claude
Shannon [19]. El mostré que si se tiene un conjunto de n—eventos, cuyas probabilidades de ocurrencia son

P1,P2, - - -, Pn, entonces la cantidad de informacién promedio para especificar una de ellas es dada por:
H(p) = - Zpi logs (pi)- (2.3)
i=1

La igualdad dada en la ecuacién 2.3 es llamada la entropia de la informacién. Esta ha sido utilizada
en el campo de las finanzas para comprender el comportamiento del mercado financiero. Por ejemplo,
Chen menciona la similitud entre los conceptos de la teoria de la informacién y el valor econémico de
la informacién con respecto a los mercados [2], y emplea la entropia de la informacién para explicar la
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mayoria de las evidencias empiricas sobre los comportamientos del mercado, determinando el valor de la
informacidn segin el nimero de personas que la conocen [3]. Devi usa una generalizacién de la entropia de
Shannon para establecer una posible medida de riesgo en la construccion de carteras de riesgo 6ptimo cuyos
rendimientos superan los rendimientos del mercado [5]. Calcagnile, Corsi y Marmi investigan la eficiencia
relativa de la informacién de los mercados financieros midiendo la entropia de la serie temporal de datos
de alta frecuencia [4]. Asi, la entropia de la informacién es una herramienta util para medir la eficiencia
del mercado financiero [20]. Por lo tanto, la entropia de la informacidn representa una herramienta util para
describir el comportamiento del flujo de precios en el mercado financiero, ya que cuando se calcular la
entropia de Shannon del atractor reconstruido mediante la aplicacién de coordenadas de retraso, usando la
serie temporal de precios, esta indica el nimero minimo de informacién en bits necesarios para describir lo
que ocurre con la evolucién del flujo de precios en el mercado financiero.

3. Conclusion. De los puntos tratados anteriormente se concluye que la informacién, para analizar el
comportamiento del flujo de precios en el mercado financiero, se mejora usando la entropia de la informa-
cién. Del andlisis realizado, el valor numérico de la entropia de la informacién indica el nimero minimo
de bits de informacidn necesarios para analizar lo que estd ocurriendo con la evolucién del flujo de precios
en el mercado financiero. Este hecho indica que la entropia de la informacién es la herramienta més util,
en comparacién con otras, para describir lo que estd ocurriendo con el flujo de las trayectorias, existentes
detrds de la serie temporal de precios, en el mercado financiero.

Como un trabajo futuro, la entropia de la informacién podria ser muy util para un economista al mo-
mento de querer invertir en la bolsa de valores ya que si se desarrollan trabajos en esta direccién podria
servir en la prediccién de precios a corto tiempo en el mercado financiero.
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