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Abstract
The objetive of these notes is to give a brief overview of wavelet theory, both of the fundamental math-
ematical arguments and of the ideas it contains. In addition, the theory is suitable for multidisciplinary
work.
Keywords. Wavelets, Fourier, Haar, AMR, orthonormal basis, transform.

Resumen
El objetivo de estas notas es dar un breve panorama de la teoria de ondiculas, tanto de los argumentos
matemdticos fundamentales como de las ideas que ella encierra. Ademads, la teoria sirve para un trabajo
multidisciplinario.
Palabras clave. Ondiculas, Fourier, Haar, AMR, bases ortonormales, transformada.

Introduccion. Vivimos una era digital, de la informética, llena de nuevas y novedosas contribuciones
a la ciencia y la tecnologia; en este panorama la matemdtica también esta presente; asi, en la década de los
1980’s surgi6 una teoria que habria de contribuir en tal desarrollo, la teoria de ondiculas ("wavelets”); ver
[10] para tener un breve panorama de la teorfa, [9] nos da una amplia visién de las ondiculas. Ver también
[71, 3], [5],..., para mayores detalles entre muchas otras referencias. El objetivo de este ’paseo” es dar un
breve panorama matemadtico e ideas que se requieren para introducirnos en este bello universo, el libro [4]
nos fue ttil en esta tarea. Remarcamos que la formacién matematica de actuales investigadores en diferentes
areas de la ciencia es cada vez mds exigente, lo que fue una motivacidn para escribir este breve “tour”.

Nuestro universo estd lleno de ondas y de ondiculas las cuales son ondas pequefias en cierto sentido
que precisaremos oportunamente; la teoria de ondiculas es muy util para profesionales que trabajan en el
procesamiento de la sefial, en comprensioén de datos e imagenes, en modelacion de fenémenos multiesca-
las,...; surgi6 el andlisis de ondiculas (a.0.) para investigar diversos problemas en el campo de la ciencia y de
la tecnologia en estos 36 afios pasados. El a.o. provee una sistemadtica y eficiente representacion universal
para una amplia clase de funciones (o sefiales). El a.o. fue el resultado de un esfuerzo multidisciplinario
de matemadticos, fisicos, ingenieros,..., quienes reconocieron que desarrollaban ideas similares en formas
diferentes, tal conexién cred un flujo de nuevas ideas que producen, a su vez, resultados cada vez més
novedosos. Se cred una interrelacion entre los matematicos puros con los cientificos aplicados.

Nuestro mundo estd inmerso en un universo en movimiento, de constantes cambios, asi el mundo
transitorio es mds amplio y mas complejo que el mundo de las sefiales estacionarias; el andlisis de ondiculas
es mas util en el mundo transitorio, en la matematica aplicada donde ha producido instrumentos disefiados
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para procesar ciertas sefales e imagenes. El grafico siguiente ubica a las ondiculas en el universo de las

ciencias.
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Figura 0.1: Ubicacién de las ondiculas

1. Antecedentes. Alrededor de dos mil afios antes de Cristo ya existieron culturas con un gran nivel en
el conocimiento de la matemadtica. Asi, en la antigua Babilonia existen textos mateméticos que posiblemente
se remotan al 2100 A.C. Ellos ya conocian una escala numérica (en base 60) y en geometria (con énfasis
en medidas practicas), sabian calcular areas de distintos tridngulos, asi como de cientos de trapezoides,
sabian calcular volimenes de paralelepipedos, de prismas rectos, de cilindros circulares rectos, sabian que
un dngulo inscrito en una semicircunferencia es recto... y algo que nos interesa en relacion con las ondiculas,
tuvieron un conocimiento aproximado de 7 : m = 3%.

En el dlgebra conocieron ciertas reglas practicas para resolver ecuaciones particulares. Llegaron a es-
tablecer que 12 422 + ... +n? = w, férmula que fue probada por primera vez por Arquimedes.

Otra gran cultura de la antiguedad fue la egipcia. En el papiro Mosct, 800 A.C.) ya se encuentran
complicados problemas, como el calcular el volumen de una pirdmide truncada. En el papiro de Rhind
(1650 A.C.) se encuentran 85 problemas de aritmética, de dlgebra y de geometria. Acd también se tiene un
problema de aproximacién. Respecto a la Gran Pirdmide afirmaron que: ”la mitad del perimetro de la base
dividido por su altura es igual a 3.14”. Posiblemente ellos conocieron que 7 tiene el valor aproximado de
3.16.

Es con la Gran cultura griega que la matematica habria de alcanzar la cate-
goria de ciencia. Tales de Mileto (600 A.C.), Pitagoras (570-500 A.C), Eucli-
des(300s A.C.), Arquimedes (+212 A.C.),..., realizaron verdaderas construc-
ciones matematicas, sobretodo Arquimedes, uno de los mds grandes cientifi-
cos de todos los tiempos. Con €l la matemadtica casi llega al nivel de los tiem-
pos modernos; en verdad, Arquimedes escribié verdaderos “papers”. En su
estudio de la cuadratura de la pardbola, €l llega a un problema de "limite”. Se C
trata de encontrar el area del segmento de pardbola AC'B. Llega a establecer
que:

area segmento parabdlico = dreadel AABC (1 + i + 4% + ) A

3 drea AABC.

Arquimedes tuvo un alto conocimiento de la idea de aproximacion y del
error. Ello se puede inducir al estudiarse algunos de sus notables trabajos tedri-
Cos.

Luego de un periodo glorioso de explendor cientifico, la cultura griega fue
terminando. En el afio 529 de nuestra era, la Academia de Platon fue cerrada,
y en 641 la biblioteca de Alejandria fue incendiada, desapareciendo muchisi-
mos tesoros del conocimiento. Luego siguié un largo periodo de estancamiento cientifico (en general, un
promedio de mil afios). En el siglo XVII se produce el amanecer de la matematica moderna; los cientificos
se nutren del legado de los griegos. La ciencia moderna nace en el siglo anterior bajo la influencia de Gali-
leo, Descartes, Kepler, Leibniz y sobretodo gracias a la obra de Newton. La creacién del calculo diferencial
e integral fue un acontecimiento singular en la historia de la ciencia y de la tecnologia. La ciencia del siglo
XVIII fue el desarrollo de la mecénica; y en la matemadtica surgieron nuevas y poderosas ideas y métodos.
Fue una pléyade de matematicos los encargados de realizar tal tarea. Entre ellos, algunos de la familia Ber-
noulli, Euler, Lagrange, Laplace,..., quienes a fines del siglo XVIII van preparando el terreno para el trabajo

Figura 1.1: Cuadratura de
la pardbola
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de Fourier, a inicios del siglo XIX. De algin modo, por esta época van surgiendo ideas que conducirian a
las ondiculas. A fines del siglo XVIII e inicios del XIX, la fisica matematica se enfrenta con la solucién de
problemas de ecuaciones en derivadas parciales. El origen de las series trigonométricas, usadas por Fourier,
estd en el estudio del problema de la cuerda vibrante. La ecuacién de la onda, deducida por d’ Alembert en
1747, describe el comportamiento de la vibracién de una cuerda. La solucién del problema es una super-
posicion de ondas. Si son conocidas ciertas condiciones iniciales, es factible predecirse el comportamiento
futuro en la cuerda. Una arbitraria funcién se podria representar via una serie trigonométrica. Més o menos,
esto fue el panorama que encontré Fourier.

2. Alfred Haar: Proyeccion de su obra. En 1807, Fourier afirma que cualquier funcién 2 periddica
f(z) puede ser representada por la serie trigonométrica ag + Yo, (axcoskx + bysenkx), donde ag, ay,
y bi son apropiadas constantes. En aquella época el andlisis matematico aun no existia, por ello la obra
de Fourier sobre la conduccién del calor adolecia de deficiencias formales, pero la intuicién por el mo-
delo matematico fue correcto. Una situacidn critica surgié en 1873 cuando Dubois-Reymond constru-
ye una funcién continua de variable real x, 2w —periddica, cuya serie trigonométrica (serie de Fourier)
asociada diverge en un punto dado. Solucionar esta situacién condujo a A. Haar a introducir un inge-
nioso argumento, que ochenta afios después habria de ser el punto de partida de la teoria de ondicu-
las. En estos primeros afios del siglo pasado, Haar estudia el problema de construir una base ortonor-
mal(b.o.n) ho(t), hi(t), ha(t), ..., hm(t) para el espacio L2([0,1]) tal que para todo f € C°([0,1]) ten-
gamos f(t) = > °_ (f, hm)hm(t), donde la serie converge uniformemente. El punto de partida fue la fun-
cién:

1, zef0d) 1§—§
=3 <1, zeld) "
0, z¢]0,1] S N frceeraeeanns R

h(z) es una funcién con soporte
compacto, con soporte [0, 1]. Si j, k son
enteros positivos, Haar considera la des-
composicién m = 27 +k, donde m > 1,
j>0y0 <k < 27y construye la trans- Figura 2.1: Ondicula de Haar.
lacién-dilatacién

k() = hon(2) = 2920(27 2 — k).
2.1

Se observa que el soporte de h,, es el intervalo diadico I,,, = [
Pongamos hg = ¢(x) = 1 sobre I.

Haar establece que la familia {h,,(z)}m=0,1,2,... €s una b.o.n. de L2([0,1]). Si f € C°([0,1]) C
L?([0,1]), entonces los elementos bésicos k., que se usan para aproximar f no son continuas. Es deseable
que tales funciones bésicas o dtomos también pertenezcan al espacio considerado.

También, si f € C'([a,b]) la aproximacién mds natural serfa usando poligonos inscritos y no con
funciones escalera h,,. Volvamos ahora a la representacion

k k41
277 27

|. Es claro que I,,, C [0,1] = 1.

oo

F(£) =" < fihum > hun(t) para f € C°([0, 1]).

m=0

Remarcamos atin que las sumas parciales Sy, f(t) =< f, ho > ho(t) + ...+ < [, b > hp(t) aproximan
f(t) via funciones que son constantes sobre intervalos (funcién escalera). El trabajo de Haar fue el inicio
de una serie de esfuerzos hechos a fin de corregir defectos cuando se trabaja en espacios mds generales o
de diferentes tipos. Esto es una interesante historia en la teorfa de bases y de espacios de funciones. Asi,
si f € C1([0,1]), los hlms no son apropiados, un avance fue logrado por Faber y Schauder en el periodo
1910-20. asi, parten de la funcién
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y construyen A, (z) = A(2/z,k),donde m =27 + k,7 > 0,0 < k < 27,

k. k—&-l}.

Nuevamente, soporte de A, = [57, %55

Si Ag(x) = z,lafamilia 1, Ag(z), A1 (), ..., A (2), ... €s una base de Schauder para CY([0, 1]); esto
es, si f € C°([0,1]) entonces f(z) = a+ bz + Y~ amy,(x), donde la convergencia es uniforme en
[0, 1].

Lamentablemente, tal familia no es una base de Schauder para C''(]0, 1]). Esto motiv6 la introduccién
del espacio C*([0,1]),0 < aw < 1 donde f € C%([0,1]) si existe una constante C tal que | f(x) — f(y)| <
Clz — y|*. (Ver[8]).

En los anos 1930’s surge una interesante teoria dentro del andlisis de Fourier, es la teoria de Littlewood-
Paley en R!. Ellos consideran descomposiciones diddicas, lo que de algiin modo es una idea que existe en
los ”wavelets”. Asi tenemos los bloques diadicos:

Ajf(x) = Z (agcoskz + bysenkx)
20 <k<27+1

y la descomposicion:
f@) =ao+)_ L;f(x).
j=0

Con los espacios L”, 1 < p < o0, se tiene la siguiente conexion: “ existen constantes a, y Ap, 0 < a, < A,
tal que

=

oo 2
agllfllp < lao® + 318, 7@) )l < Apllfllps  donde ||f||p:<1 / |f<x>de)

- 2w
Jj=0

Si p = 2 entonces L?(IR!) es un espacio de Hilbert), y ay = Ay = 1.

El profesor Antoni Zygmund y sus alumnos (la “Escuela de Chicago™) llevaron la teorfa al caso n-
dimensional. Asi surge la divulgada “ondicula madre”, la que es una funcién de clase C*°(R™), rdpida-
mente decreciente tal que:

@ Y@ =1.1+a<[f<2-2a, acl0,i]; = transformada de Fourier;

(ii) 1/3(5) =0,[¢|<1l—a 6 [£>242q,

(iii) ¥(§) € COOQ(R"),

) =|i ()] =1ve 0.

Ahora se consideran las dilataciones 1 (x) = 2"71)(27x), y la convolucion A; f = f x1;. Se obtiene
asf la llamada funcién de Littlewood - Paley - Stein:

2

g@) = D 180@)017 ) . 2.2)

j=—o00

Entre esta funcién g y f € L?(R"™), se tiene que g € L?(R™) y la conservacién de la energia
[lg|]2- Enelcaso 1 < p < oo, se obtiene algo similar: existen constantes 0 < a,, < A, tal que:

[fll2 =

vf e LP(R”),apHng < Hf”p < AP”QHP? donde ||f‘|p = </R |f(I)|pd93)

Algunos afios después, el andlisis de Littlewood - Paley se usé como fundamento matemdtico para
la creacién de algoritmos en el procesamiento numérico de imdgenes (Marr, Mallat, otros). En verdad,
en los afios 1930’s se crearon teorias matematicas, de inicio solo de interés para un reducido niimero de
matematicos, pero que con los afios que encontraron interesantes aplicaciones; tal fue el caso de las llamadas
“ondiculas de Lusin”.

Veamos: Sea P = {z = z+1iy/y > 0} el semi-espacio complejo superior. Ahora definimos el espacio
de Hardy:

HP(R) = {f(z)/f(z) es holomoérficaen Py sup (/oo |f(m+iy)|pd:v>p < oo}7 1<p<oo.

y>0 —oco
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Se tiene que || f(x +iy) — f(x)||L» — 0siy — 0; estos espacios resultaron tiles en el procesamiento
de sefiales. Asf, sea f(t), —0o < t < oo, una sefial real de energfa finita (f € L?(R)); a ella se le asocia
la sefial analitica F'(t) para la cual f(t) es su parte real. Asi, se requiere que [ |F(t)|?dt < oo, esto es,
que ' € H%(R).

De esta manera F'(t) = f(t) + ig(t), donde g es llamada la transformada de Hilbert de f.

El andlisis en H? (R), segin Lusin, es via los ”4dtomos” = 5)2 ,E€P.As,

si f € HP(R), entonces: f(z // &)dudv, & =u+iv.

Z—

Se observa que «(&) juega el papel de los coeficientes de Fourier (o de ”wavelets”). Ver el libro "Wavelets;
Tools for Sciencie and Technology”de S. Jaffard - y. Meyer - R. Ryan (J.M.R.) (citado en [12]) donde
encontramos un amplio panorama de esta teoria.

La sintesis en H? es via el siguiente argumento. Sea «(§) una funcién medible cualquiera y pongamos

(// la(u + iv)] dudv) donde T'(z) es el cono {(u,v) € R?/v > |u — z|}.

Si [70_ AP(x)dx < oo, entonces:

// Z— dudUEH‘D( )y|f||Lp§Cp</oo Ap(l‘)dx>p’ 1Sp<oo

Los fundamentos tedricos de la teoria de ondiculas se nutrieron de resultados en el campo del andlisis
de Fourier; es significativo que estudios en dominios estrictamente tedricos hayan tenido, afios después,
aplicaciones en variados campos de la ciencia y tecnologia. G. Weis, junto con R. Coifman, coincibié la
idea de construir elementos bésicos, los “atomos”, y que permitan representar todo elemento del espacio en
términos de tales dtomos. Por ejemplo, en el caso del espacio de Hardy H? (R), las funciones ﬁ,f €
‘P, son los atomos (sujetos a ciertas condiciones). Remarquemos que en el caso de Fourier, la familia
coskx, senkx,k > 1, son los atomos que permiten las representaciones conocidas. Sin embargo, para
el espacio de Lebesgue LP([0,27]) tales funciones no serian los dtomos requeridos ya que no tienen el
comportamiento adecuado que les permita ser ttiles en la practica. En 1938, Marcinkiewicz prob6 que las
mds simple descomposicién atémica para los espacios LP([0,1]),1 < p < oo, es dado por el sistema de
Haar.

2.1. Laidentidad de Calderon. [1964].
Alberto P. Calderén fue uno de los mas grandes analistas del siglo XX; en su profundo trabajo sobre in-
terpolacion compleja, introduce una identidad, la que afios después se relaciond con la teoria de ondiculas;
ella es una descomposicién atémica. Veamos. Sea 1 € L?(R™), la que Grossmann y Morlet en los afios
80 s llamaron una ondicula analizante. 1/; es su transformada de Fourier sujeto a la condicién

| 1P =1 cip. cerr.
0
Si ¢ € L*(R™), tal condicién implica que [g,, 1 (z)dz = 0.

Pongamos ¢ = ¢ (—), ¢ (2) = m¥(§) y di(w) = ().

Definamos: Q- = 1y * - y Q= 1/;,5 %+ (convoluciones).
La identidad de Calderdn es una descomposicién del operador identidad, y lo podemos escribir simboli-

camente via:
e LAt
- [ earf
0

o o dt
r= [ @i,

donde se remarca que el limite de la integral impropia es tomada en el sentido (norma) de L?(R).

esto es: Vf € L?(R) tenemos:
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Pasaron 20 afios desde el trabajo de Calderén hasta el redescubrimiento hecho por Grossmann y Morlet
en Francia en el marco de las aplicaciones. Consideraron a lo que llamaron la ondicula analizante v, la que
genera las ondiculas via:

1 d)(:cfb

==
a2 a

¢(a7b)(z) ), a > O, beR™
Esta familia de ondiculas ha de jugar el papel de una base ortonormal. Si f € L?(R™), los coeficientes
de ondiculas son los productos internos:

W(a,b) =< f,1bq >, donde en general < u,v >= [ u(z)v(z)dz.

De esta manera la sefial o funcién f es analizada via W (a, b).
La sintesis de f es obtenida via

oo
f(z) = /0 A W (a, b)\I’mb(x)db% (Ver JM.R. [12]).

La naciente teorfa de ondiculas se enriquecié mucho con el aporte, del entonces joven estudiante de
ingenieria, Stéphane Mallat, quién descubri6 semejanzas existentes en teorias en ingenieria y en la teoria
matematica de ondiculas. Esto fue en 1985. Asi, Mallat observé la intima conexidn entre las bases orto-
normales de ondiculas, descubiertas por Stromberg y Meyer, con los filtros espejos cuadratura inventados
por Croisier, Esteban y Galand para el teléfono digital, asi como con los algoritmos piramidales de Burt
y Adelson, inventados en el contexto del procesamiento numérico de la imagen. Otro notable progreso
fue conseguido con la introduccién de las ondiculas de soporte compacto por I. Danbechies (1988), quien
complet6 el trabajo de Haar.

Asf, para cada entero 7, ella construye una base ortonormal para L?(R) de la forma 27/2W,.(272 — k),
donde j, k son enteros tal que:

1. El soporte de v, es el intervalo [0, 2r + 1];
2. [% x"py(x)dz =0, n=0,1,..mn;
3. Si r estd cerca de %, 1), tiene -y, derivadas continuas (y es una constante).

Si r = 0, lo propuesto se reduce al sistema de Haar.

De aquel entonces (inicios de los afios 1990’s) hasta la actualidad, la produccién de nuevas ideas, teorias
y aplicaciones a variados campos ha sido muy abundante, lo que se objetiviza en una gran abundancia de
trabajos producidos, y en la publicaciéon de un también gran nimero de libros que se han escrito sobre
ondiculas y sus aplicaciones.

3. En los dominios del analisis de Fourier.

3.1. El espacio [(Z). (Ver [4] para mayores detalles). Primero veamos algunas consideraciones
generales sobre espacios de Hilbert. Sea X un espacio producto interno (complejo), de dimensién infinita
(o de dimension finita), con producto interno <, >.

Siu € X, sunormaes ||u|| =< u,u >*/2. Una sucesi6n (u, )ncz converge au € X si

Ve > 0,dN € Ntalque Vn > N setiene, |Ju, —ul| <e.

Diremos que (uy,)nez es una sucesién de Cauchy en X si Ve > 0,IN € N talque Vm,n > N,
[t — un|| < e.
Si (u,,) es convergente en X, entonces ella es de Cauchy en X. El reciproco no es cierto en general.

Definicion 3.1. Un espacio producto interno (complejo) X es llamado un espacio de Hilbert (o un
espacio completo) si en X toda sucesion de Cauchy es convergente.

3.2. Series en un espacio de Hilbert. Sea H un espacio de Hilbert y (uy,),cz una sucesién en H;
N S . .
sea Sy = ) ,__ n Un Una suma parcial simétrica. Decimos que la serie ) |
sucesion (Sy) converge a w en H en el sentido dado antes.

nez Un converge a u en H sila

Un )nez €8 un conjunto ortonormal en H si < wuy,, Uy, >= 0,71 7 m; < Uy, Un >= ||lu,||? = 1.
( ) € ] )



Ortiz A.- Selecciones Matemdticas. 2022; Vol. 9(2): 395-422 401

Diremos que (u,, )nez en H es un sistema ortonormal (s.0.n.) completo si es ortonormal y si el dinico
elemento v € H tal que < u,u, >=0,Yn € Z,es u = 0.

Entremos ahora al espacio de Hilbert particular [?(Z), donde remarcamos que Z es el conjunto de
nimeros enteros. Consideramos sucesiones de nimeros complejos definidos sobre los enteros:

2= (0, 2(—2),2(—1),2(0), 2(1),2(2),...) 6 z=(2(n))nez.

Definicion 3.2. 1?(Z) = {z = (2(n))nez/z(n) € C,3, oz |2(n)|* < oo}. 12(Z) es un espacio

vectorial, si z,w € 1*(Z), consideramos el producto interno < z,w >= Y. . z(n)w(n). < z,w >= 0
significa z L w. Si z € (Z), ||2]| = (3,,cz |2(n))/2.
Asi, I2(Z) es un espacio normado, también un espacio métrico con la métrica d(z, w) = ||z — w]|.
Para muchos propésitos son ttiles las desigualdades:

1/2 1/2
Z [z(n)w(n)| < (Z |z(n)|2> (Z |w(n)|2> = ||z]|||wl], desigualdad de Cauchy-Schwarz,

ne”Z ne”Z neZ

1/2 1/2 1/2
(Z |z(n) + w(n)2> < (Z |z(n)|2> + (Z |w(n)2> , desigualdad triangular.

nez ne”Z nez

Remarcamos, si z; y 2 estdn en [?(Z), diremos que () — 2 en [?(Z) si Ve > 0,3IN € N tal que
Vk > N, tenemos ||zx — z|| < €. (21) es una sucesién de Cauchy en [2(Z) si Ve > 03 N € N tal que
Vk,m > N, tenemos ||z, — zm|| < €, entonces, [?(Z) es un espacio de Hilbert, de dimensién infinita,
donde se considera la base estandar (e;) ¢z definida asi:

l..sin =j,

ej(n) = ' ‘
0...sin # j.

Luego, si 2 = (2(n)) € I*(Z), tendremos » = 3, z(j)e;-
Nota 3.1. [? desemperia un papel natural en el estudio de los espacios de Hilbert de dimension infinita.
Ast, tenemos los siguientes resultados:

Lema 3.1. Sea H un espacio de Hilbert; (a;) jcz un conjunto ortonormal (o.n.)en Hy z = (2(j))jez €
12(Z). Entonces la serie > jez 2(d)a; es convergente en H 'y tenemos:

1> 2(agll> = 120) 3.1

jez JET

Demostracion: Sea Sy = Z;.V:_N z(j)a;, N =1,2,3,... Para N > M tenemos:

sy =SulP=ll 3 GalP= 3 LG (32)

M<|jISN m<|j|[<N

Pero
> 12()1? < o0,
JETZ

luego (sv) es una sucesion de Cauchy, estoes: dadoe > 0,3K € Ntalquepara N > M > K, 3\ jjj<n |2(5)]? <
€.

Desde que H es completo, (Sn)n € Nes convergente en H, estoes: ;5 2(j)a; converge en H.

Finalmente probemos (3.1). Sean 2 = Y7, z(j)v; y w = Y 7_, w(j)v;, donde {vy, ..., v,} es un
conjunto ortonormal ; entonces:

<z,w>=

-

1

n N
2()w(j), IIZHZZZIZ(J')I2 lego, [lswll*= Y ().

J j=—N



402 Ortiz A.- Selecciones Matematicas. 2022; Vol. 9(2): 395-422
Pero,
SN = s= Zz(j)aj en H.
JEL

Por tanto (|| || es continuo), limyx o ||Sn || = ||5]]- O
Lema 3.2. Sea H un espacio de Hilbert, (a;) un conjunto o.n. en H; f € H. Entonces:

(< fra; >)jez € IP(Z) y Z|<f7aj>|2§||f||2-
jEL

Demostracion: Sea Sy = Z;‘V:—N < f,a; > a;, N =1,2,...; entonces

Nf=SnIP=<f.f>—-<f,Sv>—<Sn.f>+<SNnSn>.

Pero

N
<LSy>=<f Y <fa>a;>

j=—N
N

Y <Fa;></fa;>

i=—N

N
= Z |<faaj>|2'

j=—N

También,

<SN,f>:W

N
= Z |<faa‘j>‘2
j=—N

N
= Z |<f,aj>\2.
j=—N

Ademas, (version finita de (3.1)):

N
1SNl = > 1< fa; > %
j=—N

Por tanto:
N N
W =SnllP=1If1P=2 > I<fia;>1P+ Y |<fa;>
j=—N i=-
N
=IfIP= > I<fia;> >0,
j=—N
esto es:
N
S I< fap > P <IfIP
j=—N
Si N — oo, obtenemos la tesis. ]
Resumiendo:

Dados (aj)jcz y f en H, lasucesion (< f,a; >)jer estd en [*(Z) y por el lema3.1, la serie
> < f,a; > a; converge en H.
Ahora, ;Bajo qué condiciones sobre (a;), tendremos > < f,a; > a; = f, Vf e H?
El siguiente resultado nos da una respuesta.
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Lema 3.3. H es un espacio de Hilbert; (a;) jcz un conjunto o.n. en H. Entonces, (a;) jez, es un conjunto
o.n. completo si y solo si f = Zjez < f,a; >a;,Vf e H.

Demostracion:

=) Sea f € H.Laserieg =3, , < f,a; > a; converge en H (lemas 3.1y 3.2).

Se tiene < g, a,, >=< f,a,y, >,YVm € Z. Luego, < f — g,a,, >=0,VYm € Z.

Pero, por hipétesis (a;); € Z es o.n. completo. Asi f = g.

<) Setieneque Vi € H, f =) < f,a; > a;;luego, si < f,a; >=0 Vj,esclaroque f =0. O

Lema 3.4. Sea (a;) jcz un conjunto o.n. en H. Entonces, son equivalentes:

1. (a;) es completo,

2. Espacio generado por (a;) = H,
3. Vf € H, tenemos klim [|f — Z?:l c;jaj]| = 0; ¢; es coeficiente de Fourier asociado a (a;),
— 00

4. || £II? = 3272, lej|? (Identidad de Parseval).
Demostracion:
1 = 2) Sea M = espacio generado por (a;); si tuvieramos M +# H, entonces existiria a # 0 en
H — M y de esta manera, existirfa b # 0 tal que b L. M y por tanto se tendria b L a;, V. Esto contradice
la hipétesis de ser (a;) un conjunto maximal.

2 = 3) . Tenemos M = H, luego dado ¢ > 0 tendremos ||f — Zle aja;|| < e para alguna com-
binacion lineal de los a;s. Y desde que los coeficientes de Fourier dan la mejor aproximacién, tendremos

k
If =25 sl < e

3 = 4). Tenemos, || f — Z§:1 cja;||? =< .. >=||f|]* - Z§:1 |cj|?. La tesis sigue tomando limite
k — oo.

4 = 1) Tenemos, || f[|* = D272, |ej|* = 2272, | < f,a; > |?; luego, si < f,a; >= 0se tendrd f =
0. |

Definicion 3.3. Un espacio de Hilbert es llamado separable si posee un conjunto o.n. completo (que
puede ser finito o enumerablemente infinito).

3.3. Proyecciéon Ortogonal. Un importante concepto en el analisis multiresolucién, que permite cons-
truir ondiculas es el de proyeccion en espacios de Hilbert. Veamos brevemente algunas ideas.
Sea (a;) un conjunto o.n. en un espacio de Hilbert H, y el subespacio de H,

§=19> 2(fag/z= (2())jez € P(2)

JEZ

Definicion 3.4. Si f € H, definimos Ps(f) = ZjeZ < f,a; > a; (la serie converge por los lemas 3.1
v 3.2). Ps(f) es llamado el operador proyeccion de f sobre S. Ps es llamada la proyeccién ortogonal
sobre S.

Lema 3.5. Sea H un espacio de Hilbert. S 'y Ps son como antes; entonces,

1. Vfe H Ps(f)eS;

la transformacion Pg : H — S es lineal,
siu € S, Psu = u;
Vf e HYu € S, tenemos < f — Ps(f),u >= 0 (propiedad de ortogonalidad.)
Vf € H,Yu € S, tenemos ||f — Ps(f)|| < ||f — ull; se tiene la igualdad solamente para
u = Ps(f) (propiedad de la mejor aproximacion).
Para mayores detalles ver M. Frazier [4].

3.4. El espacio L?([—7,7]) ([4]).

Lk

Definicion 3.5. L?([-m, 7)) = {f : [-m, 7] = C/ [ _|f(0)[?dd < oo}

L?([—7,7]) es un espacio vectorial y un espacio producto interno, con el producto interno

T

<hg>=5- [ FO50. 1,9 1277

|m=(;/1ﬂwmom.

Se le asocia la norma
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Son también utiles las desigualdades:

1 g 1 g 1 g
1£(0)9(0)]d0 < (—— / 1£(0)2d0) /2 (- / 19(0)2d0)1/2, Desigualdad de Cauchy-Schwarz

o7 o 27 2

(i/ 1£(0) + g(0)[2d0)'/? < (QL/ |£(6)2d6)/? + (QL/ |9(9)|2d#)'/?, Desigualdad triangular.
7r T

2T - -7 -

—T

3.4.1. L?([—n,7]) es un espacio de Hilbert. El conjunto de funciones {e""?},,c7 es llamado un sis-
tema trigonométrico, y un polinomio trigonométrico es una funcién de la forma Zﬁ;f N cpe™ para algiin
N € Ny algiin conjunto de nimeros complejos {c,, }n=—n, .. ~. Se verifica que un sistema trigonométrico
es un conjunto o.n. en L2([—m, ).

Algo més; el mencionado sistema trigonométrico es completo en L?([—, 7).

Sea f € L'([-m,7]), estoes, [T [f(0)|d0 < oo.Sin € Z,< f,e™ > es llamado el n-ésimo
coeficiente de Fourier de f. Laserie ) ., < f, e > "9 es llamada la serie de Fourier de f.

Lema 3.6.

1. Seaz = (z(n)) € I*(Z). Entonces, la serie ", ., z(n)e™" converge a un elemento de L*([—m, m]).
2. Sea f € L?([—m,n)). Entonces la sucesion (< f,e™? >),, estd en 1*(Z)y

. 1 4

Z| < fem > 2= 2—/ |£(0)2d0 = ||f||?, Formula de Plancherel.
i

neZ

3. sif,g € L*([—m, ), entonces

< f,g>= Z < f,em > < g enf > Férmula de Parseval.
neZ

4. Para todo f € L*([—m, 7)) tenemos f(0) = Y ,.cp < f,€" > €™ en la topologia de
L3([—m, 71]); ademds |Z£L_N < f,em > eimf — f|| =0, si N — oo.

3.5. La transformada de Fourier sobre [*(Z).

Definicion 3.6. La aplicacion

es llamada la transformada de Fourier sobre 1?(7).

La serie es interpretada como su limite en el L?([—n, 7r])-sentido. La existencia de este limite estd ga-
rantizado por el lema 3.1 y por el hecho de que el sistema trigonométrico es un conjunto o.n. en L?([—7, 7]).
Por otro lado, el lema 3.2 y por la mencionada propiedad del sistema trigonométrico se tiene que la sucesion
(< f,e™ >), estden [2(Z), donde f € L?([—n,7]). Asi, tenemos:

Definicion 3.7. La aplicacion

Vi L*([—m, 7)) = 1*(Z)
f= 1

donde: f¥(n) =< f,e? >= % ffﬁ f(0)e="04d0, es llamada la transformada inversa de Fourier.

Lema 3.7. La aplicacién A es inyectiva 'y sobre, con inversa . Si z € 1?(7) se tiene

z(n) = (2)¥(n) ! /7r 2(0)e~™%q9.

:% -

Ademds, si z,w € 1*(Z), se tiene:

1 T
<z,2w>= E z(n)w(n) = 2—/ 2(0)w(0)dh =< 2,0 >, Identidad de Parseval
™
nez -

1
12]]? = Z |z(n)|* = %/ 12(0)|2d0 = ||2]|?, Identidad de Plancherel.

nez -
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Demostracion: Sea z € 1?(Z), entonces

2V(n) =< 2, > =< Z e em? >— 2(n),
meZ
luego (2)V = z. Por tanto, si () = w(0), (2(0))Y = (w(0))Y, 6 z = w.
Luego A es inyectiva. Veamos que A es sobre. Sea f € L?([—m,]). Luego, por Lema 3.6 parte 4,

tenemos
X < et e =3 Fnet = (7).
= < fre™ f e (f) .
n
Luego A es sobre, con inversa V.
Por otro lado, si z,w € [?(Z), sean f = 2y g = 0, con f,g € L*([~,7]). Luego:

<fg> = Y,ep<[f.em><gen? > esto es,

Zaw> = Y.< 2,60 > < b, eind >

= D ohezimw(n) =<zw>.
]
3.6. Convolucién en l2(Z) [4]. Sean z,w € I>(Z), m € Z; por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

> lz(m n)| < (Y lz(m =n) )2 (Y fwn)P)? = 2] [wl].

nez nez nez

Definicién 3.8. Sean z,w € 12(Z) y m € Z. Definimos la convolucién de z y w, z * w, via:

(zxw)(m) = Z z(m — n)w(n).

nez

Corolario 3.1. Si z,w € I>(Z), |z x w(m)| < >, o7 [2(m — n)w(n)| < ||z]| [|Jw]].

Luego, z x w es una sucesion acotada, esto es, z x w € 1°°(Z), pero, no necesariamente tenemos que
2% w € [1?(Z), para lograr esto se introduce la siguiente idea:

Sea z = (z(n)) una sucesion de mimeros complejos. Decimos que z es sumable si ), ., |2(n)| < oco.

Definicion 3.9. I (Z) = {z(n)nez = z/2(n) € C, z es sumable}

Si z € IY(Z), definimos la norma ||z||; = ", ., |2(n)|. Entonces I'(Z) es un espacio vectorial,
normado. Tenemos ahora el:

Lema 3.8. Sea 2 € I2(Z),w € I*(Z), entonces z x w € I>(Z) y ||z x w|| < ||2]| ||w]||1

Demostracion: Para cualquier m € Z, tenemos:

| z(m—nyw(n)| < X |z(m = n)| [wn)]wn)]/?
(X [z(m = n)Plw(m))/2 (3 lw(n)])'/2
[lwlly/(3 [2(m = ) [2w(n)|)1/2.

IN

Luego,

||Z * ’LU||2 = ZmEZ | ZnEZ Z(m - n)w(n)\Q
lwlls ez Xonez [2(m = n)Plw(n))|
lwll Xopez w(n) 3,ez [2(m —n) 2.

Pero, Y-, - |2(m — n)|? = (cambio de variable) = ||z||?.
Conclusién:
|25 wl[* < [Jw][F]]=]]*. 0
Otras propiedades de la convolucion son dadas por el

IA

Lema 3.9. Sean v, w € [1(Z), z € I>(Z). Entonces,
1. (zxw)(0) = 2(0)wl c.t.p.
2. zxw=w*z
3vx(wxz)=(vxw)* 2
Sea z € 1?(7). La reflexion-conjugada de z es definida via: Z(n) = z(—n),n € Z.
Tambien definimos z*(n) = (—1)"z(n).
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3.7. El espacio de Lebesgue LQ(R) [4]. Inicialmente, el analisis-ondiculas era referido a las ondicu-
las sobre la recta R. Luego se la extendié a dominios mas generales. En esta seccién veremos aspectos
basicos del andlisis de Fourier sobre R.

Sea L*(R) = {f : R — C/ [, | f(2)|*dz < oo}, con producto interno < f,g >= [; f(z)g(x)dzy
norma || f|| = ([ |f(z)|?dx)'/2. Tenemos las usuales desigualdades:

L folf(@)

21 + gl < M1 £11 =+ Nlgll-

Diremos que f, — fen L*(R) si||f, — f|| = 0,n — 0,n — o0o. Sea el espacio L' (R) = {f : R —
C/ [x|f(x |dac < oo} con la norma || f||y = [ |f(2)|dz. Diremos que f es integrable si f € L'(R).
Si f e LYR),| [ f(@)dz| < [ |f(2)|dz = ||f|]i. L'(R) es un espacio vectorial normado, pero no un
espacio producto interno.

3.7.1. Convolucion sobre R. Sean fy g dos funciones definidas sobre R, tal que c.t.p. z € R se tiene
Jg If(z = y)g(y)dy| < co. En estas condiciones se define la convolucién

frg:(fro)a /fx—
Nota 3.2. (f + g)(x) = 0si [ [f(z — y)g(y)|dy = oo

Via un cambio de variables, verificamos que f x g = g * f.

Lema 3.10.
1. Si f,g € L*(R),|(f * g)(@)| < [|f]| lg]l, V& € R entonces f x g € L=(R).
2. 8if,g€ L'(R), [|f * gl < |Ifll1llgll1; estoes, f+ g € L'(R).
3. Sif € L*(R),g € L'(R), [|f = gll < |Ifll llglls; esto es, f g € L*(R).

Demostracion:
1.
I(fxg) (@) = [[flz—y)glydyl < [1flz—y)llg(y)ldy
< ([1f(=—=y)Pdy) ([ g(y)ldy)* = || £1] 19l;
luego  [(f*g)(=)| < [fllllgll, V= €R.
2.
f*glli = [I(f*g)(@)|dz < [ [[f(z—y)llg(y)|dydz
= flg flf (z —y)|dx)dy, = [|g]|1]| f]1,
luego  |[[f*glli < [Ifll gl
3.
I(fxg) (@) < [IfW)]lg(x—y)|dy
= [1fW) gz —y)"?g(z — y)*/?|dy
< (JIfWPlg(z = y)ldy)2([ lg(z — y)ldy)*/>.

Luego,  [(f *g)(x)[?

IN

gl (J | f(W)IPlg(z — y)|dy)dx
gl [ 1f () Pdy [ 1g(x — y)|da;

estoes ||f * g||* <

De 1la anterior discusion extraigamos dos ideas:

Sea f : R = C,y € R; definimos R, f(x) = f(z — y)... translacion de f,y f(x) = f(—x)... refle-
xidn-conjugada de f.

Se verifica que si f,g € L?(R), z,y € R, entonces:
1. <R,f,Ryg >=< f,Ry_29 >
2. < f,Ryg>=(f*3)(y).
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3.7.2. Dilataciéon. Parala funcién g : R — C,t € R, > 0, definimos la dilatacién
gt N R — (C

1 =z
x = gi(x) = Eg(;

).
Definicion 3.10. Sea g : R — C una funcién tal que:

C1

lg(z)| < m,

Vx € R yalguna constante Cf; / g(z)dz =1
R

Entonces {g}, es llamada una aproximacion de la identidad.

Definicién 3.11.
Sea f € L*(R),r € R es llamado un punto de Lebesgue de f si lim;_,o+ ﬁ ffh |flx —y) —
f(2)ldy = 0.

Lema 3.11. Si f € LY(R), entonces c.t.p. x € R es un punto de Lebesgue de f.

Teorema 3.1.
Sea f € L*(R) y {gt }+>0 una aproximacion de la identidad, entonces para todo punto de Lebesgue de

f (para c.t.p. x € R) tenemos lim;_,q+ (gt * f)(x) = f(z).

3.7.3. Transformada de Fourier sobre R. Sea el producto interno < f, ¢ >= [, f(z)e”"¢dx. Si
f € L*(R), tenemos | [, f(x)e™“* dx| < || f|]1. Esto justifica la

Definicién 3.12. Si f € L'(R), ¢ € R, definimos }(f) = [ f(z)e ¢ dx.

A
f es la transformada de Fourier de f; la aplicacion © es llamada la transformada de Fourier.

Sig € LY(R),x € R, definimos E la transformada de Fourier inversa de g

1

9= 5 | g©)eede,
T JR

la aplicacion V es llamada la transformada de Fourier inversa.

A A
Para tener la deseada formula de inversion f(z) = (f)¥(z) = 5= [z f(£)e™**d¢, se impone la condi-

A
cién de que fy f pertenezcan a L' (R).

A
Ademds, tales condiciones permitirdn definir f si f € L?(R). Obviando la introduccién de una ade-
cuada funcién gaussiana, se tiene la siguiente versién de la inversa de Fourier sobre L' (R).

A
Teorema 3.2. Sea f € L'(R), tal que f € L*(R) entonces:

fla) = 5= [ Teeas

en todo punto de Lebesgue x de f.

A
Corolario 3.2 (Unicidad de la transformada de Fourier en L' (R)). Sean f,g € L' (R) tal que f = 9
c.t.p. Entonces f = g c.t.p.

Demostracion: Por el teorema 3.2, f — g = (JA‘ - Q)V =0c.tp. O
Nota 3.3. También se tiene f = (}/f)/\
Lema 3.12. Sean f,g € L'(R) y 3\“, g € LY(R), entonces:

I f.0.1.9 € L*(R);

2. < 3\6,6 >=2r < f,g >, Parseval,

3. ||JA”H =27 £l Plancherel.
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A
Lema 3.13. Sea f € L*(R) y la sucesion (fn)n=1,2,.. tal que f,,f, € L*(R),Yny f, — fen
L?(R). Entonces:
A
1. (f,) — F en L*(R), para algiin F € L*(R).

2. Sea (gn) otra sucesion tal que gn,g € LY(R),Vny g, — f en L?(R). Asi por I, Qn — Gen

L?(R), para algiin G € L?(R). Entonces G = F c.t.p., donde F es como en 1.
A

3. Sife LY(R)NL*R)y F es como en 1., entonces F = f.
Definicién 3.13 (Transformada de Fourier en L2(R)).

A
Sea f € L*(R); (fn) tal que f,, f, € L*(R),Vny f, — f en L3(R). Definimos la transformada de
A A A A
Fourier de f, f, siendo el limite de (f,)) en el sentido L?(R). Ast, f = limf, en L?(R).
v v v
También definimos f, la transformada de Fourier inversa de f € L?(R) via f = limf,, en L?(R).

A
Nota 3.4. Observemos que para f € L*(R), f es definida como una funcién de L*(R), y no puntual-
mente como en el casi de f € L*(R).
Se tiene A : L?(R) — L2(R) y vV : L3(R) — L3(R).
Teorema 3.3. si f,g € L?(R), entonces
A
1. <f,§>:27r<f,g>
A
: HfU = V2| f]]
3. <f,§>:%<f,g>
v
4. If1l = =11
Corolario 3.3. Sea f € L?(R), (f,) en L*(R), tal que f,, — f en L*(R), entonces:

N

N N
fo—f en L2*(R), (3.3)
Jvfn — Jvf en L*(R). (3.4)

Finalmente, en nuestro recorrido por los dominios del andlisis de Fourier, tenemos el siguiente resultado
central:
A \2

Teorema 3.4. Si f € L?(R), entonces f = (f) y f = ()"

Demostracion: Seleccionemos una sucesion ( f,, ), donde f,,, ?n € L'(R) tal que f,, — f en L*(R).
Por la definic6n de } se tiene ?"’n — ?’ en L2(R).

Por (3.4) del corolario, tenemos (g\fn)v — (})V en L?(R). Pero, (3\““)\/ = fn — fen L?(R). Luego
() = 1.

Similarmente, por (3.3) del corolario, tenemos:

(F) = lim(f)" = limf, = f en I*(R). 0

Observacion 3.1. Observacion El teorema 3.4 nos permite afirmar que A : L*(R) — L*(R) es un
operador inyectivo y sobre, con inversa \/ : L*>(R) — L*(R).

Nota 3.5. Para mayores detalles ver M. Frazier [4]

4. En el mundo de las ondiculas (ver [7], [3], [5], [11]).

4.1. Ondas y Ondiculas. Vivimos en un mundo lleno de ondas y de ondiculas, una ondicula es una
onda pequefia, es decir, es una onda amortiguada que tiende a cero en el infinito. Los hombres y los anima-
les en general, nos comunicamos gracias a ciertas ondas que son procesadas por el oido ”con un algoritmo
tipo ondicula”. Al presionar una tecla de piano, observamos que el sonido va decayendo hasta desaparecer
(va a cero en el infinito-tiempo). Escuchar el Quinto concierto de piano de Beethoven ("El Emperador”)
significa desde el punto de vista matematico disponer de un conjunto de ondiculas de diversas frecuencias,
ritmos, tiempos, ... y de “mads cosas”, cuya resultante (sintesis) es la hermosa melodia que escuchamos.
El procesamiento de tal enorme conjunto de informacién es hecho en forma veloz por nuestro oido y por
nuestro cerebro.

Venimos de recorrer parte del dominio del andlisis de Fourier. Por muchas décadas este andlisis (series
y transformadas de Fourier) sirvi6 para estudiar diversos problemas (periodicos) del andlisis armonico, de
la fisica, de la ingenieria, entre otros dominios. Como hemos mencionado tal andlisis, atin cuando sigue
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vigente, es insuficiente en diversas situaciones que provienen de la teoria de la sefal, sobre todo de sefiales,
por ejemplo, que provienen del cerebro humano que son altamente singulares, sujetos a cambios violentos
en breves espacios de tiempo.

Como sabemos, la idea fundamental es asociar a una funcién f, que estd en un cierto espacio de
funciones, una serie trigonométrica de la forma Zzozfoo cne™®, donde los coeficiente c,, dependen de f.
La funcién basica es la onda sinusoidal ¢)(x) = €' = cosx + isenx, y es la tinica requerida para generar
todas las funciones 27— periddicas, cuadrado-integrables (L2(0, 27)). Pongamos 1, (z) = €%, n € Z; ¢,
representa dilataciones de . Si n es muy grande en valor absoluto, diremos que v, () tiene alta frecuencia
y si |n| es pequeo, v, () tiene baja frecuencia. Por tanto, cuando representamos f € L?(0, 27) en su serie
de Fourier, estamos representando f como una composicion de ondas de diversas frecuencias (incluyendo

las bajas y las altas). Por otro lado, se sabe que

1 T

< ¢ma¢n >= ﬂ ¢m(x)¢n($)d’£ =0,m 7é n;

es decir, la familia (1),,)nez es ortogonal, y tendremos f(z) = >, cothn(z). Asi mismo, en el
analisis de Fourier conocemos a la identidad de Parseval

1 271' 2 2

f(@)[Pde = leal?,

2 0 nez

“puente”’que permite comunicar a los espacios de Hilbert L?(0,27) y 1?(Z). Tal “puente”deseamos que
exista cuando definamos a la ondicula. Remarcamos que v y ,, son ondas, no ondiculas. Ahora recor-
demos al espacio de Hilbert L2(IR). Lamentablemente las ondas 1, no pertenecen a L?(IR) pues ellas no
tienden a cero en el +00, lo que si sucede con toda funcién de L?(R).

Asf surge la tarea de buscar o construir ondas pequefias u ondiculas que generen L?(R). Como en el
caso L2(0, 27) se desea construir una sola funcién 1 y que via dilataciones (y traslaciones), generen L?(R).
Las translaciones surgen en la necesidad de abarcar toda la recta R. Por razones de eficiencia computacional,
se usan potencias enteras como dilataciones, dilataciones binarias. De esta manera las ondas pequefias
tendran la forma

V(2w — k) = (2 (x — %)M ke

donde observamos que se consideran translaciones diddicas. Para toda funcién (o sefial) f € L%(R), se

desea que ella sea representada en funcién de todas las ondiculas o dtomos.

Conclusion:

Dada o construida ¢ € L*(R), con [[¢|| = ||¢||r2 = 1, consideramos la familia {¢; x(z)}, con
Yin(®) = 29/%2)(2"x — k),j,k € Z donde observamos que el coeficiente 27/2 ha sido colocado para
tenerse |[1); || = 1 = |[¢||. Luego se puede ensayar la siguiente nocion de “ondicula ortonormal”(0.0.n.)

Definicién 4.1. Una funcion 1 € L*(R) es llamada una ondicula ortonormal si la familia {1} =
{29/24)(27x — k)};.rez es una base ortonormal, esto es, si tenemos

< VYjk, Vim >= 010km; J k. l,m €Z  donde

s _flei=k
PET0 £k,
y para todo f € L*(R) se tiene

fl@) =Y cjptin(@), (4.1)

J,k€Z

donde la convergencia de la serie es la topologia de L?(R), esto es, tenemos

N Ny

li — Y el =0
aew ¢jaeti il

k=—Ms k=—M,
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La serie (4.1) es llamada una serie ondiculas. Por analogia con las series de Fourier,los coeficientes c;
son llamados los coeficientes de ondiculas y son dadas por

Cj.k =< f7 \I/j’k > . (42)

Nuevamente, en analogia con la transformada de Fourier, consideramos la siguiente transformada integral
sobre L2(R); sia > 0, —00 < b < o0,

_ o x—b
(Tufba) =l 7 [ f@)u(* o, € I*(®) “3)
Entonces los coeficientes de ondiculas c; ;. son dadas via:
E 1
ik = (Tyf) <2j7 QJ) : 4.4

Ty es llamada transformada (integral) de ondicula relativa a la ondicula 1. T’ es la transformada de
ondicula continua. En analogia a la relacién entre las series de Fourier con las transformadas de Fourier, la
serie ondicula y la transformada de ondicula estan relacionadas via (4.4).

Histéricamente, en el espacio de tiempo entre la transformada de Fourier y la transformada de ondicula
continua, se consideraron otras transformadas, entre las que destacamos a la transformada de Gabor, que
presentamos a continuacion.

4.2. La transformada de Gabor([2],[5]). Las sefiales pueden ser digitales o analégicos. Un ejemplo
de sefial digital es la ”delta”

1.n=0
o) == {On #0 ;

y de sefial analdlogica, la funcién “escalén”de Heaviside

Ht) == {1...1& >0 .
0.t <0

En general, la idea es aproximar sefiales analdgicas via sefiales digitales. Sea f una sefial analégica, con

A
energia finita, esto es, f € L?(RR). Su transformada de Fourier f proporciona informacién espectral de la
sefial. Recordando que:

o= e,

vemos que cualquier perturbacién de la sefial en una pequefia vecindad
de x, afectard la informacidn de la sefial. Es decir, observando el compor-
tamiento local de f, tal transformada no es ttil para obtener informacién 9(@)
del espectro. Esto fue observado por D. Gabor en 1946, quien introdu-
jo una simple pero muy util idea: Cortar el integrando via una funcién
”ventana”g(x — b), donde el pardmetro b sirve para transladar la ventana
por todo el dominio real (tiempo); ella sirve para localizar en la variable
x. La figura adjunta nos ilustra una ventana g(x). Gabor usé la familia
de funciones Gaussianas

Figura 4.1: Ventana g(x).

Jo(x) = 2\/ﬁe_@ﬂonde a > 0es fijo. (ver [1])
Definicion 4.2. Sea f € L*(R); su transformada de Gabor es definida via:

Gral O = (0O = | e () gl — ).

— 00 ‘

Figura 4.2: Funcién gaussiana
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G(f) localiza a la transformada de Fourier en una vecindad de x =

n.

Definicion 4.3. v € L*(R) es llamada una funcién ventana si zv(z) € L*(R).

El radio de la ventana v(z) es definido siendo

1 oo 1/2
Ny =7—F7— </ (x — t*)2|v(x)|2dm>
lvllzz \J-o
donde: t* = W [ x|v(x)|*dz es el centro de la ventana.
L2

. 2
Por otro lado, si a > 0 es conocido que ffooo e—ibzg—aa® g _ \/?e_%; en particular, (e‘m2)A(§) =

_& .
me~ 7. Luego,sié =0, = ﬁ tendremos:

[ ew@an= [ s [ ontamanis = Fee)

— 00 — 00

desde que / oz —m)dn = / 9o (y)dy = 1.

— 00 — 00

A
Conclusién: f es descompuesto en funcién de una familia de transformadas de Gabor (G, f),cr para
dar informacién espectral.
Ahora hagamos un simple pero sugestivo reemplazo: ge ,,(z) = €% g, (x — n); luego,

Gra1©) = [ " @) @de =< f.gen >

es decir, G, o €s una localizacion de la sefial f usdndose la ventana g¢ ,,. Esto es la idea de la transformada
de ondiculas.

AA
Ademés, desde que < f, g >= % < f,g >, tenemos

1 A A A
Gn,a(f)(f) = % < fvgg,n >=< fvhf,n >
donde  hen(y) = — 8. (1)
¢n\Y) = 2#95’” Y).

Asi, la informacion obtenida investigdndose la sefial f(z) en = n, usdndose la ventana g¢ () =

e“? g, (x — n), puede también ser obtenida observandose el espectro ?’(y) de f en una vecindad de la
frecuencia y = &, usdndose ahora la ventana h¢ ,,. g¢,, €S una ventana-tiempo (o espacio) y he , €s una
ventana-frecuencia.

El lector puede encontrar en [1], por ejemplo, otros detalles de
lo que estamos tratando. Asi se verifica que A, = /a,a > 0;
por tanto el ancho de la ventana g, €s 2+/a.

También se verifica el interesante resultado:
(208c,) (200 ) = (28,,)(20,1) = 2. .
De esta manera, el “area”de la ventana tiempo-frecuencia es ST | i
constante, donde el producto cartesiano '7:1 Tji,z z
R
2V 2y/a Figura 4.3: Ventanas de Gabor.

es llamado una ventana tiempo-frecuencia rectangular.
Generalizaciom
Sea v una ventana en general, y f € L?(R). Definimos la transformada de Fourier localizada via

Gn(F)(E) = / R

— 00
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Si ponemos vg ,, () = e*“v(x — n), obtendremos nuevamente
Cal©O) = [ fl@poen@de =< f.ven >

Asi G,,(f) nos da informacién local de la sefial f en la ventana-tiempo [z* +n — Ay, 2% 4+ n 4+ A,],
donde x* es el centro,
¥ = W 75 zfu(z)[Pda, y A, es el radio,

1 oo 2 2, \'/?
By = i (75— 22 lo()Pdz)
Si v (€) fuera una ventana (frecuencia, f@(f) € L?(R)), en forma andloga se define el centro £* y el

radio A, de la ventana @(f ).

Consideremos ahora la ventana Vg ,,(y) = i@gn(y) (con centro £ + £y radio Ay), entonces, por
Parseval, tendremos

G (1)(€) =< fven >=< f,Ven >

, de donde concluimos que G, (f) nos da también informacién local espectral de f en la ventana-frecuencia
[€ +& = Dy & +E+ Ay

Asi, nuevamente, se ha construido una ventana tiempo-frecuencia: [z* +n— A,, 2* +n+ A, x [§*+
£ — AQ, &4+ Ag]’ con ancho 24\, y con drea constante 4AUA1A).

Se observa que no es posible encontrarse una ventana de “tamafio”’mds pequefio o igual que el de las
funciones gaussianas g, (x). Mds precisamente, se tiene el

e e e . . A .
Teorema 4.1 (Principio de incertidumbre [1]). Sea v € LQ(R) una ventana tal que v es también una
ventana. Entonces, AUA@ > % (el drea de la ventana tiempo-frecuencia es > 2). Ademds,

1 i
ANVAVSES 3® v(z) = ce'@go(x —n), c#0,a>0, a,n €R.

El principio de incertidumbre establece que la energia difundida por una funcién y por su transformada
de Fourier no pueden ser simultaneamente pequeiias. El cldsico principio de incertidumbre fue desarrollado
en el marco de la mecanica cudntica (Heisenberg, Pauli, Weyl, Wiener,...) y fué interpretado por el fisico
Gabor en el contexto de la teoria de comunicaciones (1946), quien define dtomos tiempo-frecuencia como
formas de ondas elementales, y que tienen una minima difusién en el plano tiempo.frecuencia. Con el
propdsito de medir la “informacién”tiempo-frecuencia contenida en una sefial, Gabor propuso descomponer
la sefial en base a esos dtomos formas de ondas. Asi, él demostrd la importancia del procesamiento de la
sefial via localizaciones tiempo-frecuencia. La década de los afios 1920’s, alrededor del gran matematico
David Hilbert, fue un periodo del desarrollo del andlisis matematico moderno (el andlisis funcional) y de la
fisica tedrica. [10].

Luego de la segunda guerra mundial se produjeron muchos avances cientificos y tecnoldgicos. Asi, C.
Shannon descubri6 las leyes que gobiernan la codificacion y la transmision de sefiales e imagenes. N. Wie-
ner y J. V. Newmann trabajan en la relacion entre la 16gica matemadtica, la electrénica y la neurofisiologia,
entre otros campos; todo esto ha de preparar el terreno para el surgimiento de las primeras computadoras.
Se abrieron nuevos caminos en la ciencia; la teoria del muestreo, en particular el famoso teorema de Shan-
non, es importante en la teconologia digital, asi en la ingenieria de comunicaciones, en el andlisis de la
sefial, de la imagen, en la imagen médica, en radares,..., Las ondiculas estdn relacionadas con el resultado
de Shannon.

AN
Teorema 4.2 (de Shannon). Sea f € L' (R) tal que el soporte de f estd contenido en |—m, r]. Enton-
ces,

fo) = S fih) e =R,

ez (@ — k)

A A ,
Demostracion: Extenderemos f, 27 —periodicamente, a R. Sea su serie de Fourier: f(£) = 3 cpe ¢,
kEZ
A

A ] s A ] . .
donde ¢, =< f,e"* >= o [T f(&)e'*ed¢ = (f)V (k) = f(k). Luego, por la férmula de inversién de
Fourier,

fo) = 5 [ " eetas = o / S fkeineitde = 3 f (k) SR,

T keZ kEZ m(z — k)
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O

4.3. El analisis tiempo-frecuencia. Hemos visto que en el andlisis de Fourier las senales que se es-
tudian son funciones continuas, 27 —periodicas. La idea es descomponer la funcién en sus detalles basicos,
como son los senos y cosenos. El andlisis es dado por los coeficientes de Fourier, al que sigue una sintesis,
Sin embargo, el andlisis de Fourier no es el unico método para estudiar tal tipo de funciones. Existen otros,
como es el andlisis de ondiculas, el que es mds eficiente que Fourier en diversas situaciones. Mientras en
el andlisis de Fourier, los elementos basicos son tinicos (senos y cosenos), en el andlisis-ondiculas tenemos
muchas clases de ondiculas, es decir, se dispone de un banco de elementos basicos. Justo, el andlisis de la
sefial consiste en elegir apropiadamente las ondiculas-atomos, en funcién de las cuales la sefial es descom-
puesta. La ciencia contempordnea basa mucho de su progreso en técnicas usadas en el procesamiento de
la sefial. Por ejemplo, es usada en las telecomunicaciones (TV, teléfono,...), en el andlisis de la variacién
del clima, en el andlisis de imdgenes via satelites y otras aplicaciones. Las sefales 2-dimensionales son
Ilamadas imégenes. ([1],[6],[111,[12]).

4.3.1. Los atomos tiempo-frecuencia. La idea, ya presentada, es usar una familia de formas de ondas
basicas, las que son bien concentradas en tiempo y en frecuencia. A tal familia se le asocia una transforma-
cién lineal tiempo-frecuencia. Tales formas de ondas son llamadas dtomos tiempo- frecuencia o elementos
bésicos. Denotemos con (¢, ) ecr (donde v podria ser un pardmetro multi-indice) una familia general de
dtomos tiempo-frecuencia, que asumimos en L?(R), con ||o,|| = 1. A tal familia (¢,), y a cualquier
fe L2(R), le asociamos el operador lineal tiempo-frecuencia T, definido via

Tf) =<f, o, >= /_Oo f()e, (t)dt.

Sabemos, por la férmula de Parseval, que

1

:27r

T RO (©)de.

— 00

T(f(w))

Un caso particular de tal 7" es la transformada de Gabor, la que es conseguida usando
@u(t) = gue(t) = €®'g(t —u), (dtomo de Fourier localizado o “ventanizado™).

Como sabemos, estos dtomos fueron introducidos por Gabor en 1946 para medir los componentes
frecuencias localizadas de sonidos. La ventana g es de valor real y simétrica (g(t) = g(—t)), es transladada
por v y es modulada en la frecuencia £. Observemos que si ||g|| = 1, entonces ||g,.¢|| = 1,V(u, &) € R2.
Asi obtenemos la ya conocida transformada de Gabor (con una variante respecto a la anterior notacién)

o0
G(f)(uw,&) =< [, Gue >= / e () g(t — u)dt,

—00
la que también es llamada transformada de Fourier "corto-tiempo” (pues la transformada de Fourier es
localizada por ¢g(t — u) en una variedad de ¢t = w).

Volvamos al caso general de los dtomos tiempo-frecuencia. Sea v una ondicula “progenitora” en el
sentido de que ella genera dtomos-ondiculas de la forma
t—u

SOV(t) = ws,u(t) = 3_1/2¢(7)'

S

Las funciones de Fourier localizadas y las ondiculas tienen sus energias bien localizadas en tiempo, en
tanto que la transformada de Fourier es bien concentrada en bandas de frecuencia limitadas. ;Cémo es la
representacion tiempo-frecuencia de un dtomo ¢, ? Veamos.

Como ||@,[|? = [7_ |y (t)|?dt = 1, podemos interpretar |, (t)

|2 como una distribucién de proba-

bilidad centrada en u, = ffooo t|¢(t)|?dt. Asi, la propagacion alrededor de u, es medida por la varianza
of(v) = [7_(t — u,)?|, (t)|?dt. Via Plancherel tenemos [~ 15, (€)[2d€ = 27| |ou ||2.

. A S
El centro-frecuencia de ,, es entonces definido via:

1 o0
&5 [ abore

y la difusién alrededor de &, es

2 =5 [ E-arip ke

—00
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La resolucién tiempo-frecuencia de ¢, es representada en el plano (¢, ) P
tiempo-frecuencia por una caja de Heisenberg, de centro (u,,&,) y cuyos la-
dos miden o4(v) y o¢(v). El principio de incertidumbre de Heisenberg (teo-
rema 4.1 ) establece que el drea del rectangulo es al menos % En general: S
010¢ > % Es importante resaltar lo siguiente: no existe funcién alguna que 5> SN
sea perfectamente bien concentrada a la vez en el punto ¢, y en la frecuen- D Cajade
cia &. Solamente los rectangulos con area % pueden corresponder a 4tomos el i Heiserbere
tiempo-frecuencia. {L

Sea (u, &) un punto arbitrario del plano tiempo-frecuencia; supongamos
que exista un tnico dtomo ¢, (u, &), centrado en (u,&). Entonces la caja Figura 4.4: Caja de Hei-
tiempo-frecuencia de ¢, (u, &) determina una vecindad de (u, &), donde la senberg.

energia de f es medida por

Oo P
< Frpuue > 2 = | / FOpvime Odt.
—o0

Definicion 4.4. Pr(f)(u,&) = | < f, ¢u(u,e) > |* es llamado una densidad de energia.
En el caso de los 4tomos de Gabor, la densidad de energia se llama un espectrogramo:

Pa(f)(u,€) = G(f)(u, €)I* = I/_oo F)g(t — e dt]?,

lo que mide la energia de f en la vecindad tiempo-frecuencia de (u, £), dada por la caja de Heisenberg de

Gu,g- .
El d4tomo de Gabor g es una funcién par, luego g, ¢ (t) = €**'g(t — u) estd centrada en u. Luego:

oo

o2 = / (t — u)2|guc(t)Pdt = (cambio de variable) — / £2]g(t)2dt,

— 0o —00

es decir, el tiempo se propaga alrededor de u, independiente de u y £. Asi mismo, g es real y simétrica (g
es real y simétrica) y se tiene:

A —iu(w—E&)N
Guc(w) = e ™= g(w — €)

es decir, la ventana frecuencia estd centrada en £. La propagacion frecuencia alrededor de ¢ es dada
por:

1 > A 1 e A
2 _ a2 _ 2 )
7= |- Phucwiw = o [ w?litwlav

— 00

(nuevamente la propagacion es independiente de vy &). ([1]).

loug®)] IR0

Figura 4.5: Cajas de Heisenberg de g, ¢ y gv,~ ([1])

De esta manera, g,, ¢ corresponde a una caja de Heisenberg que tiene drea 0,0, con centro en (u, §).
Ver la figura adjunta. Observemos que el tamafio de la caja es independiente de (u, £); esto significa que la
transformada de Fourier localizada tiene la misma resolucion a través del plano tiempo-frecuencia. Notemos
que cuando los puntos tiempo-frecuencia (u, &) recorre R?, las cajas de Heisenberg de los dtomos gy ¢
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cubren todo el plano tiempo-frecuencia. De esta manera se puede congeturar que una sefial, de energfia finita,
se pueda recuperar usdndose la transformada de Fourier localizada G f (u, £). La respuesta es afirmativa y
se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Sea f € L?(R). Entonces,

10 =5 [ [ St - westisau, @5

y se tiene la conservacion de la energia:

/0; £)2dt = //|Sfu£|d£du .6)

Demostracion: [1] Probemos (4.5). Pongamos f¢(u) = G f(u, &). Entonces, usando g(t) = g(—t):

u) =e " / T P9t — w0t = e f s (glu)e)
= M f g¢ ()

Luego:

Fe(w) = F(w+ 69w +€) = F(w+E)§(w).

Por tanto, el segundo lado de (4.5) es:

i © e8] i€ o it(wte)
2ﬂ([m[msf(u’£)g(t we thdffmr/ 27r/ Flw + &) [(w) 20 duw)de,

donde hemos usado que: (g(t — u))", respecto a u, = @(w)e*“w.
Recordemos ahora al teorema de Fubini, que nos permite intercambiar el orden de integracion.
Teorema 4.4 (Fubini). Si [* ([ |f(z,y)|dy)dx < +oc, entonces

/_O;/_D;f(x,y)dxdy = /_O; (/_D;f(x,y)dy) dr = /_o; (/_O; f(a:,y)dx) dy.

A
Luego, si f € L*(R) (si no se tuviera esta condicién, entra en juego un argumento de densidad entre
los espacios de Lebesgue) aplicamos el teorema de Fubini para obtener:

o S0 [P ST, &g(t —w)etdedu = ok [7 [g(w)P(5 [72, flw + e+ dE)du
= (considerando que = [ 9(w)[2dw = 1)
= L O
= f@),
(considerando la férmula de la transformada de Fourier inversa).

A
Prueba de (4.6): Tenemos [G f (u, £)]", respecto a u, = f(w + f)a(w), luego:

(usando Plancherel foo |f(t)2dt = 5= ffooo |§”(w)\2dw)
= =0 f_ |f w +§) | )2 |9(w)[>dwdg

= ﬁf_m g 27r f_ |f (w+¢) \Qdf)dw

= =/ \]Af(w +&)|?d¢  Plancherel

= [ If@)Pat.

= [ [7 |G f (u, €)|>dude
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Observacion, Observemos que la férmula de reconstruccidn (4.5) se puede escribir en la forma

1 o0 oo
= 5 u u tddv
277/700/700<f79,5>g,g()£u

la cual, recuerda a la descomposicién de una sefial en una base ortonormal, pero con el cuidado de que en
este caso la familia (gy,¢ ), ¢er2 es redundante en L?(R).

Sigamos con la transformada de Gabor G f. Es claro que f(t) es una sefial uni-dimensional, en tanto
que su transformada de Fourier localizada G f(u, &) es una funcién bi-dimensional, definida en el plano
tiempo-frecuencia. La formula (4.6) nos dice que si f € L?(R), entonces Gf € L?(R). Sin embargo,
por la anterior observacién, G f es redundante y por tanto no es verdad que cualquier ¢ € L?*(R?) es la
transformada de Gabor de algtin f € L?(R). ;C6mo obtener una caracterizacion de esta situacion? Se tiene
el siguiente resultado al respecto.

Teorema 4.5. Sea ¢ € L%(R?). Entonces existe f € L*(R) tal que
¢(U, 6) Gf(u 5) A ¢(u07 50 f J d) u E (uﬂa u, 50; g)dUdfa
donde K (ug,u,&p, &) =< gu@gum50 >= fioo (t — u)g(t — ug)e~&—tgt,

Demostracion:

=) Supongamos que 3f € L2(R) tal que ¢(u, £) = Gf (u, £). Tenemos:
Gflug, &) = [oo e ™! f(t)g(t —uo)dt por (4,5)
= [T [T T G (u,€)g(t — w)e't dEdu g(t — uo)dt
= (guglt) = 'g(t —u))
= L[, gt — w)g(t — ug)e )G f (u, €)dudé  (usando hipbesis)
= 5x [0 7o K (o, 4, €0, €)6(u, €)dude.

<) Definamos f(t) = 5= [0 [ ¢(u,&)g(t — u)e’ddt.
Entonces, f € L*(R) y tenemos

é(uo, o) = [ [ (u, K (uo, u, o, &) dudé
= [T et L % [ $(u,)g(t — u)estdedu g(t — uo)dt

. e_lgotf( )g(t — uo)dt = G f(uo,&o)-

|
El nicleo K (ug, u, &, &) es llamado el niicleo reproductor.

4.3.2. Coleccion de atomos tiempo-frecuencia [7], [11], [3]. El analisis tiempo-frecuencia en el pro-
cesamiento de sefiales es un campo de gran investigacion en los ultimos afios. En esta direccién es conve-
niente considerar algunos aspectos como son: los atomos tiempo - frecuencia; disponer de descomposicio-
nes 6ptimas de la sefial en funcion de dtomos tiempo-frecuencia; buen manejo del plano tiempo-frecuencia
y su particién 6ptima. El problema esencial es construir un algoritmo que permita descomponer una sefial
dada, de un modo éptimo, como una combinacién lineal de dtomos tiempo-frecuencia, elegidos de un modo
adecuado. Cada sefial admite, en general, un nimero infinito de tales representaciones; la idea es escoger la
“mejor” entre ellas, de acuerdo a algin criterio. Ya conocemos a los dtomos tiempo-frecuencia de Gabor.

Una coleccién €2 de dtomos tiempo-frecuencia es un subconjunto de L2(IR), que es completo, esto es,
el conjunto de las combinaciones lineales Y a;a;, a; € 2 es denso en L?(R).

Por conveniencia tomamos ||a||r2 = 1,Va € €. Se requiere, ademds, que a € () tenga una estructura
simple y que sea optimamente localizada en el plano tiempo-frecuencia. Algunos ejemplos de coleccio-
nes de dtomos tiempo-frecuencia son: las ondiculas de Gabor, la colecciéon completa de dtomos tiempo-
frecuencia de Gabor, las ondiculas de Malvar-Wilson, los paquetes de ondiculas, entonces, ;Qué coleccién
) debera uno escoger para estudiar una dada sefal? Pues bien, habiendo escogido €2, ;Cémo debemos
descomponer una signal f optimamente en una serie y ;- a;a;, o € R,a; € Q7 Las respuestas a tales
cuestiones han permitido una serie de investigaciones en el campo del procesamiento de la sefial. Por ejem-
plo, un elegante algoritmo que permite una 6ptima descomposicién es el propuesto por S. Mallat y llamado
“matching pursait”. [7], tercera edicién.

4.4. La transformada de ondicula . ([2],[1],[5].[9])

En la seccién 4.1 ya hemos considerado una funcién ¢» € L?(R) y a la familia que ella genera,
{4 1} kez- Consideramos ahora también € L?(R)y {¢; x };.rez. donde p; 1 () = 29/20(27x — k). Es
claro que [|v; k||2 = [[¥]]L2 y que [lp; k[l = [l 2.
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 jugara el papel de aproximacién y v el del error. En aquella oportunidad definimos cuando 1) es una
ondicula ortonormal. Completemos ahora la idea.

Definicion 4.5. Un sistema de Ondiculas para L*(R) es un conjunto ortonormal (0.n) completo en
L2(R) de la forma {1, . } j kez, para algiin ¢ € L*(R).

Y es llamada la ondicula progenitora, y 1; 1.’s las ondiculas.

Una esencial tarea es construir un sistema de ondiculas.

Sea {1} 1.} ; ke z un sistema de ondiculas, entonces

f= Z < foj > ik identidad de ondicula.
J,kEZ

y la aplicacion f — {< f,; >} es llamada la transformada de ondicula discreta.
La identidad de ondicula nos dice que la sefial [ es descompuesta en sus componentes, a diferentes
escalas %, y centradas en diferentes ubicaciones 2% para j, k € Z.

4.4.1. Una formula de Calderon.

Teorema 4.6. Sea 1) € L' (R) N L*(R) tal que

/\QJ(s)P@:l y /|@<—s>|2@=1.
0 0

S S

Parat > 0,y € R sea la dilatacion ¢, (z) = 1y (%).
Entonces, para todo f € L? (R) se tiene la representacion

> ~ d
f(x):/o 1/%*?/%*]0(@%, 4.7

donde () = (—x).
Recordemos que este profundo resultado de Calderén ya fue enunciado en la seccion 2.1 , donde

enfatizamos que () = %1])(%)

Demostracion: Tomemos transformada de Fourier en el lado derecho de 4.7 y cambiando el orden de
integracion, obtenemos:

(fooo Py * 1515 * f(x)%)A(f)

Jo J5" e e x fla) e 0 du = [ [y e x % f(a)e e da
Jo @ s o HMEE =[5 () NE @) () F(E) %
= JOLT @) OFPF = £ fg" W)

Si & > 0, hagamos el cambio de variables s = t£ en la dltima integral, obtenemos:

1O [P = 1o

Finalmente, si £ < 0 pongamos s = —t¢£ y obtendremos
A A ds A
f©) [ 0P = 5o,
0 S
O
Corolario 4.1. Bajo las hipétesis del teorema 4.6, pongamos 1y, (x) =t~/ 2(£Y). Entonces:
o dt
fx) = ; < foihy > ¢t,y($)dytj- (4.8)
0
Demostracion:
- ~ 1
Vi x Yy x f(x) = / Yi(x — y)he x f(y)dy = ;/ < [itry > e ydy.
R R
Sustituyendo esta representacion en (4.7), obtenemos (4.8). O

Observemos que fooc Jo < fotbey > wt7y(x)dy% = nlz_@o fg Jo < [othey > z/)t,y(x)dy%.
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Nota 4.1. Si f € L%(R), entonces f puede ser escrito, via (4.8), como una superposicién de las
funciones bdsicas {11 y }1>0,ycr- V1 y estd a la escala t 'y estd centrada en y.

Definicion 4.6. La aplicacion f — < f, 1, > g €8 llamada la transformada de ondicula conti-
nua.

(4.8) es llamada identidad de ondicula continua.

Es claro que desde el punto de vista computacional, (4.7) y (4.8) no son faciles de manipular cuando se
desee obtener aproximaciones finitas. Sin embargo, la prueba matemadtica de tales representaciones es rela-
tivamente mds ficil que demostrar la identidad de ondicula. Dentro de este panorama, S. Mallat introdujo
la idea de analisis multiresolucién, la que ha de servir para construir ondiculas. [6].

Definicién 4.7. Un andlisis multiresolucion (AMR), con funcion escala ¢, es una sucesion {V;}jez,
de subespacios (cerrados) de L*(R) tal que:

i) V; CV;11,Vj € Z, propiedad mondtona;
ii) 3p € Vo talque {po}rez esortonormaly Vo = {3 ez z2(B)por/z = (2(k))kez € 1P(Z)};

i) Vj € Z, f(x) € Vo & f(2x) €V}, propiedad de dilatacion;

t>0,y€

Y ﬂZVj = {0}, interseccion trivial;
je

v) _UZVj = L*(R), propiedad de densidad. De esta manera, si f € L?(R), existe una sucesion
VIS

{fa}n=12,  tal que f, € ngVj y [ fa = fll = 0,n — oo.

Via cambio de variables, se verifica que {¢; 1 }recz es un sistema o.n. completo (una base) para V.
Desde que ¢ € Vy C V; se tiene:

o(x) = Zu(k)gol’k(m) = Z u(k)2Y %02z — k), ecuacion escala. 4.9)
kEZ keZ

donde (u(k))rez € *(Z) y u(k) =< ¢, 11 >.  u= (u(k)) se llama sucesion escala.
En forma muy breve, el camino para construir una ondicula a partir de una AMR es como sigue:

‘En L?(R) se da un AMR, con ¢ ‘ = ’ o=>u(k)prr conu= (u(k))el*(Z) ‘:>

construya v(k) = (—=1)*u(1 — k) | = ‘ construya 1) = >, ., v(k)@1x ‘:> ‘ 1) es una ondicula‘

Estudiemos ahora al fundamental resultado de Mallat.

Teorema 4.7. [4],[5],[9] Sea {V;} jez un AMR, con funcién escala ¢ y sucesion escala u = (u(k)) en
VAR

i v(k) = (~)Full = ) y 9(a) = peg v(k)p14(a),

entonces, {1 1 }j.kez es un sistema de ondiculas en L*(R).

Demostracion: Via dilatacion, la o.n. de {¢o i } ez implica que {9} 1 }rez es o.n. Vj € Z.

Definamos W; = {>°, z(k)y;1/z = (2(k)) € 1*(Z)}.

Via dilatacién verificamos que f(x) € Wy < f(27z) € W;.

Luego, Vi41 = V; @ W;,Vj € Z [tenemos V; = Vo & Wysdef(z) € Vo & f(2/x) € V;y
f(z) € Wy & f(27z) € Wj, se tiene la igualdad].

La tesis es equivalente a verificar que B = {1} 1} ez €s un conjunto o.n. completo en L?(R).

Probemos que B es un conjunto o.n. en L?(IR). En efecto, sabemos que {¥} i }kez es o.n. para cada j.
Probemos que < 9; i, Yi,m >=0sij # L.

Bien, asumamos j > [; entonces, ¥, € W; C Vi41 C ... C Vj. Pero, ¥, € W; y W; LV}, luego
Vi k L Y1 m. Por tanto, B es o.n.

Probemos ahora que B es completo en L?(R). Usaremos el siguiente resultado:

Nota 4.2. ”Si g € V; para algiin j € Z tal que ¥Vl < j — 1, se tiene g L. W (esto es, Vw € Wi, <
g,w >=0), entonces g = 0.”

De esta manera, si f € L?(R) tal que < f, ;) >= 0,Vj,k € Z (estoes, f L W;,Vj € Z),
debemos probar que f = 0. En efecto, para cada j € Z sea P; : L*(R) — V; el operador proyeccidn;
ast, P;(f) es la proyeccién de f sobre el subespacio cerrado V. Luego, P;(f) = >_,cp < f, @ik > @) k-
Sabemos que P;(f) € V; y (f — Pi(f)) L V;.Sil < j — 1 entonces W; C Viy1 C Vj. Luego,
(f—P;i(f)) L Wg, VI < j—1.Desde que f L W;,Vl, lalinealidad implica que P;(f) L W;,VI < j—1.

Luego, por el resultado 4.2, tenemos P;(f) = 0,Vj € Z. Sin embargo, Vj € Z, P;(f) = 0 es la mejor

aproximacién a f en V;. Esto es, Vh € V; se tiene || f|| = ||f — P;(f)|| < ||f — hl||. Por otro lado, la
hipétesis U;V; = L?*(R) implica que existe { f,,} tal que f,, € UV;,¥n € Z,y ||f — fal| = 0,sin — 0.
Luego [|f[| < [|f — ful| implica [|f[| = 06 f = 0. O

Nota 4.3. Si f € L*(R), entonces ||f — P;(f)|| — 0.
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4.5. Ejemplos.

4.5.1. La ondicula de Haar. ([2], [1],[51.[9]).
Sea ¢(x) la funcién caracteristica de [0, 1), cuyo soporte compacto es [0, 1]. De ella se construye la
ondicula

1, sobre [0,1/2),
Y((xr) =9 —1 , sobre [1/2,1), (4.10)
0 , fuerade [0,1).

y genera la familia ¢;x,j,k € Z, las que también son de soporte compacto. Usando la idea de AMR,
y siguiendo a Daubechies [2], probamos que la familia {9 }; kez €s una b.o.n (base ortonormal) para
L?(R). Para ello se verifica que:
1. {¢jr}jrez esortonormal y
2. Vf € L*(R) se tiene || f — > jes Ck¥j k|l < € donde J es un conjunto finito.
En efecto, probemos (1). El lector es invitado a graficar las funciones ¢(x), ¥ (), ¥ (2z), (22 — 1), ...
por ejemplo. Se observa que, en general,

/ Y(x)dx =0, / Y p(x)de =0,Y5,k € Z,

donde soporte de ¢} j, = [2%, kgtl]

De esta manera observamos que v, ¥ ¥; x/, con k # k', tienen soportes disjuntos (salvo posibleme-
nete, conjuntos de medida cero); luego, v L 1; 5. Consideremos ahora ;1 y ¢/ , con j # j', digamos
j' < j. Observemos que la longitud del soporte de v, . es 2% Luego, si j' < 7, % < ]i, y tenemos que
soporte de 1, ;. C soporte de v/ .. Entonces, ¥, L ¥ k.

Desde que || || = 1,Vj, k € Z, conluimos que {1); 1. }; kez es ortonormal.

La prueba de (2) es técnica y larga, por ello la omitimos, Ver [5][9].

Por otro lado se observo en la prueba de que {t); 1} ; kez. es una b.o.n. de L?(R) estd implicitala idea
de AMR. Asi, para cada j € Z pongamos

V; = {f € L*(R)/Vk € Z, fes constante sobrel, 1},

k. k+1
213 Qi

Iivix ©1 jEL Luego, si f € V; entonces f es constante sobre intervalos diddicos de longitud 277, y

donde I; j; es el intervalo diddico [ ]. Se tiene: si k es par, entonces [ j+ik © 1 SESY si k es impar,

por tanto f es constante sobre intervalos diddicos de longitud 2-U+1). Por tanto, f € Vit1. Asi, se ha
verificado 1) V; C V;11,Vj € Z.
Probemos ahora:
ii) Existe una funcién ¢ en Vj tal que

{portrez esony Vo ={> z(k)pox/z = (2(k)rez € *(Z)}.

kEZ

En efecto, sea ¢ = H[o,1) funcion caracteristica de [0, 1]. Se tiene que {o x,_, } €s 0.n. Ademds,
Vf € V, puede ser escrito enla forma f = >, _, cxo . donde cx es el valor de f sobre [k, k+1].
Se observa que
[ ool f(z)Pde =3, oy k], y por tanto ¢ = (ck)rez € I*(Z).

iii) f(x)eVo & f(e)=cen[kk+1] & flz)=c, k<z<k+1& f(2z)=c, k< 2z <
k+le f(2z)=c £ <a<Blo f(2z)=c en Ij;& f(22) €V

iv) Si f € NV}, entonces f = 0.

J

En efecto, f = c; sobre [0, 25 ) y f = co sobre [5+,0),V;j € Z. Luego, f = c¢; sobre [0, +00) y
f = ca sobre (—o0, 0] (tome j — —o0). Pero f € L*(R) entonces, f = 0.
v) De la definicién de Vj se tiene que f € V; implica f(. — k) € Vo, Vk € Z.
Finalmente, via argumentos que requieren de otros requisitos técnicos se tiene:
vi UV; = L(R).
JEL
Conclusion: V; es una AMR para L*(R).
Por esta ultima conclusién, y por el teorema de Mallat, se puede construir un sistema de ondiculas en
L?(R).



420 Ortiz A.- Selecciones Mateméticas. 2022; Vol. 9(2): 395-422

Veamos; tenemos ¢(x) = Y, u(k)p1 k(x). Calculemos los coeficientes u(k), k € Z. Sabemos que:
wk) =<p,01x > yaque{pirlrez eso.n. Pero,

k k+1
o1 s = 22020 — k) = 212 | E<p< il
’ 0 , complemento.

Luego u(0) =< i, 10 >= 2712, u(1) =< p, 011 >= 272y u(j) = 0,51 j # 0, 1.
Por tanto tenemos ¢ (z) = Y, u(k)2'/2¢(2x — k), esto es

o(z) = (22) + (22 — 1), ecuacion dilatacion.
Ademis, v(k) = (—=1)*u(1 — k) implica v(0) = 272, v(1) = =272y u(j) = 0,5 # 0, 1. Por

tanto, Y (x) = >, v(k)p1,k(x) implica ¢ (z) = ¢(22) — (22 — 1), donde 1) es la ondicula de Haar (4.10).
Via dilataciones y translaciones se tiene la familia {1); x } ; xez, donde:

j k k 1 .
212 57 L& < 57 + 5
. — i/2 k 1 k41,
Yik(z) =q 29/ v o7 Taar S < ;; ;
0 , r< £ ok >

27

Corolario 4.2. {t); 1} ; kez es una b.o.n. para L*(R).
1 es llamada la ondicula de Haar. El sistema de Haar {1); .} es la mds antigua b.o.n. de ondiculas.

4.5.2. Ondiculas de Shannon. ([1], [5], [3], [9])

Recordemos al teorema de muestro de Shannon: “Si f € L!(R) tal que el soporte de f C [-m, 7,
entonces

Zf semr:lc—n)

= m(x — n)

En esta direccién tenemos el siguiente argumento:

A 1, <<t
Sea 1) € L?(R) tal que ¥(§) =
0 , complemento.
3 T o i
2 2

Figura 4.6: La funci6n t)(¢)

A

Observemos que ||| = 1. Por otro lado, antitransformando, ¢ (z) = S¢2TL=sentt

Objetivo: probar que {1, .}, rez es una b.o.n. para L%(R).

Para probar esta afirmacién, debemos verificar que ||¢; k|| = 1,Vj, k € Z, y que {1 1} es un marco
(frame) casi ortogonal, con cota-marco igual a 1 (esto significa que debemos probar: > ik | < fivn >

|2 = || f||?). Si estas dos condiciones se satisfacen, es conocido que ello implica que {1; .} sea una b.o.n.

para L?(R). En efecto,

N
Primero veamos que se cumple: i) ||¢; x|| = ||¥|| = ||¢]| = 1,V k € Z.
En segundo lugar tenemos:
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A A A ‘
2 2 j 2+ ik g2
S l<htm =l < R o= | e micag
gk gk ik 2- (D) <[ <2 m

. AN
= (cambio de variables) = Z 277 / f(= 3 )e2mike qe|?
J

J
1<lgl<1” 2

1 =1
_ —j N &\ comike T & omike o2
> [ e [ dgpena

= (2 = funcién caracteristica)

-3 [ ety @ + 1 @l

= (ortonormahdad delas e2™ikEog

1 /\ AN £
_Zz j / 5 1O+ f(§ )H(o,11(€)]?dE  (cambio de variables)

y Plancherel)

_o—G+D)

-3 [ b / o ora= [T hopas [ e

=[ €)[2de = / o) da
1A

{9}k }jkez es unab.o.n. para L?(R).

Definicion 4.8. () = SSU2TL=SENTT o [lgmada ondicula de Shannon.

4.5.3. Ondiculas Splines. ([1])
Este ejemplo es una regularizacién del sistema de Haar. Sea go(x) = %}y 1)(x).
Por deﬁnicion gm = gm—1 * go,m > 1 entero. g,, se llama la funcién spline de orden m. De esta

manera, g, (z fo gm—1(x — t)dt. Sea la familia {g,, (x — k) }xez.
Vo denota al espacio generado por { g, (z — k) }kez. V™ es definido via dilataci6n:

flz)e V" & f(279x) e V.
Sea m > 1 entero. Por definicion
Spm = {f € C™ %/ f|x x-+1)€s un polinomio de grado a lo mas m — 1,k € Z}

En particular,
S1 = {fconstante sobre[k, k + 1], k € Z}, espacio en donde consideramos la base (go(x — k))rez. En
general:

4.5.4. S es el espacio de los splines. , con puntos nudos en 2777, j € Z. Asf en particular S,,, es el
espacio de los splines, con nudos en Z(S,, = SY,).
Redefinamos V™ via V™ = S$, N L2(R), donde la cerradura es en L?(R).
Corolario 4.3.
1. ...cS;1csSS cS!c
2....cVycVygrcym .
3. {V;"}jez es un AMR para L*(R), donde (g, (x — k))rez es una base (de Riesz) para V™.
En general, (27/%g,,(29x — k))rez es una base (de Riesz) para vir.
Construcci6n de las ondiculas splines. Siendo {V,"} jcz un AMR para L*(R), la funcién escala ¢ se
construye via:

<>

_ 9m(9)
(Ckez |Gm (€ + 27K)[2)1/2

Se verifica [1] que (¢(x — k))kez es una b.o.n. para V. Las ondiculas splines son construidas através
de la férmula:

21/2261 k 2.73—]€)

keZ
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Nota 4.4. Estas ondiculas son también conocidas como ondiculas de Battle-Lemarie.

4.6. Comentarios generales. En este breve paseo por el mundo de las ondiculas hemos recorrido

algunos pasajes de un universo que cada vez se va ampliando mds, tanto en sus fundamentos tedricos,
como, y sobretodo, en sus diversas aplicaciones. Este camino podria ser continuado por otros caminos de
igual belleza y atraccién. Bosquejemos algunos de ellos:

1. La transformada de ondicula continua(TOC), [1],[2],[9]. En este ambiente conoceriamos a la

19(&)12
€]

Si f € L?(R), su TOC respecto a ¢, es: Ty f(a,b) = [* f(x)as(x Yap(x)dz, donde a # 0,b € Ry
Yap(x) = |a|71/2(£2). La TOC es iitil en muchas aplicaciones.

condicién de admisibilidad ¢y, = 27 f > d¢ < o0, la que permite estudiar a la TOC.

. La transformada de ondiculas discreta(TOD) [1],[2],[9]. ¥ e LQ(R) es llamada ondicula-diadi-

casi 3 constantes A, B,0 < A < B < oo, tal que A < 3~ |¢( )| < B.Dada f € L*(R) su
TOD es definida siendo:

Ty f(m,n) = ag™? / fa x_"b"““ 7= boag’ g,

donde ag > 1,by # 0 parametros fijos; m,n € Z.
Observemos que

Ty f(m,n) = agm/z [ fl@)v(ag™x —nbg)dr =< f,mn >,

donde ¥y, () = ag m/2w(a0 x — nbg).

Si ag = 2,by = 1, obtenemos la discretizacién diddica: ¥, ,,(x) = 27/ 2 (27 ™x — n).

La TOD es muy importante en multiples aplicaciones en ingenieria, en medicina, en fisica y otros
campos.

. Ondiculas de soporte compacto. En su inter-relacion con la teoria de filtros y problemas con-

cretos, en la teorfa de ondiculas surgieron algunas cuestiones como, ;es posible construirse bases
o.n. de ondiculas que corresponden a filtros finitos? jtales ondiculas serdn mds dtiles en proble-
mas concretos, como en la teoria de sefiales? Estas, y otras cuestiones, fueron clarificadas por L.
Daubechies, en 1988, al introducir las ondiculas de soporte compacto, quien fue motivada por un
trabajo de S. Mallat relativo a un algoritmo rdpido para calcular transformadas de ondiculas. Ver

[2]y [6].

. Ondiculas y sus miltiples aplicaciones. Se ha publicado mucho sobre ondiculas, tanto en articu-

los, como en libros. Esta tendencia parece incrementarse dia a dia. Una razén es por sus multiples
aplicaciones a muchas 4dreas de la ciencia y de la tecnologia. El lector es invitado a visitar la bi-
blioteca de ciencias de la PUCP, en donde existen muchos libros sobre ondiculas, tanto tedricos
como de aplicaciones. Via esa visita, este paseo puede continuar...
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