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Abstract
The interactions between predators and their prey in the real world are usually affected by diverse ecological
phenomena acting on both the prey and the predators.

Collaboration or cooperation between predators is one of those behaviors, which has received less
attention from researchers than competition among consumers. These contacts are important aspects of the
dynamics of food chains and trophic webs.

In this work, we will study the influence of collaboration or cooperation (hunting cooperation) between
predators to consume (or capture) their favorite prey, which are affected by an effect Allee weak.

We extend the results obtained in a previously published model, considering only collaboration between
predators and in which the Allee effect is absent.

Keywords . Predator-prey model, functional response, stability, bifurcations, limit cycles.

Resumen
Las interacciones entre los depredadores y sus presas en el mundo real son afectadas usualmente por
diversos fenomenos ecologicos actuando tanto en las presas como en los depredadores.

La colaboracion o cooperacion entre los depredadores es una de esas conductas, la cual ha recibido
menor atencion de los investigadores que la competicion entre los consumidores. Estas conductas influyen
de manera importante en las dindmicas de las cadenas alimenticias o redes trdficas.

En este trabajo, estudiaremos la influencia de la colaboracion o cooperacion (hunting cooperation)
entre los depredadores para consumir (o capturar) a sus presas favoritas, las cuales son afectadas por un
efecto Allee débil.

Extendemos los resultados obtenidos en un modelo publicado anteriormente, considerando sélo cola-
boracion entre los depredadores y en el cual el efecto Allee estd ausente.

Palabras clave. Modelo depredador-presa, respuesta funcional, estabilidad, bifurcaciones, ciclos limites.

1. Introduccion. Como ha sido bien comprobado, las interacciones sociales entre individuos de una
misma especie influyen fuertemente en sus historias de vida [1, 2, 3]. La colaboracion o cooperacion
(hunting cooperation) entre los depredadores para capturar sus presas es uno de esos comportamientos, el
cual esta. recibiendo una creciente atencion de los modeladores [29, 34, 42].

La caza cooperativa es comin entre los animales, lo que beneficia la supervivencia de los depredadores
como resultado de obtener suficiente comida a través de la colaboracién [44].
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Estos fenémenos no sélo tienen consecuencias en la relacién entre las especies, sino qur también,
modifican las propiedades dindmicas del sistema que describe la interaccion [23, 25, 26].

Existe un amplio conjunto de estudios que confirman el efecto estabilizador que tiene la competencia
entre depredadores sobre el sistema que describe la interaccidn [23]. Esto se corrobora por la existencia de
una gran region del espacio de pardmetros donde el sistema posee un tnico punto de equilibrio en el plano
de fase, el cual es globalmente asintéticamente estable (gas) [23].

Por su parte, la cooperacion (colaboracién) es un comportamiento social bastante frecuente en la na-
turaleza representando un mecanismo desarrollado a través de la evolucién para mejorar las habilidades de
cazay las posibilidades de supervivencia [15].

Por ejemplo, corales que son consumidos por un tipo de estrella de mar [1, 3], los lobos que siguen a
los bisontes [34], hienas persiguiendo a los bufalos [14], perros salvajes africanos (lincaones) en busca de
cebras [14], etc.

La colaboracién o cooperacion entre los depredadores para capturar sus presas puede originar dindmi-
cas mas complejas e inusuales [1, 2, 3]. Por ejemplo en [24], se prueba que para cierto subconjunto de
valores de pardmetros, el tamafio de la poblacidn de depredadores tiende a infinito cuando la poblacién de
presas se extingue. Este comportamiento social es bastante frecuente en la naturaleza [3].

Sin embargo, a pesar del impacto en las interacciones dindmicas, esta conducta ha sido analizada sélo
en pocos articulos [3, 24, 42, 44].

Se asumira que en la cooperacién de caza, la accidn de los depredadores depende tanto de la densidad
de presas como de depredadores. Supondremos que los depredadores cooperativos se benefician de su
comportamiento, por lo que el éxito de los ataques a las presas aumenta con la densidad de depredadores.

Esta suposicion serd modelada, reemplazando en el modelo original de Leslie-Gower, la tasa de ataque
constante ¢ por un término dependiendo linealmente de la densidad [42]. Se tiene asi que la respuesta
funcional es descrita por la funcién:

h(x7y)=(q+ay)x=q<1+gy) z,

donde x = z (t) indica el tamafio de una poblacién de presas para ¢t > 0. El pardmetro a > 0 describe
la cooperacion de depredadores en la caza [42, 45]. El término %y indica el término de cooperacion.

Obviamente, si a = 0, obtenemos un modelo depredador-presa sin cooperacion de caza [26, 31, 32].

Observamos que si @ < 0, esto corresponderia a la interferencia o competencia del depredador, pero
en este caso se debe cumplir que ¢ + ay > 0, para representar un modelo de depredacién.

También podria ser interpretado como el uso de refugio por una fracciéon de la poblacién de presas
proporcional a los encuentros entre ambas especies [21, 22].

El efecto Allee

El efecto Allee es un fendmeno ecoldgico caracterizado por una correlacién (positiva) entre el tamafio
o densidad de la poblacién y la aptitud individual media de una poblacién o especie [40, 41], a menudo
medida como tasa de crecimiento de la poblacién per cdpita. En Ciencias Pesqueras este fendmeno es
denominado depensacion [33].

Ocurre a bajas densidades de poblacidn, donde la fasa de crecimiento per cdpita %‘fi—f es una funcioén
respecto a la abundancia de la poblacién. En tamafios de poblacién grandes, esta tasa es negativa, como
ocurre en la ecuacidn logistica para todos los tamafios de poblacion [4].

Algunas poblaciones pueden exhibir el efecto Allee debido a una amplia gama de fendmenos biol6gi-
cos, como la termorregulacion social, la dificultad de apareamiento, la reduccion de la vigilancia contra la
depredacidn, la mala alimentacion en bajas densidades, etc. Es decir, varias otras causas pueden conducir a
este fendmeno (ver Tabla 1 en [5] o Tabla 2.1 en [12]). Investigaciones recientes muestran que dos o mas
efectos Allee producidos por diferentes motivos pueden generar mecanismos que actian simultdneamente
en una misma poblacién (ver Tabla 2 en [5] o Tabla 2.2 en [12]). La influencia combinada de algunos de
estos fendmenos se denomina efecto Allee miiltiple [5, 7].

Para este fendmeno social, se han formulado diversas expresiones matematicas, aunque muchas de ellas
son topolégicamente equivalentes [19] y tienen similares efectos dindmicos en los modelos de depredacion.

En este trabajo, emplearemos la forma matematica mas comun para describir el efecto Allee el cual se
representa por la ecuacién diferencial no lineal de tercer grado [30].

2 = p(1-2)(z—m)az, 0)

donde x = z (t) indica el tamafio de una poblacién parat > 0. Los pardmetros r y K tienen los mismos
significados que en la ecuacidn logistica, es decir, indican la tasa de crecimiento intrinseca de la poblacién
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y la capacidad de carga ambiental, respectivamente, mientras que m es el pardmetro asociado con el efecto
Allee.

Sim > 0, el pardmetro se denomina minimo de poblacion viable o umbral de extincion y se tiene un
fuerte efecto Allee [25]. Claramente, si 0 < & < m en la ecuacién (0), entonces ‘fl—f < 0, lo que implica
que la poblacidn tiende a la extincidon.

Sim < 0, se tiene un efecto Allee débil [12, 30].

Se debe tener presente que el pardmetro m tiene las mismas unidades de medida que la variable z, esto
es, densidad o biomasa. El caso m < 0, se interpreta en base a la tasa de crecimiento per capita, cuando la
ecuaci6n 1 2% es una funcién creciente.

Por lo tanto, la ecuacién (0) describe un efecto Allee, cuando la tasa de crecimiento per cépita es
negativa para valores de la variable x cercanos a cero, lo que ocurre, siy solo si, —K <m << K.

Asi, el efecto Allee fuerte se caracteriza por la existencia del umbral critico m > 0, por debajo del
cual las poblaciones se extinguen; mientras que el efecto Allee débil no induce un umbral tal que las pobla-
ciones pequefias puedan sobrevivir, sino que su tasa de crecimiento per capita es positiva a bajos tamafios
poblacionales.

En este trabajo utilizaremos la ecuacién (0) considerando m < 0, mientras que en [27], se estudié el

casom > 0.

Otras formas matematicas para describir este fendmeno son dadas por las ecuaciones:

dz T azx
L. dat T(l—?)I—w+b7
con a, b > 0, la cual es deducida en [13, 43] y también propuesta en [41].
2 % = r(1- )12
conm, b > 0, propuesto en [7] y utilizado recientemente en modelos de depredacién [8].
3. ‘fl—f = r(1—%)r—brexp(—cz),

con b, ¢ > 0, derivado por J. R. Philip en 1957 [38], dando argumentos probabilisticos.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera: En la Seccién 2 describiremos el modelo a es-
tudiar y en la Seccién 3 describiremos las propiedades fundamentales del modelo cuando m < 0. Las
implicaciones ecoldgicas de nuestros resultados analiticos son discutidos en la dltima Seccién 4.

2. Proposicion del modelo. El modelo a estudiar estd basado en el modelo de Leslie-Gower [31, 32],
considerando que las presas son afectadas por un efecto Allee débil, que los depredadores disponen de un
alimento alternativo y que ademds cooperan para conseguir su presa favorita. Es descrito por el siguiente
sistema bidimensional de ecuaciones diferenciales auténomas del tipo Kolmogorov [16, 18]:

dz

a r(1—%)(@@—m)z —(q+ay) zy,
dy

dt s (1 - nzerc) Y,

donde x = x (t) e y = y (t) representan los tamafios de las poblaciones de presas y depredadores,
respectivamente, para t > 0, con u = (r, K,q,a,s,n,¢,m) € Rj_ x |—K, K[. Los pardmetros tienen los
siguientes significados ecoldgicos:

ry s indican la tasa de crecimiento intrinseca de la poblacion de presas y depredadores, respectiva-
mente,

K es la capacidad de carga del medio ambiente para las presas,

m > 0, es el umbral de extincion del efecto Allee que afecta a la presa o minimo de poblacién viable
[11, 12,25, 30];

q es la tasa de consumo de depredadores,

n representa la cualidad energética que proporcionan las presas como alimento para los depredadores,

c indica el tamafio mdximo disponible del alimento alternativo.

« es la constante de cooperacion del depredador en la caza.

X, (z,y) (2.1

El sistema (2.1) esta definido a lo largo del primer cuadrante para todo valor de m, es decir,
Q= {(ac,y) €R2:x20,y20}.
Los puntos de equilibrio del sistema (2.1) o singularidades del campo vectorial X, (z,y) son: (0, 0),
(m, 0), cuando m > 0, (K, 0), (0, ¢), y aquellos que estdn en la interseccién de las isoclinas
y=nz+cy-—ay’—qy+r (1-%)(x—m)=0.
0sea, si (Ze, Ye ) €s un punto de equilibrio positivo, la absisa x. satisface la ecuacién polinomial
p(z) = (r+ Kan?®) 2 — (Kr + mr — Kng — 2Kacn) + K (ac® + gc + mr) = 0.
Diferentes casos surgen al considerar efecto Allee fuerte o débil, es decirsim > 0, m < 0,0m = 0.
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Cuando m = 0, el punto de equilibrio (m, 0) coincide con el punto (0, 0).

Cuando m < 0, el punto de equilibrio (m, 0) estd ubicado en el segundo cuadrante, y no tiene signifi-
cado ecoldgico, pero influye en la dindmica del sistema (2.1), como mostraremos en este trabajo.

De ahora en adelante consideraremos m < 0, esto es, la poblacién de presas es afectada por un efecto
Allee débil.

Para simplificar los calculos realizaremos un cambio de variables y un reescalamiento del tiempo,
descrito a continuacién:

Lema 2.1 (Sistema topologicamente equivalente).

El sistema (2.1) es topologicamente equivalente al sistema del tipo Kolmogrov [16, 18]

du _ _ _ _
Y, (u.0) : 2= (-w) (u—M) -Q(1+Av)v)u(u+C), 2.2
v = Su+C—v)v,

dondev = (Q,A,S,C,M) €R3 x]-1,1[conC =, M =2 Q=12 4=99Kyg_ =

nk’ K’ q

El nuevo sistena estd definido en la region Q= {(u, v) € R2:0<u,0< 1}}.
Demostracion: Sean v = Kuey = nKw.

r(l—u)(Ku—m),
g _ [ rO-0Eem
U, (u,v): — (¢ + anKv)nKv
nkd = s (1 ) nKv.
Factorizando y simplificando se tiene
1—u)(u—%),
% = rK ( ) ( K U
U, (u,v): - (1 + %v) Lry
% = s(l1-— ufﬁ .
Efectuando el cambio de escala del tiempo dado por
r— K _; du _ dudr
u+ﬁ > dt dr dt°’
Se obtiene finalmente,
(1—u)(u—2
- B ) e
Vi (u,0) : = (14 o) 2y
dv _ s c
& = rutiz-v)v
Definiendo M = % S = % C = ﬁ A= % yQ = %, se obtiene el sistema (2.2). O

Observacion 2.1. El sistema (2.2) o el campo vectorial Y, (u, v) estd definido en
Q:{(u,v)eRQ:uZO,sz}. B

Nosotros hemos construido un difeomorfismo ¢ : Q X R — Q X R, tal que
p(u,v,7) = (Ku, nkwv, u+ﬁ7) = (z,y,1t).

rK
El determinante de la matriz Jacobiana de la funcion o es
K 0 0
Dy (u,v,7) = 0 nKkK 0
1 utax
K 0 TKK

ydet Do (u,v,7) = & (u+ %) > 0,
entonces, el difeomorfismo preserva la orientacion del tiempo.

Si M > 0, los puntos de equilibrio positivos del sistema (2.2) o campo vectorial Y,, (u, v) son (0,0),
(M,0), (1,0), (0,C) y aquellos que estdn en la interseccién de las isoclinas
v=u+Cy(l—u) (u—M) —Q(1+ Av)v =0.
Cuando M < 0, los puntos de equilibrio positivos son (0, 0), (1,0), (0,C) y aquellos de cordenadas
(te, Ve ) que estdn en la interseccion de las isoclinas.
La absisa u, de los puntos de equilibrio positivos (u., v.), satisface la ecuacién polinomial

P(u) = (AQ +1)u?® — ayu + ag = 0. (2.3)
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con
ar=M+1-QR2ACH+1)yas=M+CQ(AC +1).
Sea M = —N, con N > 0; se tiene
a1:—N+1—Q(2AC+1)ya0:—N+C’Q(AC+1).

A. Asumiendo N > 0y

Al. Suponiendoa; = —-N+1—-Q(2AC+1)>0yas=—-N+CQ(AC +1) > 0.
Sea

A=(-N+1-Q(2AC+1))*> —4(AQ +1) (=N 4+ CQ (AC + 1))

= N2 4 (2Q (2AC + 1) + 4AQ + 2) N + ((Q (2AC +1) —1)2 — 4CQ (AC +1) (AQ+1))
= N?+ (2Q + 44Q + 44CQ +2) N —40Q (C + 1) A+ ((Q - 1)* - 4CQ)
:N2+2(Q+2AQ+2ACQ+1)N—4OQ(C+1)A+((Q—1)2—4OQ)

Ala) A > 0,siysélosi, —4CQ (C+ 1) A+ ((Q —1)° - 4C’Q) > 0, es decir, si solo si,

(Q-1)*—-4CQ
A< SEsern
En este caso, la ecuacién (2.3) tiene dos raices positivas las cuales son

Uy = 72(14612«#1) (al - \/Z) Yy ugs = m (al —|—\/Z),
con0 < up <wug < 1.
Alb) A = 0,51 —4CQ (C + 1) A + ((Q 12— 40@) — 0, es decir, si solo si,

_ (@-1)?-4CQ
A= g

Entonces la ecuacién (2.3) tiene una raiz positiva de multiplicidad 2, la cual es
_ 1
U = a7AQFD M-
Alc) A < 0,81 —4CQ (C+1) A+ ((Q —1)° - 4CQ) < 0, es decir, si solo si,

(Q-1)2-40Q
A> SEsern
la ecuacién (3) no tiene raices positivas

A2. Suponiendo a; = —N +1—-Q (2AC+1) <0yag=—-N +CQ(AC +1) > 0, la ecuacién
P (u) = 0, no tiene raices reales positivas.

A3. Suponiendo a9 = —N + CQ (AC + 1) < 0, para cualquiera sea el signo de a; = —N + 1 —
Q (2AC + 1), 1a ecuacién P (u) = 0 tiene una raiz real positiva.

B. Para M = N = 0 la ecuacidn (2.3) se reduce a

(AQ+1Du* — (1-Q(2AC+1))u+ (CQ(AC+1)) =0

B.a) Asumiendo 1 — Q (2AC + 1) > 0.

Sea
Ag=(1-Q((24C +1))* —4(4Q + 1) (CQ (AC + 1))
=-20Q —40Q + Q? — 4AC?Q — 4ACQ + 1
= (-4QC? —4QC) A+ (Q* —4CQ —2Q + 1)
——40Q(C+1) A+ ((Q-1)" - 4CQ).

Considerando el signo de A tenemos

B.al) Para Ay > 0, se tiene dos soluciones positivas dadas por
w1 = 5oy (- Q(2AC +1)) = VAg) y
u2 = 5eagryy (1= Q(2AC + 1)) = VA),

con 0 < up <ug < 1. ,

Esto se cumple, si y sdlo si, A < %70_1136’2.

B.a2) Para A = 0, se tiene una solucién positiva dada por
ut = m (1-Q(2AC+1)).

B.a3) Para A( < 0, no existen soluciones positivas.

B.b) Asumiendo 1 — @ (2AC + 1) < 0, no existen soluciones positivas.

Entonces consideraremos sélo algunas de estas alternativas, enfocadas en el caso M = 0.

Para estudiar la estabilidad local de los puntos de equilibrio hiperbdlicos se requiere la matriz Jacobia-
na, la cual es:
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DY, (u,v) = DY, (u,v);; —Qu(2Av+1)(C+u) |
S S(C+u—2v)
’DYI/ (U7’U)11 =
(1=u) (u=M) =Q(1+Av)v)u+((1—u) (u—M) —Q(1+ Av)v) (u+C)
+u(u+C) (M —2u+1).

3. Resultados principales. Para el sistema (2.2) se tiene las siguientes propiedades generales
Lema 3.1.

1. Existe una region positivamente invariante

f:{(u,v)eﬂ:OSuSl,vZO}.

2. Las soluciones son uniformemente acotadas.

Demostracion:
1. Como el sistema (2.2) es del tipo Kolmogorov, los ejes coordenados son conjuntos invariantes,

Considerando u = 1, se tiene que el sistema se reduce a:

® = QU+ Av)v(1+0),
v = S1+C-v)w.
Como Z—Z < 0, significa que las soluciones cruzan la recta © = 1 hacia la izquierda.

Para cualquiera sea el signo de % < 0, las soluciones entran a la regién I y las que tienen condiciones

iniciales a la izquierda de la recta v = 1, no pueden salir de dicha region.
2. Ver [26] en que se utiliza el Teorema de comparacion descrito en [6]. O

Cuando M < 0 el sistema (2.2) tiene las siguientes propiedades:
Lema 3.2. Naturaleza de los puntos de equilibrio sobre los ejes

1. El punto (0,0) es,

1.1) un punto silla hiperbdlico, siy sélo si, M < 0,

1.2) un punto silla-nodo no-hiperbdlico, siy sélo si, M = 0,

2. El punto (1,0) es un punto silla hiperbdlico.

3. El punto (0, C) es un atractor hiperbdlico.

Demostracion: Es inmediata evaluando la matriz jacobiana, ya que
1. Como

MC 0
DY, (0,0) = ,
0 SC
con detDY,, (0,0) = MSC? y rDY,, (0,0) = (M + S) C.
Segtin el teorema de la traza y el determinante, el equilibrio (0,0) es un repulsor hiperbdlico, se tiene
que:

1.1)si M < 0, detDY, (0,0) < 0y el punto (0, 0) es un punto silla hiperbdlico.
1.2) si M = 0, detDY, (0,0) = 0y el punto (0, 0) es un punto silla-nodo no-hiperbdlico.
2. En el punto (1,0) se tiene que

—(1-M)(1+C) —Q(1+C)
0 S(1+0C)

Como detDY), (1,0) = — (1 — M) (1 +C)? < 0, para todo valor de M < 1, el equilibrio (1,0) es
un punto silla hiperbdlica.
3. Como

DY, (1,0) =

~M-Q(1+AC)C 0
SC -SC

DY, (0,C) =

con
detDY, (0,C) = (M +Q(1+ AC)C)SC yuDY, (0,C)=—(M+Q(1+ AC)+ S)C.
3.1)si M < 0, detDY,, (0,C) depende del factor
T=M+Q(1+AC)C=-N+Q(1+ AC)C,con M = —N.
3.1a) SiT < 0, es decir, si N > Q (1 + AC) C, el punto (0, C)) es un punto silla hiperbdlica.
3.1b) Si T > 0, es decir, si N < @ (1 + AC) C, la naturaleza del punto (0, C') depende de la traza,
esto es del factor Tp = M + Q (1 + AC) + S.
SiTy > 0,0sea,s15 >N —Q(1+ AC) el punto (0, C) es un nodo atractor.
SiTy < 0,estoes,siS <N —Q(1+ AC) el punto (0, C) es un nodo repulsor.
SiTy=0,0sea,siS=N—Q(1+ AC) el punto (0, C) es un silla-nodo atractor.
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3.1¢)SiT =0, estoes,si N = Q (1 + AC) C, el punto (0, C) es un silla-nodo atractor.
3.2)si M =0, detDY,, (0,0) = 0y el punto (0,0) es un punto silla-nodo no-hiperbélico
De acuerdo al teorema de la traza y del determinante, el equilibrio (0, C') es un atractor hiperbdlico. O

En lo que sigue, se asumird en el modelo que la poblacidn de presas es afectada por una efecto Allee
débil [25], y que los depredadores son generalistas, analizando solo los casos en que M = 0y algunos en
que M < 0.

Naturaleza de los puntos de equilibrio positivos
Caso B
Para M = N = 0 la ecuacién (2.3) depende principalmente del signo de a; = 1 — Q (2AC + 1);
entonces, la ecuacién polinomial P (u) = 0, puede tener
1) dos raices reales positivas, si y solo si, Ag > 0. Son.
u1=m(a1—\/§))yu2=m(al+\/ﬂ),
con0 < up <ug < 1.
2) una raiz real positiva, si y solo si, Ag = 0. Esta es
u* = mal,cono <u*<1
Ademids, v1 = uq + C and vo = us + C.
Considerando la evaluacién de la matriz en los puntos (u, u + C'), cuando existen en T, se tiene que
detDY,, (u,u+ C) = Su(C + u)” (Q + 2u + 2ACQ + 2AQu — 1),
cuyo signo depende del factor
T=2(A4Q0+1u+(Q+24ACQ -1)
=2(AQ+ 1) u—a
A su vez la traza es
trDY, (u,u+C) = (u(2u+1) — 5) (u+ C).

Teorema 3.1. El equilibrio (uy,uy + C) es un punto silla hiperbdlica.
Demostracion: Reemplazando u; en el factor T' se obtiene

T =2(AQ +1) grabss (al—\/Z)—al /N
Por lo tanto, detDY,, (u1,u; + C) = Suq (C + u1)2 (7\/5) < 0.

De acuerdo al teorema de la traza y del determinante, el equilibrio (ug,u; + C) es un punto silla
hiperbélica. ]

Antes de determinar la naturaleza del punto de equilibrio (us, us + C'), debemos mostrar algunas pro-
piedades del sistema, relacionadas con las variedades estable e inestable del equilibrio (u1,u; + C).

Nota 3.1. Denotamos por & = W3 (ur,u1 4 C) la variedad estable superior y W (uy,uy + C) la
variedad inestable derecha del punto (uy,u1 + C), respectivamente y sea W' (1,0) la variedad inestable
superior del punto silla (1,0).

Teorema 3.2. Existencia de una curva homoclinica [10, 37]

Existe una curva homoclinica determinada por las curvas & = W5 (uy,uy + C) y W (ug,uy + C),
esto es, existe un subconjunto de valores de pardmetros para el que coinciden las dos variedades.

Demostracion: Utilizando el teorema de existencia y unicidad de las soluciones y la geometria de las
variedades estable e inestable del punto silla (u1,u; + C).

Sea w** un valor fijo tal que u; < u** < 1. Sean (u**,v*®) un punto de la variedad estable superior
W (u1,u1 + C) y (u**,v") un punto de la variedad inestable derecha W (u1,u; + C).

Luego, se cumple que 0 < v* < v°, o bien, 0 < v° < v™.

La variedad inestable derecha W (u1,u; 4 C') del punto silla (u1, u; 4+ C') no puede cruzar la recta
hacia la derecha de la recta u = 1 (frontera de la regién de invarianza I'). Entonces, esta trayectoria deben
cambiar su direccién y retornar hacia la izquierda.

A su vez, el a — limite de la variedad estable superior W (u1,uy + C) puede ser:

i) el punto (0o, 0) del campo vectorial compacto del sistema,
ii) el punto (ug, us + C'), cuando este es repulsor, o
iii) un ciclo limite inestable rodeando al punto de equilibrio (u2, us + C') cuando este es atractor.
Luego, existe condiciones en el espacio de pardmetros para los cuales
W_‘T_ (ul,ul + C) N W}if (ul,ul + C) 75 o.

Entonces, existe un curva homoclinica, creada por las la variedad estable superior y la variedad inesta-

ble derecha del punto silla (u1,u; + C) y rodeando al punto (uz, ug + C). O
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Notamos que en la demostracién anterior no depende del pardmetro M y podria ser similar al caso
M < 0, cuando existen dos puntos de equilibrio positivos.

Teorema 3.3. Existencia de curvas heteroclinicas [10, 37]
Existen condiciones en el espacio de pardmeros para las cuales se genera
a) una curva heteroclinica vy determinada por la variedad estable superior W3 (uy,u; + C) del punto
(u1,u1 + C) y la variedad inestable superior W (1,0) del punto (1,0).
b) una curva heteroclinica uniendo los puntos (1,0) y (0, C).
Demostracion: Sean (u**,v°%) € W$ (ui,u; + C)y (u**,v") € Wi (1,0),con 0 < uy < u*™ < 1.
Luego, 0 < v" < v*, o bien, 0 < v*® < v*.
a) Supongamos, 0 < v" < v°, entonces el w — limite de W (1,0) puede ser
i) el punto (ug, uz + C), cuando este es un nodo o foco atractor, o
ii) un ciclo limite atractor rodeando al punto (us, us + C), cuando es foco repulsor, o
iii) un ciclo limite atractor rodeando al punto (us,us + C'), cuando es foco atractor, rodeado or
un ciclo limite inestable, o
iv) el punto (uy,u; + C), originando una curva heteroclinica ~.
Se tiene que W3 (u1,u; +C) N W (1,0) # ¢.
b) Supongamos que 0 < v* < v, entonces el w —limite de W (1,0) debe ser el nodo atractor (0, C),
originando una distinta curva heteroclinica. ]

La naturaleza del punto de equilibrio (us, us + C') depende de las posiciones relativas de las variedad
estable superior W (uy,u; 4+ C) y la variedad inestable superior W (1,0) del punto silla (1,0).

Teorema 3.4. Naturaleza del punto (uz,us + C)
Sean (u**,v®) € W3 (ur,u1 + C)y (u**,v") € Wi (1,0), con 0 < up < u** < 1.
1. Asumtendo que v°® > v". El punto (uz,uz + C) es
1.1 un atractor, si'y solo si, S > ug (—2ug + 1),
1.2 un repulsor, si 'y solo si, S < us (—2us + 1),
1.3 un foco débil, siy solo si, S = ug (—2ug + 1).
2. Asumiendo que v® < v“, entonces el punto de equilibrio (us,us + C) es
2.1 un atractor rodeado por un ciclo limite inestable.
2.2 un nodo o foco repulsor hiperbdlico y las trayectorias del sistema (2) tienen al punto (0,C')
como su w — limite, el cual es un equilibrio casi globalmente estable [35, 39].
Demostracion:
1. Supongamos v® > v*.
Entonces, W3 (u1,u; + C) estd por arriba de W (1,0).
Claramente, el factor T’ evaluado para uy es
T =2(AQ+1) grabrn (aﬁf)—al VA > 0.
Entonces, su naturaleza depende del signo de la traza. Se tiene que:
trDY, (ug,us + C) = (uz (—2uz + 1) — S) (us + C).
cuyo signo depende del factor:
Tl = U2 (—QUQ + 1) - S.
La tesis se cumple, segtin el signo de 7} .
2. Supongamos v*® < v*.
Entonces, W7 (u1,u; + C) estd por debajo de W' (1,0).
2.1 SiT; < 0, entonces, el punto de equilibrio (u2, us + C) es atractor hiperbélico (foco o nodo).
Entonces, el w — limite de W (ui,u; + C) es
2.1.1) el punto (ug,us + C), 0 bien
2.1.2) un ciclo limite atractor, rodeando a un ciclo limite inestable y al punto de equilibrio (ug, us + C').
2.2Si Ty > 0, entonces, el punto (us, us + C') es repulsor (foco o nodo). Entonces, las soluciones con
a — limite en las vecindades del punto (ug, uz + C') tienen como w — limite:
2.2.1) un ciclo limite atractor (o estable), cuando (us, us + C') es foco, o bien,
2.2.2) el punto (0, C'), cuando (uz, us + C') es nodo. O

Observacion 3.1. Cuando el punto de equilibrio es un repulsor, se puede generar un ciclo limite estable
mediante la bifurcacion de Hopf [17]. Ese ciclo limite puede romperse y las soluciones tenderdn a lo largo

del tiempo al punto atractor (0, C). Mds detalles de esta situacion se verdn a continuacion.

Corolario 3.1. Existencia de un ciclo limite
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Existe una bifurcaciéon de Hopf [10, 37] en el punto de equilibrio (us,us + C) para el valor de la
bifurcacion S = uz (—2ug + 1).
Demostracion: La demostracion sigue de la primera parte del teorema descrito anteriormente, cuando
detDY,, (ug,us + C) > 0y trDY,, (uz,us + C') cambia de signo.
Ademés, la condicién de transversalidad [10, 37] se verifica ya que
2 (DY, (ug,us + C)) = — (uz + C) < 0. 0

Teorema 3.5. Bifurcacion de Bogdanov-Takens [10, 37]
Existen condiciones en el espacio de pardmetros para las cuales el punto (u*,u* + C') es

1. silla-nodo repulsor, si'y solo si, mal (—2 (mm) + 1) > S,

2. silla-nodo atractor, si 'y solo si, 2(AQ+1)0’1 ( 2 (ﬁal) + 1) < S,

3. punto cuspide. si y solo si, 2(AQ+1)a1 ( (2(AQ+1)a1) + 1) =5.

Demostracion: Cuando detDY, (u*,u* + C) = 0, es claro que los puntos (u1, u; + C)y (ug, uz + C)
coinciden.
La tesis se cumple, segtn el signo de
| 1
7= st (M =2 (o) +1) =5, H

Observacion 3.2. Las condiciones para la existencia de la Bifurcacion de Bogdanov-Takens que de-
ben cumplirse simultdneamente son que el determinante y la traza de la matriz Jacobiana evaluada en el
equilibrio correspondiente se anulen. Esto implica que ambos valores propios se anulan [10, 37] y el punto
silla pasa a ser un un punto cuspide.

4. Conclusiones. Es bien sabido que el efecto Allee tiene un gran impacto en la persistencia, invasion
y evolucidn de variadas especies. Muchos modelos matemadticos han investigado el impacto del efecto Allee
asf como los efectos conjuntos que incorporan tanto el efecto Allee como relaciones interespecificas en los
modelos depredador-presa [44, 45]. Recientemente, se ha explorado la incidencia de un comportamiento
cooperativo de caza en los depredadores [28] y se ha establecido que la colaboracién de caza dentro de
ciertos margenes puede ayudar a la supervivencia de los depredadores que no podria existir en el sistema
en ausencia de cooperacion [44].

En este trabajo, hemos estudiado una modificacidon del modelo de Leslie-Gower [31, 32], considerando
la colaboracién entre los depredadores, ampliando los resultados obtenidos en un articulo anterior [45].

Hemos verificado que el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales tiene una dindmica mas variada
que la del modelo Leslie original [30], y también es lo suficientemente diferente al sistema que considera
competencia (o interferencia) entre individuos de la poblacién de depredadores [23].

Después de nuestro andlisis, puede resaltar los siguientes aspectos del sistema:

1. Existe un punto de equilibrio sobre el eje vertical, que puede ser un punto silla o un punto atractor,
segun determinadas condiciones del espacio de parametros.

Esto implica que la poblacién de presas se extingue, mentras que la poblacién de depredadores se
mantiene en el medio ambiente por disponer de un alimento alternativo.

2. Existe un subconjunto de valores de pardmetros para los cuales hay un punto de equilbrio positivo
que es atractor. Esto implica que las poblaciones pueden coexistir para ciertos tamaifios poblaciones
cercanos a esos puntos.

3. También, cuando existe un ciclo limite obtenido por bifurcacién de Hopf; se tiene entonces que las
poblaciones subsisten en el medio ambiente, variando en forma continua los tamafios poblaciona-
les.

Estas oscilaciones pueden ser inducidas tinicamente debido a la cooperacién, dado que en el modelo
estudiado, estd basado en la respuesta funcional lineal, la cual no produce oscilaciones si no se considera la
cooperacion para capturar su alimento.

No obstante, la cooperacién en la caza por parte de los depredadores puede tener efectos no solo posi-
tivos, sino también negativos para ellos. Si la colaboracién es demasiado intensa, implica que la densidad
de equilibrio de depredadores disminuye con un mayor aumento de la tasa de cooperacion.

Claramente si hay demasiada cooperacién entre los depredadores (cuando a — oo) puede ser contra-
producente para esa especie, ya que pueden sobreexplotar a sus presas y estas tienden a la extincion, puesto
que el punto (0, C') es atractor para toda condicién de pardmetros.

Aunque la facilidad para conseguir alimento puede ayudar en la supervivencia de la poblacién de
los depredadores, pues podrian extinguirse més ficilmente sin cooperacién en la caza entre ellos. Esta
afirmacién se sustenta porque en el modelo de Leslie-Gower original, es posible que el punto (K, 0) sea un
atractor. En el modelo estudiado es una punto silla y no es posible la extincién de los depredadores.
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Comparando el modelo estudiado en este trabajo, con aquel que considera efecto Allee fuerte [27],
observamos que en general no existe mucha diferencia en sus dindmicas, salvo que tiene un punto de equi-
librio menos. Esto implica que el comportamiento del sistema depende principalmente de la colaboracién
entre los depredadores generalistas, mds que en el efecto Allee afectando a la poblacién de presas.

También existe una cercania de comportamientos dindmicos con el modelo estudiado en [26], en el cual
el efecto Allee estd ausente y tienen diferentes formas para expresar la colaboracién entre los depredadores.
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