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Abstract
In the present work, we describe some results about theK-theory of Z-graded algebras. First, in the context
of C? algebras, we begin with the Pimsner-Voiculescu sequence for crossed products and its generaliza-
tions. We will see that there are results analog to these in the context of locally convex algebras and we
conclude with results for generalized Weyl algebras.
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Resumen
En este trabajo, describimos algunos resultados sobre la K-teorı́a de álgebras Z-graduadas. Primero, en
el contexto de álgebras C?, empezamos con la secuencia de Pimsner-Voiculescu para productos cruzados
y sus generalizaciones. Veremos como estos resultados tienen análogos en contexto de álgebras localmente
convexas y concluimos con resultados para álgebras de Weyl generalizadas.
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1. Introducción. En este artı́culo, resumimos algunos resultados que han sido obtenidos para el cálcu-
lo de la K-teorı́a de álgebras Z-graduadas en dos contextos: álgebras C? y álgebras localmente convexas.
Los resultados son secuencias de 6 términos que relacionan laK-teorı́a del álgebra Z-graduada con algunas
de sus subálgebras. Veremos que los resultados obtenidos para álgebras C? tienen análogos en el contexto
de álgebras localmente convexas. Concluimos mencionando resultados obtenidos para K-teorı́a bivariante
de álgebras de Weyl generalizadas.

2. Notación y preliminares.

2.1. K-teorı́a de álgebras C?. Denotamos por K∗(A) a la K-teorı́a de álgebras C?. K∗(A) es inva-
riante por homotopı́as, satisface la periodicidad de Bott y tiene secuencias exactas de 6 términos asociadas
a secuencias cortas exactas de álgebras C?. K representa el álgebra de operadores compactos y TC? repre-
senta el álgebra de Toeplitz. Tenemos una secuencia exacta corta

0→ K→ TC? → C(S1)→ 0.

La K-teorı́a bivariante de Kasparov es denotada por KK∗(A,B) y es una generalización de la K-teorı́a:
KK∗(C, A) = K∗(A). Su utilidad proviene del producto asociativo

KKm(A,B)×KKn(B,C)→ KKm+n(A,C).

En vista de este producto podemos pensar en la K-teorı́a bivariante como una categorı́a KK con objetos
álgebras C? y con morfismos dados por los grupos KK∗(A,B).
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2.2. Álgebras localmente convexas. Definimos la categorı́a de álgebras localmente convexas.
Definición 2.1. Un álgebra localmente convexa es un espacio vectorial localmente convexo completo

sobre C con multiplicación continua.
La categorı́a de álgebras localmente convexas lca tiene como objetos a las álgebras localmente convexas

y como morfismos a los morfismos de álgebras continuos.
Pese a la naturaleza topológica de la definición, todas las álgebras con una base contable sobre C son

álgebras localmente convexas cuando consideramos la topologı́a dada por todas las seminormas (Proposi-
tion 2.1 en [5]). Con esta topologı́a, las álgebras de Weyl generalizadas que estudiaremos en la Sección 5
son álgebras localmente convexas.

Definición 2.2. El álgebra de operadores compactos suaves, K, se define como el álgebra de matrices
a = (aij)i,j∈N indexadas por N×N tales que las seminormas qn(a) =

∑
i,j∈N(1 + i+ j)n|ai,j | son finitas

para todo n ∈ N. Esta es un álgebra localmente convexa cuya topologı́a está definida por las seminormas
qn.

La noción de homotopı́a es reemplazada por la de difeotopı́a.
Definición 2.3. Sean φ0, φ1 : A → B morfismos de álgebras localmente convexas. Una difeotopı́a

entre φ0 y φ1 es un morfismo Φ: A→ C∞([0, 1], B) tal que evi ◦Φ = φi.

2.3. K-teorı́a bivariante de álgebras localmente convexas. La K-teorı́a bivariante, kkalg, en la ca-
tegorı́a lca de álgebras localmente convexas asigna a cada par de dichas álgebras los grupos abelianos
kkalg

n (A,B), n ∈ Z. Existen aplicaciones bilineales

kkalg
n (A,B)× kkalg

m (B,C)→ kkalg
n+m(A,C),

para todo A,B y C álgebras localmente convexas y m,n ∈ Z. Utilizando este producto podemos definir
una categorı́a KKalg cuyos objetos son álgebras localmente convexas y cuyos morfismos están dados por
los grupos graduados kkalg

∗ (A,B). Siendo ası́, kkalg se puede ver como un funtor kkalg : lca → KKalg.
Este funtor es invariante por diffeotopı́a, K-estable y exacto en el medio para secuencias split exactas. En
particular, un isomorfismo en KKalg induce un isomorfismo en homologı́a cı́clica periódica bivariante HP .
Además KKalg es una categorı́a triangulada.

3. Resultados en el contexto de álgebras C?. Un resultado clásico para el cálculo de la K-teorı́a de
álgebras Z-graduadas en el contexto de álgebras C? es la secuencia de Pimsner-Voiculescu para productos
cruzados por un automorfismo.

Definición 3.1. Sea A un álgebra C? y α ∈ Aut(A). El producto cruzado A oα Z es el álgebra C?

universal generada por A y por un elemento unitario u que satisface la relación

ua = α(a)u,

para todo a ∈ A.
El álgebra Aoα Z contiene a

{
∑
i∈Z

a(i)ui|a ∈ Cc(Z, A)},

como una subálgebra densa y existe una graduación natural que asigna grado 1 a u y grado 0 a los elementos
de A.

La secuencia exacta del siguiente teorema es llamada la secuencia de Pimsner-Voiculescu.
Teorema 3.1 ([7]). Existe una secuencia exacta

K0(A) K0(A) K0(Aoα Z)

K1(Aoα Z) K1(A) K1(A).

1−α∗ i∗

i∗ 1−α∗

Notamos que esta secuencia relaciona la K-teorı́a del producto cruzado A oα Z con la de A. En
términos de la graduación, relaciona laK-teorı́a del álgebra Z-graduada con la de su subálgebra de grado 0.
Esta secuencia ha sido utilizada, por ejemplo, para calcular laK-teorı́a de las álgebras de rotación irracional
Aθ.

Posteriormente, utilizando la K-teorı́a bivariante de Kasparov, Cuntz dio una prueba de esta secuencia
en [4] la cual se basa en la extensión de Toeplitz asociada a un producto cruzado definido por un automor-
fismo

0→ K⊗π A→ Tα → Aoα Z,
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donde Tα es la subálgebra C? de (A oα Z) ⊗ TC? generada por A ⊗ 1 y u ⊗ v, donde v es la isometrı́a
que genera a TC? . El núcleo, K⊗π A, es equivalente a A en K-teorı́a bivariante. El teorema queda probado
luego de establecer la equivalencia entre Tα y A en la K-teorı́a bivariante.

Secuencias similares han sido obtenidas para algebras C? covariantes asociadas a automorfismos par-
ciales (ver [10]), álgebras de Cuntz-Pimsner (ver [8]) y productos cruzados generalizados (ver [1]).

Todas estas álgebras son ejemplos de álgebras C? graduadas cuya graduación satisface ciertas condi-
ciones. Una Z-graduación sobre el álgebra C? B es equivalente a una acción circular α : S1 → End(B)
sobre B. Dada una graduación B =

∑
n∈ZBn, podemos definir la acción αz(bn) = znbn. Y dada una

acción α definimos los subespacios espectrales Bn = {b ∈ B|αz(b) = znb,∀z ∈ S1}.
Definición 3.2. Una acción circular α : S1 → End(B) es llamada semisaturada si los espacios espec-

trales B0 y B1 generan a B como álgebra C?.
En [1] (ver Teorema 3.1), queda establecido que las álgebras C? Z-graduadas cuya acción circular es

semisaturada son exactamente los productos cruzados generalizados. Las álgebras de covarianza definidas
por un automorfismo parcial son semisaturadas y además satisfacen una condición de regularidad (ver [10])

Teorema 3.2. Sea B un álgebra Z-graduada semisaturada. Existe una secuencia exacta

K0(B1B−1) K0(B0) K0(B)

K1(B) K1(B0) K1(B1B−1).

i∗

i∗

El caso de álgebras semisaturadas regulares se obtiene en el Teorema 7.1 de [10]. La prueba del teorema
se esboza en la Observación 3.4 de [1].

Este teorema generaliza la secuencia de Pimsner-Voiculescu pues los productos cruzados A oα Z
corresponden a las álgebras C? Z-graduadas semisaturadas B tales que B1B−1 = B0 = A.

4. Resultados en el contexto de álgebras localmente convexas. En el contexto de álgebras local-
mente convexas se pueden definir productos cruzados suaves.

Definición 4.1 (Ver [5]). Un producto cruzado suave AôαZ, donde A es un álgebra localmente con-
vexa y α ∈ Aut(A), es el álgebra localmente convexa completa generada por A y un elemento invertible u
que satisface

uxu−1 = α(x),

para todo x ∈ A.
Tenemos el siguiente teorema para productos cruzados suaves.
Teorema 4.1 (Teorema 14.3 en [5]). Para toda álgebra localmente convexa D, existe una secuencia

exacta

kkalg
0 (D,A) kkalg

0 (D,A) kkalg
0 (D,B)

kkalg
1 (D,B) kkalg

1 (D,A) kkalg
1 (D,A),

·(1−kk(α)) ·kk(i)

·kk(i) ·(1−kk(α))

donde B = AôαZ e i es la inclusión de A en AôαZ.
En [6], Gabriel y Grensing definen productos cruzados generalizados suaves. Estas son álgebras local-

mente convexas Z-graduadas análogas a los productos cruzados generalizados en el contexto de álgebras
C?.

Definición 4.2. Una acción de gauge γ en un álgebra localmente convexa B es una acción continua
punto a punto de S1 enB. Un elemento b ∈ B es llamado gauge suave si la aplicación t 7→ γt(b) es suave.

Si tenemos una acción gauge suave en B, entonces Bn = {b ∈ B|γz(b) = znb, ∀z ∈ S1} define una
graduación de B sobre Z.

Definición 4.3. Un producto cruzado generalizado suave es un álgebra localmente convexa B con una
involución y una acción de gauge tal que

• B0 y B1 generan B como álgebra localmente convexa involutiva.
• todo b es gauge suave y la aplicación B → C∞(S1, B) es continua.

También en [6], se construyen secuencias exactas de 6 términos para productos cruzados generalizados
suavesB que satisfacen la condición de ser tame smooth (ver la Definición 18 del artı́culo). Estas secuencias
relacionan los invariantes kkalg de B con los de su subálgebra de grado 0, B0.

Teorema 4.2 (Teorema 36 en [6]). Sea B un producto cruzado generalizado suave tame smooth. Para
toda álgebra localmente convexa D tenemos una secuencia exacta
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kkalg
0 (D,B0) kkalg

0 (D,B0) kkalg
0 (D,B)

kkalg
1 (D,B) kkalg

1 (D,B0) kkalg
1 (D,B0),

y una secuencia similar en la otra variable.
Equivalentemente, el resultado del Teorema 4.2 puede verse como la existencia de un triángulo exacto

SB → B0 → B0 → B,

en la categoria triangulada KKalg.

5. Álgebras de Weyl Generalizadas. Las álgebras de Weyl generalizadas son ejemplos de álgebras
Z-graduadas que son localmente convexas (con la topologı́a fina) y que engloban a una gran cantidad de
ejemplos relevantes de álgebras no conmutativas. En [11], se calculan los invariantes kkalg de una gran
familia de álgebras de Weyl generalizadas sobre el anillo de polinomios en una variable.

Definición 5.1. Sea D un anillo, σ ∈ Aut(D) y a un elemento central de D. El álgebra de Weyl
generalizada D(σ, a) es el álgebra generada por x e y sobre D que satisface las relaciones

xd = σ(d)x, yd = σ−1(d)y, yx = a y xy = σ(a).

para todo d ∈ D.
Ejemplos 1. Los siguientes son ejemplos de álgebras de Weyl generalizadas.

1. El álgebra de Weyl

A1(C) = C〈x, y|xy − yx = 1〉,

es isomorfa a C[h](σ, h), con σ(h) = h− 1.
2. El álgebra de Weyl cuántica

Aq(C) = C〈x, y|xy − qyx = 1〉,

es isomorfa a C[h](σ, h− 1), con σ(h) = qh.
3. El plano cuántico

C〈x, y|xy = qyx〉,

es isomorfo a C[h](σ, h), con σ(h) = qh.
4. Los cocientes primitivos de U(sl2) (ver Ejemplo 3.2 en [2]),

Bλ = U(sl2)/〈c− λ〉, λ ∈ C,

son isomorfos a C[h](σ, P ), con σ(h) = h− 1 y P (h) = −h(h+ 1)− λ/4.
5. Las rectas proyectivas cuánticas con pesos O(WPk,l) (ver Ejemplo 3.8 en [3]) son isomorfas a

C[h](σ, P ) con P (h) = hk
∏l−1
i=0(1− q−2ih) y σ(h) = q2lh.

6. Los ejemplos anteriores son álgebras de Weyl generalizadas sobre C[h]. El álgebra envolvente de
sl2,

U(sl2) = C〈E,F,H|[E,H] = 2E, [F,H] = −2F,

[E,F ] = 2H〉,

es isomorfa a C[h, c](σ, a) donde σ(h) = h− 1, σ(c) = c y a = c− h(h+ 1).
Un álgebra de Weyl generalizada A = D(σ, a) tiene una graduación sobre Z, A =

⊕
n∈ZAn, donde

A0 = D y

An =

{
Dyn n > 0

Dxn n < 0.

En el caso de álgebras de Weyl generalizadas sobre C[h], se tiene una base contable sobre C.
Existen muchas expresiones equivalentes para denotar a la misma álgebra de Weyl generalizada. Ver

[9].
Proposición 5.1. Sea A = C[h](σ, P ), con P ∈ C[h] y σ(h) = qh + h0 con q, h0 ∈ C y q 6= 0. Se

cumple lo siguiente.
1. Si σ = id, entonces A ∼= C[h, x, y]/〈xy − P 〉.
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2. Si q = 1 y h0 6= 0 entonces A ∼= C[h](σ1, P1) con σ1(h) = h− 1 y P1(h) = P (−h0h).

3. Si q 6= 1 entonces A ∼= C[h](σ1, P1) con σ1(h) = qh y P1(h) = P
(
h+ h0

1−q

)
.

Por la Proposición 5.1, podemos asumir que σ = id, σ(h) = h− 1 o σ(h) = qh para algún q 6= 0.
Proposición 5.2. Sea A = C[h](σ, P ), con P ∈ C[h]. Tenemos

1. Si σ(h) = h− 1 y P es un polinomio no constante, entonces A ∼= C[h](σ, P1) con P1(0) = 0,
2. Si σ(h) = qh y P tiene una raı́z distinta de 0, entonces A ∼= C[h](σ, P1) con P1(1) = 0.

Las álgebras de Weyl generalizadas A = C[h](σ, P ) son álgebras localmente convexas cuando se
considera la topologı́a dada por todas las seminormas. Cuando P ∈ R[h], q y h0 son reales, tienen una
involución definida por y∗ = x, x∗ = y y d∗ se obtiene conjugando los coeficientes de d ∈ C[h]. Existe
una acción de S1 sobre A definida por γt(ωn) = tnωn para ωn ∈ An. En este caso, las álgebras de Weyl
generalizadas sobre C[h] son productos cruzados generalizados suaves.

En el caso en que P ∈ R[h], q y h0 son reales, las álgebrasA = C[h](σ, P ) son tame smooth cuando P
es un polinomio constante distinto de 0. (ver Definición 18 en [6]). Si P no es constante, entonces tenemos
A1A−1 = 〈P 〉 ( A0 = C[h]. Esto implica queA no es tame smooth pues deberı́a cumplirseA1A−1 = A0.

6. K-teorı́a bivariante de álgebras de Weyl generalizadas. En [11], se construyen secuencias exac-
tas de 6 términos para una familia de álgebras de Weyl generalizadas

Teorema 6.1 ([11]). Sea A = C[h](σ, P (h)) un álgebra de Weyl generalizada con σ(h) = qh + h0 y
P un polinomio no constante de modo que se cumple una de las siguientes condiciones.

• q = 1 y h0 6= 0.
• q no es una raı́z de la unidad y P tiene raı́ces distintas de h0

1−q .
Entonces para toda álgebra localmente convexa D tenemos una secuencia exacta

kkalg
0 (D,A1A−1) kkalg

0 (D,A0) kkalg
0 (D,A)

kkalg
1 (D,A) kkalg

1 (D,A0) kkalg
1 (D,A1A−1),

y una secuencia similar en la otra variable.
Debido a que estas álgebras de Weyl generalizadas no siempre son productos cruzados generalizados

suaves, o en caso de serlo no siempre son tame smooth, este resultado cae fuera del contexto estudiado en
[6].

Con este resultado es posible calcular la clase de isomorfismo de estas álgebras en la categorı́a KKalg.
Corolario 6.1 ([11]). Sea A = C[h](σ, P (h)) un álgebra de Weyl generalizada que cumple las condi-

ciones del teorema anterior, entonces A ∼=KKalg Cr.
Ejemplos 2 ([11]). Se tienen los siguientes resultados.

1. El álgebra de Weyl cuántica Aq , con q 6= 1 y tal que no una raı́z de la unidad, es isomorfa a C en
KKalg.

2. Para los factores primitivos Bλ de U(sl2), si λ = 1, entonces Bλ ∼= C en KKalg; si λ 6= 1,
entonces Bλ ∼= C2 en KKalg.

3. En el caso de las rectas proyectivas cuánticas con pesosO(WPq(k, l)), si q 6= 1 no es una raı́z de
la unidad, tenemos O(WPq(k, l)) ∼= Cl+1 en KKalg.
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