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Abstract
In this paper, we show a way to characterize the R—automorphisms of formal power series on several inde-
terminates and with coefficients over a commutative ring with identity, R. We show this characterization,
as an extension of existing result for the R—automorphisms of the formal power series in an indeterminate,
given by O’Malley, M. and Wood, C. in[12].
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Resumen
En este articulo, mostramos una forma de caracterizar los R—automorfismos de series de potencias for-
males en varias indeterminadas y con coeficientes en un anillo conmutativo con identidad, R. Mostramos
dicha caracterizacion, como una extension de un resultado existente para los R—automorfismos de las
series de potencias formales en una indeterminada, dado por O’Malley, M. y Wood, C. en [12].
Palabras clave. Automorfismo, endomorfismo, topologia /-adica, anillo topolégico, serie de potencias formal.

1. Introduccién.

El objetivo de este trabajo, es presentar las condiciones necesarias y suficientes para caracterizar los
R—automorfismos de series de potencias formales con coeficientes en el anillo conmutativo con identidad
R y en n indeterminadas, R() | Cuando K es un cuerpo, se da un tratamiento diferente a las series de
potencias formales con coeficientes en el cuerpo K. Asi, los K—automorfismos de estas series de poten-
cias formales estan caracterizados usando el concepto de determinante jacobiano (el lector puede revisar el
Teorema 6.3.12 de [2]). Este resultado es usado fuertemente en muchos articulos debido a su utilidad.

Nuestro interés estuvo dirigido a estudiar las series de potencias formales con coeficientes en un anillo,
para esto dedicamos tres secciones en este articulo, la seccién 2, correspondiente a los Preliminares tiene
definiciones y conceptos de caracter topoldgico necesarios para nuestro estudio.

La seccién 3, contiene propiedades de los R—endomorfismos de R(™) el Teorema 3.4 caracteriza
los R—endomorfismos de R(") inyectivos y el Teorema 3.5, establece las condiciones necesarias y sufi-
cientes para la existencia y unicidad de los R—automorfismos de R(") .

Nuestra motivacion partié de la Tesis de Maestria de Mejia, C.E. [8], asi, nos interesamos inicial-
mente en caracterizar los R—automorfismos de R(1)| esto nos condujo a revisar informacién sobre los
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R— endomorfismos de R((l)), (ver [12]) y los R—automorfismos de R((l)), (ver [10]).

En las secciones 1 y 2 de[7], se encuentran los teoremas principales que mostramos con detalle en la
seccién 3, a excepcién del Corolario 3.1 y Corolario 3.2, que los obtuvimos como resultado de la manera
de abordar el estudio de los R—automorfismos de R(").

Finalmente, brindamos algunas conclusiones de nuestro trabajo.

2. Preliminares.
Sea el espacio topoldgico (X, ), llamaremos entorno V C X de x € X a cualquier conjunto abierto
V € 7) que contiene a x. De esta manera, definimos el conjunto de entornos de x € X,
Ny ={V CX, Vesentornode z }.
Definicién 2.1 (Grupo topologico). Sea G = (G, +) un grupo abeliano con alguna topologia. Diremos
que G es un grupo topoldgico (con respecto a su topologia dada) si

g: GxG@ — G y h: G — G
(J?, y) — T+ Y r = —I,
son aplicaciones continuas (donde a G X G se le asigna la topologia producto).

Definicion 2.2 (Anillo topolégico). Sea R= (R, +,.) un anillo con alguna topologia. Diremos que R
es un anillo topoléogico si

g: RxR — R y h: RxR — R
(,y) — z—y (,y) —
son aplicaciones continuas.
Proposicion 2.1. Sea G un grupo topoldgico, a € G, entonces la aplicacion traslacion
T,: ¢ — G
r — a4z,

es un homeomorfismo.
Demostracion:
i) La funcién traslacién T—, es la funcién inversa de Tj,.

En efecto, sea x € G entonces (T, 0T—,)(z) =Ty(—a+x)=a—a+z ==,
andlogamente se prueba que (T, 0T, )(z) = x.
Asi, concluimos que T, es biyectiva.

1) Como G es un grupo topoldgico, entonces las aplicaciones

g: GxG@ — G y I,: G — GxG

(z,y) +— x4y z — I(x)=(a,x),

son continuas. Luego, T, = go I, es continua.
De manera andloga, la funcién inversa 17—, = golI_,, es continua.
Por lo tanto, 7T, es un homeomorfismo. O
Observacion 2.1. Sea (G, 1) un grupo topoldgico. Entonces:
() (T,)"' =T_..
(ii) Sea V' un subconjunto de G, entonces T,(V)=a+V =V +a.
(iii) Como T, es homeomorfismo, si B € T, entonces T,(B) = B+ a € 7.
Proposicion 2.2. Sea (G, T) un grupo topoldgico, = € G.
V €Ny siysolosi V.=U +x, donde U € Ng).
Demostracion: Si V € N, entonces V € 7.

Luego 2z €V, 0=T_,(z) e T_.(V) e 1.

Como T_,(V) =V —x entonces 0 € (V —z) € 7.

Es decir, U = (V —z) € N(gy, asi V =U + x, donde U € N(y).

Reciprocamente, sea V = U + x, donde U € N entonces 0 € (V —x) € 7.
x=T,(0)eT,(V—2z)er, esdecir, r€(V—a)+ax=V e

Porlo tanto V' € N(,. O
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Proposicion 2.3. Sea R un un anillo conmutativo con identidad, M un ideal de R.
El conjunto B={M" +a; a € R,n € Ng} forma una base de alguna topologia en R.

Demostracion: Veamos que B forma una base de alguna topologia.
i) Sea x € R, entonces M™ + x € B, para algin ng € Ny. Por otro lado, como 0 € M"o,
€M™ +z.
Luego, existe V = M"° 42 € B talque = € V, esdecir z € U V.

VEB
Por lo tanto, R = U V.
VeB

ii) Sean M™ +a, M +be By x € (M™+a)N(M™+D).
Sin pérdida de generalidad, supongamos m < n entonces M"™ +a C M™ + a.
Por otro lado, x = y1 + a =y2 + b, donde y; € M, yo € M™
Luego, a —b=ys —y1 € M™. Asi, tenemos M™ = M™ + (a —b), M™ +a =M™ +b.
Luego, M™ +a C M™ +b.

Porlotanto, z € (M™ +a) N (M™ +b) = M"+a € B. Asi, B es una base alguna topologia 7(B) sobre
R. ]
Tenemos una topologia para el anillo conmutativo con identidad R, en la siguiente Proposicion garan-
tizamos que R es un anillo topoldgico con la topologia M -adica sobre R.
Proposicion 2.4. Sea R un anillo conmutativo con identidad y M su ideal entonces R con su topo-
logia M-ddica es un anillo topologico.
Demostracion:
i) Sea la aplicacion:

g: RXxR — R

(z,y) = glz,y)=2—y.

Dado (a,b) €R x R arbitrario y V un entorno bésico (arbitrario) de g(a,b) = a —b.

Entonces V =M"+(a—b), paraalgin n€N. Tomemos el conjunto U = (M"+a)x (M"+b). Entonces,
Uesunabiertoen R xR y (a,b) € U, luego U € N(qp).

Sea z € g(U), entonces existe (xo,y0) € U tal que z = g(xo, o).

Luego, existen g € M" +a, yo € M™ + b talesque z = xg — yp.

Tenemos z = xg — yo = m + (a —b) donde meM™. Portanto z € M" + (a —b) = V.

Luego, existe U € N(a’b) tal que g(U) C V. Asi, concluimos que g es continua.

i1) Sea la aplicacion

h: RxR — R
(,y) = h(z,y) =y

Dado (a,b) € R x R arbitrario y W un entorno bdsico de h(a,b) = ab. Entonces W = M™ + ab, para
algin n € N.
Tomamos el conjunto U’ = (M™ +a) x (M™ +b). Comoen (i), U" € N(qp).
Sea z € h(U’), entonces existe (xo,y0) € U’ tal que z = h(xo,yo). Es decir, existen g € M™ + a,
Yo € M™ +b tales que 2z = xgyo. Tenemos z = zoyo = m’ + ab donde m' € M™ . Luego z €
M"™ +ab=W.
Luego, existe U’ € N, ) tal que h(U') C W. Asi, h es continua.
Por lo tanto, R con su topologia A -ddica es un anillo topoldgico. |
Observacion 2.2.
i) Tenemos que {M"},en, forma una filtracion M-ddica.
ii) La topologia que tiene a B como base (la topologia 7(B)) se denomina topologia M-ddica o
M-Topologia.
iii) Denotaremos con (R, M) al anillo topolégico R con su topologia M-ddica sobre R.
Proposicion 2.5. Sea el anillo topoldgico (R, M) y H la interseccion de todos los entornos de 0 en
R, entonces H= ﬂ M™.

neN
Demostracion: Sea x € H, entonces tenemos

paratodo U € N, = € U. 2.1
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Si n € N entonces 0 € M™, ademas M"™ pertenece a la base de la topologia M-4dica sobre R, asi
M™ € Np). Luego de (2.1), x € M™, es decir, x € ﬂM"
neN
Reciprocamente, si x € ﬂ M™ tenemos que
neN

paratodo n € N, z € M"™. 2.2)

Dado U € Mo), entonces 0 € U y U pertenece a la topologia M-adica sobre R, es decir, 0 €
U= U U;, donde U; = M™ + a;, paratodo j € I. Luego, paraalgini € I, —a; € M™.
el
Comz) n; €N, de (2.2) tenemos que x € M™, asi x—a; € M™ entonces x € M™ +a; =U;, para algin
1€1, estoes, x € UUj =U.
jel
Luego, z pertenece a cualquier entorno U de 0 € R. Porlo tanto x € H. ]
Un Lema que caracteriza los grupos topoldgicos que son de Hausdorff, es el siguiente.
Lema 2.1. Sea G un grupo topoldgico y H la interseccion de todos los entornos de 0 en G, entonces:
i) H es subgrupo de G.
ii) H es la clausura de {0}.
iii) G es de Hausdor(f si'y sélo si H = {0}.
Demostracion: La prueba se encuentra en la pagina 113 de [1]. (|
Observacion 2.3.
i) Todo anillo topolégico es un grupo topoldgico.
ii) No todo grupo topoldgico es un espacio de Hausdorff.
iti) Un grupo G con mas de un elemento, dotado con la topologia indiscreta es un grupo topolégico
que no es de Hausdorff.
Definicion 2.3. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Decimos que una sucesion (x,,)ncn en X converge
aun punto xz € X si,
paratodoV € N(w), existe ng € N tal que para todo n > ngy, x, €V,

v lo representaremos: r,, — x, limz, =z ¢ lim =z, =x.
n— o0

Observacion 2.4. En la definicién anterior, se puede reemplazar los entornos V € ./\f(x) por entornos
bdsicos, esto es, reemplazar por abiertos V € 7, x € V.

Proposicion 2.6 (Topologia inducida por una métrica). Dado un espacio métrico (X, d),
la coleccion de todas las bolas abiertas en X,

Bq = {Bd(a,r) CX;aeX,r> O},
es una base de alguna topologia sobre X.

Observacion 2.5. Diremos que un espacio topoldgico (X, T) es metrizable si existe un espacio métri-
co(X,d) tal que T = T4.

Proposicion 2.7. Si (X, 7) es un espacio topoldgico metrizable, la definicion de convergencia de un
espacio topologico y un espacio métrico son equivalentes.

Demostracion: En efecto, supongamos que en el espacio topolégico (X, 7), x, —x € X.

Dado ¢ > 0, Bg(z,¢) es un entorno basicode = en 74 = 7.

Luego, existe ng € N tal que para todo n > ng, x, € By(z,¢), estoes, d(x,z,) < &.
Reciprocamente, supongamos que en el espacio métrico (X,d), z, — x € X.

Dado V un entorno basicode z en 74 = 7, V = By(x,r), paraalginr > 0.

Luego existe ng €N tal que para todo n > ng, d(z,x,)<r, estoes, x, € By(z,r)=V. O
Teorema 2.1. Una sucesion convergente en un espacio métrico (X, d ) lo hace vinicamente en un punto.
Teorema 2.2. Dado un espacio métrico (X, d), (xn)nen una sucesion en X.

Si (zp)nen converge en x € X entonces cualquier subsucesion (Yn)nen de (Zn)nen converge en .
Observacion 2.6.

i) En(X,7)un espacio topoldgico metrizable, una sucesion (x,)nen en X es de Cauchy si,
para todo V€ Ny, existe ng € N tal que para todo n,m > ng, t, — xym € V.
ii) Toda sucesion convergente en un espacio métrico (X, d) es sucesion de Cauchy en (X, d).
Proposicion 2.8. Sea (x,,)nen una sucesion de Cauchy de un espacio métrico (X, d). Si (yn)nen es
una subsucesion de (x,)nen tal que (yn)nen converge a un punto x € X, entonces (T, )nen converge
azx.
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En el anillo topolégico (R, M) definimos la aplicacion:
v: R — NoU{oo}
T v(z),
donde:

00, si x€ ﬂM" (MY =TR),
n € Ny

Sup{n € Ng /x € M™}, si z ¢ ﬂM"

n €Ny

La aplicacién v es llamada Aplicacion de orden en el anillo R (el lector puede revisar [8]).
Como M?=7R, entonces ﬂ M™ = ﬂ M™,

n € Ng neN
Si w(xz) = oo entonces z € ﬂM" yporel Lema 2.1, x € {0}.
n €N

Si w(z) es finito, esto es, v(z) = Sup{n € Ny, z € M"} = n’/, entonces x € M™ y como
n’ < n'+ 1 tenemos que = ¢ M™ T1.

Lema 2.2. Dado (R, M). Sean x,y € R, entonces:
i) v +y) = min{v(z), v(y)}.
ii) v(zy) > v(x) + v(y).
Demostracion:
Caso 1: v(z) = v(y) = 0.
Tenemos z,y € ﬂM” luego =z +y, 2y € ﬂM”
neN neN
Por lo tanto, v(z + y) = v(zy) = co.
Caso 2: v(z) = o0, v(y) =7 € Ny.
= ﬂM" y € M7 paraalgin j € Ng. Tenemos que = +y € M7, zy € mM”
n €N n €N
Luego, v(z+y) > j y v(zy) = 0.
Caso 3: v(x) =n > j = v(y), donde n,j € Ng. Tenemos = € M™, y € M7. Luego x +y € M7,
xy € M™HI.
Por lo tanto, v(z +y) > j = min{n,j} y v(zy) >n+j. O
Abhora, nos proponemos encontrar una condicién necesaria y suficiente para que (R, M) sea un espacio
métrico.
Dada la definicién de orden v en el anillo R, definimos:

d: RxR — R
(z,y) — d(z,y)=e Y,
Denotaremos e~ = 0.
Proposicion 2.9. d es una pseudométrica.
Demostracion: Evidentemente d(x,z) =0 y d(z,y) >0, paratodo z,y € R.

v(x) = v(—zx), paratodo x € R.
Luego, d(z,y) = e ?(#=¥) = ¢=v(=%) — {(y, z), paratodo z,y € R.

Afirmacion.- Paratodo z,y,z € R, d(z,z) < Maz{d(z,y),d(y, z)}.
En efecto, © — z = (x — y) + (y — z), luego del Lema 2.2:

=2 = minfo(—y),vly—2)
—v(z—2) < —min{v(z—y),v(y —2)} = Max{—v(z —y),—v(y — 2)}.
Por lo tanto e~ V(*=%) < Maz{e ?(*=¥) ¢~v(¥=2)}  Asi, queda probada la afirmacién.

Sin pérdida de generalidad supongamos que d(z,y) < d(y, z), luego por la afirmacién d(zx,z) <
d(y, z).
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Luego, d(x,z) < d(x,z)+ d(z,y) < d(z,y) + d(y, 2).
Por lo tanto, d(x,y) = e ¥(*~%) es una pseudométrica. O
Proposicion 2.10. Sea R un anillo conmutativo con identidad y M ideal de R.
i) (R, M) es de Hausdor{f si y sélo si d es una métrica.
ii) Si (R, M) es de Hausdorff entonces su M-Topologia se puede definir con la métrica d.
Demostracion:
i) Supongamos que R es un espacio de Hausdorff entonces m M™ = {0}.
n €N
Dados z,y € R, sid(z,y) =0 entonces e V(*~% =0, luego v(x —y) = oo, esto quiere decir

que (z—vy) € ﬂ M"™ = {0} entonces z =y.

neN
Reciprocamente, si = € ﬂ M™ entonces v(z) = v(z —0) = 0.
necN
Como d es una métrica, d(x,0) =e > =0, luego = 0. Por lo tanto, ﬂ M"™ = {0}.

neN
Asf, del Lema 2.1 concluimos que (R, M) es de Hausdorff.

i1) Al ser (R, M) un espacio de Hausdorff nos garantiza que d es una métrica.
Ahora veremos que la topologia inducida por d es igual a la topologia de (R, M).
Definimos paracadaa € R y n € Ny,

Sp(a) = By(a,e™™) ={z € R, d(z,a) < e "}.

Estos conjuntos de bolas abiertas determinan una base de la topologia inducida por la métrica d, esta
base la representaremos como 34 (una topologia puede tener bases diferentes que generan la misma topo-
logia).

Afirmacion.- Para todon € Ng, M"™ = S,,_1(0).

En efecto, six € M™, entonces n <wv(x) y —v(z) < —(n —1).

d(x,0) = e @) < e~ Juego x € S,,_1(0). Asi, concluimos que M"™ C S,,_;(0).

Si € S, 1(0) entonces d(z,0) = e ¥ < e~ luego n — 1 < v(z), esto es, n < v(z)
(fijamos n).

Ahora supongamos que:

r¢ M". (2.3)

Entonces v(x) = Sup{n € No, z € M"} luego = € MV®).
Por otro lado, de la ecuacién (2.3), x ¢ M™, para todo m > n.
Luego, como n < v(z) entonces = ¢ MV(*) 1o cual es una contradiccion.
Esto quiere decir que z € M™, asi S,,_1(0) C M™, probamos de esta manera la afirmacién.
De la afirmacién, paracadaa € R y n € Ny tenemos:

M"+a = Sn_1(0)+a
= {24+acR, €8, 100 ={x+acR, dz0) <e D}
= {yeR, dy,a)<e "V} =8, 1(a).

Luego Bq={M"™+a;a € R,n € Ny} elcual es una base de la topologia M -adica.

Por lo tanto, la topologia de (R, M) se puede generar a partir de la base de la topologia inducida por d. [J
Observacion 2.7. Sea R anillo conmutativo con identidad y M ideal de R. Entonces

B={M"+a;a€R,neNy} esbase de la topologia 7(f) :{ U B;, B; € ﬁ} ( Topologia genera-
iel
da por (3).
Luego, denotaremos al espacio topoldgico R con la topologiaT(53), (R, 7(8)) con (R, M).
Observacion 2.8.
i) En (R, M) los entornos bdsicos de x € R en su topologia M -ddica son de la forma M™ + .
ii) Una sucesion (xn)nen en R converge a x si, para todo k € Ny, existe s € N tal que
x, —x € MF, para todo n > sy.
iii) Sien (R, M) su topologia M-ddica es metrizable entonces una sucesion (T)nen en R es de
Cauchy si, paratodo k € Ny, existe s, € N tal que ©,, — ., € M*, para todo n,m > sy,
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3. R-automorfismos de series de potencias formales en varias indeterminadas.
Sea R un anillo conmutativo con identidad. Denotaremos con

R = R[[z1, ..., zn]],

al anillo de las series de potencias formales en las indeterminadas x1,...,x, Yy coeficientes en R.
Andlogamente, denotaremos con R = R[z1,...,z,], el anillo de los polinomios en las indetermi-
nadas z1,...,x, y coeficientes en R.
Cada elemento f € R(") se puede expresar como una suma de polinomios homogéneos, es decir,
o0

fZZH=P0+P1+P2+...
i=0

donde P, = 0 o PF; es un polinomio homogéneo de grado ¢ en las indeterminadas x1,...,Z, y
coeficientes en R. Consideramos al polinomio cero como un polinomio de grado —oco. Tal forma de
escribir f& R(") es llamada la descomposicion homogénea de f, més atin, diremos que f se expresa de
forma dnica en funcién de sus componentes homogéneos P;, tal como lo refieren Gilmer, R. y O’Malley, M.
en [7].

Escribiremos, P; = P;(21,...,2p) = Zril Lot e R™.

i1t A =1

Sin embargo, una forma diferente de escribir los elementos de R((”)), estd dada por Chenciner, A. en [2].

Diremos que f:Z P, e R y g:Z Q; € R™ son igualessi P, = Q;, paratodo i € Ny.

i=0 i=0
oo (oo}
Sean f = Z P, g= Z Q; € R se define la suma yproducto de fy g como sigue:
i=0 i=0
oo oo
Fro=3P+Q) R y fg= 3 ( 5 m) ¢ RO,
1=0 1=0 \r+s=i

con estas operaciones de suma y producto se verifica que R(™) es un anillo conmutativo con identidad.

Asi mismo, como R es un anillo conmutativo con identidad, R y R™) son subanillos de R(™).
Recordemos que un elemento f € R() es unidad (o invertible) en R(") sj existe otro elemento
ge R talque f.g=g.f =1.

Proposicion 3.1. f = Z P, € R es invertible siy solo si Py es invertible en R.
i=0
Demostracion: Sea g = Z Q; € R ¢l elemento inverso de f. Luego,
i=0
1= fg=PFQo+ (PiQo+ PoQ1)+ -+

Entonces 1 = Py(Qg. Por lo tanto, P, es invertible en R.

Reciprocamente, encontraremos un elemento g = Z Qi € R(™) (a1 que verifique:
i=0
fg=PQo+ (P1Qo+ PoQ1) +-- =1

Como Py € Res invertible, e igualando término a término en la ecuacién, podemos encontrar los
polinomios homogéneos de g de forma iterativa, los cuales serian:

QO = P()i1
Q1 = —P;y'PiQo
Qn = —PH(PuQo+Pu1Q1+ ...+ PiQu1)

Por lo tanto, f es invertible. (]
Si R es un anillo conmutativo con identidad, tenemos:

oo
M= {f = ZPi e R py= 0} es un ideal de R(").
i=0
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M es el ideal generado por las indeterminadas x1, ..., x,, es decir, M= (z1,... ,xn>R((")), usaremos esta
notacién para precisar que M es un ideal de R(™). Sino existiera confusién, sélo escribiremos (X1, Zp).

Para cada k €N, la k-ésima potencia de M es el conjunto

Mk: {f_ZR GR((H)), P()::Pkfl —0}
i=0

MPF denotard el ideal (z1, ... ,2,)*R() | por convencién, denotaremos M© = R(™),

Es claro que ﬂ (x1, ...,xn>kR((")) =0.

keEN

Como R(™) es un anillo conmutativo con identidad y (zy,...,z,) es su ideal respectivo, entonces
(R((”))7 (21, ..., ®,)) representa el anillo topoldgico R() con su topologia (1, ..., x,)-adica.

Como ﬂ (21, ..., 2, )* RUY = 0, entonces por el Lema 2.1, (R™) (z1,...,2,)) es un espacio de

kEN

Hausdorff. Ademas, por la Proposicién 2.10, se puede definir una métrica en este espacio.
Proposicion 3.2. (R((”)), (1, ..., Tn)) es un espacio métrico completo.
Demostracion: Sea (f;);cn una sucesion de Cauchy en (R((”))7 (1, ...y xn>)
Dado i € N, existe k(i) € N tal que paratodo I,m > k(i), fi — fm € (T1, ..., Tn)"

Sin pérdida de generalidad, supongamos que k(i) < k(i+1) entonces fi(it1)— fr@i) € (1, Tn)"
Para cada ¢+ € N, escribiremos

fow = Piot+Pii+Pia+..
feary = Pirro+ P+ P+ .
donde F; ; es polinomio homogéneo de grado j.
o0
Luego, foen = foy = Z(PHLJ‘ — P ;) € (x1,22, ..., Tn)".
j=0
Entonces, paracada ¢ € N tenemos que:
P, ; = P11, paratodo j = 0,1,...,4 — 1.
Definimos la serie formal
f = Po+Pa+..+PFP, 1+ P,

= (Pi,O + PL‘71 + ...+ Pi,i—l) + Pi+1,i"' € R((n))

Ast, f— fooy = (Piri = Pi) + (P2t — Pii1) + oo € (1,0, 20)"
Es decir, existe f € R(") tal que f — fowy € (T1, cey T )%, paratodo i € N.
Luego, lim fi, = f. Por lo tanto, la sucesion de Cauchy (f;)ien tiene una subsucesion (f, ), qy
71— 00
convergente en (R(("))7 (@1, ey :Un>) que es un espacio de Hausdorff metrizable.
Por lo tanto (f;);en converge en (R(™) (z, ..., 2,)). O

Ahora, estamos en condiciones de aplicar la definicién de orden en el anillo R("*) con su topologia M-
adica.
v: RM  — NyU{oo}
fooo— ()

donde,

0, si f=0,

Max{m e Ny / fe M™}, si f#0.

v(f) =

Si f # 0, entonces existe alginr € Ny talque f =P+ P41 +F42+...donde P, 0y P; =0
para todo j menor que 7.

Denotaremos el orden de f con Ord(f), estoes, Ord(f) = v(f).
Tenemos que f € (x1,...,x,)" R("). Supongamos que v(f) = m entonces m > 7.

Luego, f = Po 4+ Pry1 + Prjo 4 ... € (x1,...,2,)"R("),
Si m>r entonces P, = 0, pero esto es una contradiccion.

Por tanto, Ord(f) = v(f) = r. Es decir,
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Si f =0, entonces Ord(f) = oco.
Si f #0, entonces Ord(f)=r, donde f = P.+ P11 + ..., con P, #0.
Llamaremos a P, forma inicial de f.
Tal forma de escribir f€ R(") es llamada la descomposicién homogénea de f, més atin, diremos que
f se expresa de forma tinica en funcién de sus componentes homogéneos P;, tal como lo refieren Gilmer,
R. y O’Malley, M. en [7].
Sin embargo, una forma diferente de escribir los elementos de R((”)), estd dada por Chenciner, A.
en[2].
Enelcasode f € R, f = 0 se define el grado de f como el mayor k € Ny tal que f;, # 0.
Escribiremos los polinomios homogéneos P; como P;(z1,...,x,) = Zrn . zin e R(,

.. i1+ i =1
Observacion 3.1.

i) fe R esunidad en R(™) siy solosi Ord(f) = 0.
ii) f =Py, Py#0¢e R esunidad en R(™).
iii) f € (x1,...,2,)" RO siysolosi Ord(f)>m.
Tenemos propiedades del orden en R(™) dadas en las siguientes proposiciones:
Proposicién 3.3. Sean f, g € R("™) entonces
i) Ord(f +g) > min{Ord(f),Ord(g)}.
ii) Ord(f.g) > Ord(f)+ Ord(g).
Demostracion: Se sigue de la definicion. O
Proposicion 3.4. Sea R un Dominio de Integridad. Dados f,g € R(") entonces se cumple:
i) Ord(f.g) = Ord(f) + Ord(g).
ii) Ord(f + g) > min{Ord(f),Ord(g)}.

Mds aiin, cuando R es un anillo cualquiera, si Ord(f) # Ord(g) entonces
Ord(f £ g) = min{Ord(f),Ord(g)}.

Demostracion:

i) Dados f:ZPi,g:ZQi con P #0y Qm#0.

LuegO, fg = P’r‘Qm + (PrJrlQm + Per+1) + ...,

donde P,.Q,, # 0 por ser R un Dominio de Integridad. Ademas, el grado de P,.Q,,, es r + m.
Por lo tanto, Ord(f.g) =r 4+ m = Ord(f) + Ord(g).

i1) Por la Proposicién 3.3, se tiene que Ord(f £ g) > min{Ord(f),Ord(g)}.
Teniendo a f y g establecidos como en la parte (i), tenemos que Ord(f) =r y Ord(g) = m.
Sim>r,entonces f+g=P.+Py1+ ...+ (PnEtQm)+ (Pnt1EQme1)+ ...

y como P,. # 0 tenemos que Ord(f £ g) =r = min{Ord(f),Ord(g)}. O
Considerando el anillo conmutativo con identidad R,y aq,...,q, € R,
Para cada i € Ny denotaremos:

Pay,...,an) = Zrln ol ol e R() donde Tir,oin € R.
i1t tin=i

Luego, R[ag,...,a,] = {Z Piay,...,an) € R0 m e No} es el subanillo de R(™) generado por
i=0

Ry ai,...,«qp.

Observacion 3.2.
Sean o, ..,a, € R y T subanillo de R\ tal que R [0, .., o) C T, entonces (o, ..,a,) T es el
ideal de T generado por oy, ..,an, ¥ (T, (e, .., ) T) anillo topoldgico con la topologia {ay, .., ) T-
ddicaenT.

Proposicién 3.5. Sean a1, ..., o, € R ym e N. Si existe ¢ R-endomorfismo de RU™) tal que
o(x;) = «; entonces

i) ¢ (R™) =Rla,... o) i
i) {ag,...,c0)" Rlag,...,a,] = { Pi(ag,...;an), k GN}.
Demostracion: o

i) Para cada polinomio homogéneo P, = P;(x1, ..., &) :Z T zin e R,
it i =i
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Tenemos que P; (a1,...,q,) = Z Til,iz,.AA,inO/f Lol = ¢(P).

Q1. tin =i
Entonces Y P, (a1,...,an) = »_¢(P;) = ¢ (Z Pi> y esto implica la igualdad.
=0 1=0 =0

i) Primero probaremos la afirmacién:

¢ (<5E1a s 7xn>m R(n)) = <a17 cey an>m ¢ (R(n)) '

En efecto,
¢< ZPil)Zév“',inxil o xi’””) - Z¢(P7:17"~;in)ail e a;:ln’donde Pi1;~~7in € R(n)' Luego’ f €
1+...Fip=m i1+...+ip=m
k
{ag,...;an)" Rlag,...,an]|=¢ ((xl, e ,:17">mR(n)) si y solo si existe Z Py e(xy,...,x,)" R™,
donde P; = Py(x1,...,z,) € R™ tal que
k k k
f=¢<ZPi)=Z¢(Pi) S P ).
i=m i=m i=m

|
Existe una definicién bastante general de completacién de un anillo topolégico, dada por O’Malley, M.
en [10] (Definicion 3.1). Nosotros, usaremos la definiciéon dada en [7], por Gilmer, R. y O’ Malley, M.
Definicion 3.1. Sean oy, ...,o, € R, T subanillo de R tal que Rlay,...,00,] € Ty
(Rlagy ooy ]y (@1, vy ) Rlevy, ..., au]) s espacio de Hausdorff.
Diremos que (T.(a, ..., an)T) es completacion de (R[ay, ..., an) {01, ...y an )R]y, ..., i) si se cum-
plen las siguientes condiciones:
i) (T,{a,...,a,) T) es espacio de Hausdorffy completo.
ii) Cada elemento de T es el limite de una sucesion de Cauchy en
(Rloa, -y an),{01, ooy an) Rla, ..., ).
iii) La topologia inducida sobre R [, ..., | por la topologia (o, ..., o) T-ddica enT es equiva-
lente a la topologia (o, .., ) Ry, ..., ap)-ddica en Ry, ..., ayp).
Y lo denotaremos: (T, (ay, ..., 00) T) = (R0, .. ], (@1, .oy ) Rov, ..y o ])C.
Proposicion 3.6. Sean 1, ...,a, € R y ¢ un R-endomorfismo de R(™) tal que o(x;) =
paratodo i =1,...,n.
i) Si T es subanillo de R(™) tal que ¢ (R((”)))CT, entonces ¢ es continua de (R((")), (21, ,xn>)
en (T, (a1,...,a,)T).
ZPZ (041, ceey an)

i=0

ii) Sif:ZPi e R entonces existe 1im en (T, {ay,...,cn)T).
m—r o0
i=0
Demostracion;

1) Afirmacion.- LYy ey Ty M) =({ay, ..., ap ")), paratodo k € N.
fi ) k p(n) k¢ (R() dok e N

En efecto, si f € (;5((:51, e xn>kR((”))) entonces existe b € (1, ..., 7,) "R(") tal que f = ¢(h), donde h =
D Fian @it fir,i, € ROV,

i1+ Fin=Fk
Luego, f=aoh) = Z & (firoi) all. ot e (o1, ...,Ozn>k o (R((n))) )
i1t Fin=Fk
Si £ € (a1, 00) (ROV) entonces £ =3 6(fi,,..i.) 0. paraalgin fi,. i, € RO,
Lueg07 f = (ZS < Z fi17‘__’in$il...xi;> & d) ((5617 ..7xn>kR((n)>

Dado ge R(") arbitrario, para cada (¢(g)+(a1, eyt T) entorno de ¢(g)en (T, {az, ..., ) T) exis-
te (g—l—(xl, ...,xn>kR((” )> entorno de g en (R((" ) (z1, ...,x,L>R((")) tal que:

0 (94 (o) ROV) = 6(g) +6 (@1, wa)" BOV)
= 6(g) + (a1, .., an)" ¢ (ROD)
= Colg)+ (ar, . an) T
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Por tanto ¢ es continua.

i1) Para cada k € N, ex1ste Sk = k € N talquesi m > sg,

f— ZP - Z P, € (1, ., xn)™" T RO (2, ) RO,
i=m-+1
Entonces mlim@(}(ZO Pi> =fen (R((")), <$1,...,xn>).
Desde que ¢ es continua de (R((”)), (xh...,xn}R((”))) en (T,{as,...,a,)T), tenemos:
o(f) = lim ¢ <;P> = lim_ ;Pi (o1, .yan)| €T

|
Observacién 3.3. Considerando o € R tal que ¢(ay) = oy, donde ¢ es un R—endomorfismo
de RO se consigue la continuidad de ¢ en la topologia o, — ddica sobre RY) (ver [11]- Lema 3.3).
Observacion 3.4. Si en la Proposicion 3.6, usamos como hipdtesis la condicion:
ﬂ (a1, .oy )™ T = {0}, es decir que (T, (a1, ..., a,) T') es de Hausdorff, entonces ¢ es tinico.

meN
En efecto:

Supongamos que existe 1) R-endomorfismo de RU") tal que V(x) =a; y (R((”))) cT

o0
Sea [ = Z f; € RU). De la demostracion de la Proposicion 3.6, tenemos que:
=0

= lim Z fi | € Ry 4 es continua.

m— o0

eT.

Entonces (f) = mli)moc P (; fi> = ml;moo [; fi(ag,y .oy ap)
Como (T, {ay, ..., ) T) es de Hausdorff, este limite es tinico, entonces ¥ (f) = ¢(f).
Por tanto ) = ¢.
Teorema 3.1. Sean o, ..., o, € RU") y T subanillo de R tal que R[ov, ...,o,) C T.
Si(T, {1, ...,an) T) es un espacio de Hausdorﬁ‘completa entonces existe un tinico ¢ R-endomorfismo de
R tal que ¢(x;) = oy, parai=1,...,n. y d)( ) cT.

Demostracion: Sea f = ZPi e R(™) que P; = Zrih,,
; i1 tin=i
Entonces P;(aq, ..., ) = Zrihm,i"a?...aiﬁ €R]ay,...,an) C T, paratodo i € Ny.
i1+t in =1

w i € RO,

. )1””

m
Afirmacion.- <Z P (aq, ..., an)> es una sucesién de Cauchy en (T, (a1, ...,an) T) .
1=0 meN
En efecto: para todo k € Ny, existe s; = k € N tal quesi p > m > s entonces
p

ZPi(al,...,an) —ZPi(al,..., ZP Qpyeeny Q0 <a1,...,an>m+1R[a1,...,ozn].
i=0 i=0

i=m-+1

P
Z Pi(aq, ..., an) €{a, ..., an>m+1R [ag, ey tn]

i=m-+1
(o, ...7an>k Rlag, ..., ] C (a1, ..y an>k T.
Desde que (Ti(1, ..., ap,) T) es espacio de Hausdorff completo, (ZPi(ozl, ey ozn)> converge a
¢=0 meN

un unico elemento de 7' y lo denotaremos

flag,...,a,) =

lim
m— OO

Z-P’L (ala [ O‘n)] .
=0

Esto nos garantiza la definicién de la aplicacion:
¢: R _— T c RO

F=Y P — o(f)=flar, . an) =

=0

lim
m— 00

m
Zpi (Oél7 ceey an)]
=0
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que verifica las condiciones de un R-endomorfismo de R(™) tal que ¢(z;) = a.
Como (T, (o, ..., ) T') es de Hausdorff, de la Observacion 3.4 obtenemos la unicidad de ¢. O
Corolario 3.1. Existe un tinico ¢ R—endomorfimo de R(™) tal que o(x;) = x4, el cual es el auto-
morfismo identidad.
Demostracion: Como (R((”)), (@1, ey xn>) es espacio de Hausdorff completo (Proposicién 3.2), con-
sidere T=R(") en el Teorema 3.1. |
Lema 3.1. Sean S un a.c.c.i y by,bs,...b, €5.
Si (am)men es una sucesion de Cauchy en (S, (by, ..., b,) S) entonces existe una subsucesion (¢, )men de
(am)mEN tal que

m

— i1 -
Cm = E E Tir,...inb01 --0;7 |, donde vy, . ;. €8.
i=0 Liy4...+4p=i

Demostracion: Sea (G, )men una sucesion de Cauchy en (S, (b1, ..., b,) S). Luego, para todo k €
Ny, existe sy € Ng tal que a, — ay, € (b1, ...,b,) 1S, paratodo p,m > sj.
Sin pérdida de generalidad ordenamos sy < s1 < so < ... Luego, para todo i € Ny existe s; € Ny tal
que as,, — as, € (b,...,b,)" 1S desde que s;11 > ;.
,,,,, in €5 talque as,,, —as, = Z rlllnbilb;

i1t tin =i+l
Para cada i € Ny, denotamos f; (b1, ...,b,) = Zrihm’inb?...bﬁ'{‘.
i1+t =1

Entonces, existen 1,

Luego, para todo i € Ny,
Gs;yy = Qs + fi+1 (bh ey bn) .
Para i € Ny, sea ¢; = as; ¥ as, = fo (b1,...,bn).

Esto es,
= a5 = s+ f1(b1, . bn) = fo (b1, 00) + 1 (b1 b))
ca = as, = as + fa(b1,bn) = fo (b1, bn) + f1 (0150 b0) + f2 (b1, s b0)
m
Cm = e, = g+ fon (b1, bn) =D fi(br, s bn).
i=0
m
Por tanto, (¢y,),.., es lasubsucesion de (@, )men tal que ¢, = ZL Zril,u.,inbil~-~bif]~ O
i=0 lir 4. 4in=i

Los Teoremas 3.2 y 3.3 que enunciamos a continuacion, se encuentra en [7](Teorema 2.1), para la
prueba de este teorema, sugieren los autores revisar [4].
Teorema 3.2. Sean a,...,o, € R(") y T es subanillo de R(™) tal que Rlay,...,an] € T y
verifica las siguientes condiciones:
i) (T, (a1, ..., n) T) es Hausdorff completo.
ii) Cada elemento de T es el limite de una sucesion de Cauchy en
(Rlaqy ooy anly{oq, ..yan) Raq, ... ap]).
Entonces existe un inico ¢ R-endomorfismo de R(") tal que d(x)=a; y & (R(("))) =T.
Demostracién: Sea T subanillo de R((™) tal que R [a1,...,an] C T que cumple las condiciones i)

y ii). Como (T;{c, ..., o) T') es Hausdorff Completo, del Teorema 3.1, tenemos que existe un dnico ¢
R-endomorfismo de R(") tal que ¢(z;) = a; y ¢ (R(™) C T.

Afirmacion.- T C ¢ (R((n)))_
En efecto: sea g €T entonces existe (fy,)men sucesion de Cauchy en
(R[agy .oy an], (@1, ooy a) R, ..y a]) tal que lim f,, = g.

n— oo

Del Lema 3.1, tenemos que existe (d,,)men subsucesion de (f,)men tal que:

m

— 11 in
dm—g E fihm,inal ...Ozn” N

i=0 Liy+...4in=1i

in€R o1, ] =0 (RM).
Esto es, existe h;, .. .. € R™) tal que & (hiy..in)= firoosin-
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Luego, para cada m € N,

dmzz l qu(hilwwin)o‘?maif] =9 <Z [ Zhnznwlfx?}) .

=0 Lii+...+ipn=1 =0 Lii+...+ipn=1%

Denotaremos h; para cada i € Ny,

Z hiy ... zﬂ% x“ € (xl,...,wn>iR(”) C (xl,...,:cnyR(”))‘

i1+ i =1
Ademas,
<Z hi> es sucesion de Cauchy en (R((” )| (T1,eey @) R«”») . 3.1
i=0 /meN
puesto que para todo k € Ny existe s =k € Ny tal que si p > m > s,
Zh - Zh = Z i = hong1 + oo 4 by € (@1, oy )™ TP ROD () RO
1=m-+1
Como (R (z1, ..., z,) R(")) es completo entonces existe € R(™) tal que lim (Z h) h.
m—r 00 i—0

Tenemos que ¢ es continua de (R("™), (21, ...,z,,) R(")) en (T, (1, ..., o0,) T).

Entonces, lim (d,,) = n}gnooqﬁ <Z hi> =¢(h) eT.

m—»0o0

i=0
Como (T, (a1, ..., an) T') es Hausdorff y la subsucesion (d,),,cn de (fm),,cn converge,
tenemos que d,, — ¢(h) y f,, — g. Portanto g = ¢(h) € ¢ (R("™). 0

Teorema 3.3. Si ¢ es R-endomorfismo de R("™) tal que ¢(x;) = a; y ademds
(gb(R((")))7 (a1 ey an) & (R((”)))) es de Hausdorff entonces T = ¢(R™)) cumple las condiciones i)y ii)
del Teorema 3.2.

Demostracion: Evidentemente ¢(R("))es subanillo de R(™) y R[ay, ..., ] = p(RM)C ¢(ROD).
Ademds, ¢ es continua de (R((")), (T1y ey T R(("))) en (QS(R((" N, (ay, ..., o) qb(R((")))) .

i)Sea (fin)men una sucesién de Cauchy en (¢(R(™), (o, ..., ) $(R(™)) . Por el Lema 3.1, existe
(dm)men una subsucesion de (f,)men tal que

1=0 Lii+...+ip=1
donde g;,,. 4, € qb(R(("))), es decir, existe h;, ., € R tal que ¢ (Riy,.oin ) =i,
Entonces,

m m
03| Sotn ateas| <o(S] T st]).
i=0 Lir4...4+in=i i=0 Lis+...4+in=i
Denotaremos para cada ¢ € Ny,

Zhil:wwlnxl i e (zq, ., 2) RO,
i1t =i

De (3.1), tenemos que ( hi> es sucesion de Cauchy en (R((")),<x1, s xn>R((”))) que es completo.
=0 /meN
Luego, existe i € R(") tal que lim (Z hi> = h.
m—r OO

=0

Entonces lim d,, = lim ¢ (Z hi > )E ( W).

Desde que, ( fin)men es sucesion de Cauchy y (dy,)men es subsucesion de (fy,)men convergente en
(gb(R(("))), (Q1y ey i) d)(R((” ))) que es de Hausdorff. Luego,

i frn = 1im_dy = 6(h) € 6 (RO).

m—o0

Por tanto, (¢(R(™), (v, ..., o) ¢(R(™))) es completo.
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(oo}
ii) Sea g€ ¢ (R(™)) entonces existe hzz hie R tal que ¢(h)=yg.
i=0
Analogamente a la prueba de (3.1),1a sucesién <Z hi> es de Cauchy en (R((”)), (X1, ey xn>R(("))) .
7

1=0 neN

Como Ilim (Z hi>= h, de la continuidad de ¢ tenemos:
i=0

m—r o0
m m
lim lz hi (a1, ..., an)l = lim_¢ (ZO

=0

hi) =¢(h) =y.

Ademas,

(Z h; (aq, ...,an)> es sucesion de Cauchy en (R [aq, ..., o] {0, ...y ) R a1, ...y ai]).
0

v= meN

Por lo tanto, para todo g€ ¢ (R(™)), existe (Z hi (aq, ..., an)> sucesién de Cauchy en
1=0 meN

(Rlat, ..., anl,{a1, ...;an) R [a1, ..., ap]) tal que lim
m— o0

Zhi (al,...,an)l =g. O
=0

Proposicién 3.7. Sean a,...,a, € R ¢ un R-;ndomorﬁsmo de R tal que ¢p(x;) = oy y
R [ala B3] an] - ¢(R((n)))

Entonces (a1, ...,c) " Rlaq, ..., ] = (a1, oy " O(RUDY N Ry, ..., i) -
Demostracion: Es claro que:
(1,0 Rlay, ..., o) C (a1, .o, )" (RO A R [y, ..., ] -
Desde que, (a1, ..., an) "R[aq, ..., an] CR[a1, oy n] ¥ (@1, oy 0" R, ooy ] St ooy oY (ROD),

Por otro lado,
si F € (ay,....,a,)"9(RU)YNRay,...,a,] entonces F € ¢({ay,...,an)"RUD) y F € Rlay, ..., ay].

k
Luego, F' = ¢ Z Pi> , donde P; es polinomio homogéneo de grado 1.

i=m

Asi, F € {aq,...,an) " Rlaq, ..., o] - O
Lema 3.2. Considerando las hipotesis de la Proposicion 3.7, y sean las bases

B = { (a1, ey )™ Rlag, oy an] + f; f € Rlag, ...,ap], m € No},

Bo = { (01 oy o)™ H(RODY 4 £ f € o(ROD), m No},

de (Roq, ...,an] (a1, o, an) R0, ..., a]) ¥ (¢(R(("))), (a1, ey an>¢(R((")))) respectivamente. Entonces
51 = (ﬂ2>|R[u1 ..... anl”

Demostracion: Sea h + (a1, ...,an)" R|aq,...,a,] € 31, donde h € R[ay,...,a,]. Luego, de la
Proposicién 3.7 tenemos:

Bt s an) " Rlon, o o] = (A (@1, o(ROD) ) 0 Rfan, oy 0]
Por otro lado, sea (f + (a1, ...,an)" ¢(RU))) N Rlas, ..., an] € (B2)l 4, ..., donde fe ¢(R(D).

Entonces, m - N
f=¢<ZPi> +¢<2Pi> =h+g,

i=0 i=m
donde h= qﬁ(ZH) €ER[a1,...,an], g= gi)( Z H) e{agy ..., ozn>m¢(R((”))y P; es polinomio ho-
i=0
mogéneo de grado.
Luego, usando la Proposicién 3.7 concluimos que:

(f +{aq, ...y an>mq§(R((")))) NR[a1,..,an] =h+ (a1, ....an)" Rlag, ..,a,]. O

Observacién 3.5. Sean vy, ..., o, € R, 1) un R-homomorfismo de R™ en R(™) tal que (x;) =
«;, paratodoi=1,2,....,n. Entonces 1) es tinico.

1=m

En efecto, sea ¢ : R™ — R(") R-homomorfismo tal que o(x;) = .

k k k
Si f = ZPi e R™ entonces o(f) = Z@(Pi) = ZPi (a1, ey Q).
i=0 i=0

=0
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Luego, k k
o(f) = S Pi(ans e an) =4 (Z R-) — ().
Por tanto, ¢ = . =0 =0

Una pregunta interesante es, bajo qué condiciones los R— endomorfismos de R(™) sobreyectivos son
inyectivos. Para responder esta pregunta, citamos el Teorema 5.5 (ver [7], p. 41) que muestra las condicio-
nes necesarias y suficientes para que un R— endomorfismo de R(™) sobreyectivo sea automorfismo. Asi
mismo, Eakin, P. y Sathaye, A. en [3](Corolario C), muestran que los R—endomorfismos de R(™) gon
sobreyectivos si y solo si son automorfismos.

Precisamos que, Gilmer, R, y O’ Malley, M. enuncian el siguiente Teorema en [7](Teo-rema 2.2), sin
prueba, solo con la sugerencia de revisar [12].
Teorema 3.4. Sean o, ...,o, € R, Existe ¢ R-endomorfismo inyectivo de RU") tal que o(x;) =
«a; Siy solo si
i) 9 esinyectivo.
ii) Existe T subanillo de R(") tal que
(T, (o1, ooy an) T)=(R [0y, ..o ], (@1, ooy ) Rv1, .. ).
Demostracion:
i) Es evidente que ¢ = ¢[ _, es inyectivo.
ii) Sea T=¢ (R(")) entonces T es subanillode R(")y de la Proposicién 3.5, tenemos que R [ovy, ..., o] C
T.

Afirmacion.- (T, (a1, ..., ) T') es de Hausdorff, es decir, ﬂ a1y ey )™ T)={0}.
meN
En efecto, de la afirmacion de la Proposicion 3.6, tenemos:

N [ o (RN = ) 6 ((@1,0mn)™ R)

meN meN

¢( N @1zn)” R((n)))

meN

¢ ({0}) = {0}.

() ot an)™ T

meN

Del Lema 3.2, tenemos que los elementos de la base de la topologia inducida sobre R [ayq, ..., ] por la
({1, ..., o) T)-topologia son los mismos elementos de labase de la ({1, ..., ) R [y, ..., ap ] )-topologia.
Esto implicard que las respectivas topologias son equivalentes.
Finalmente usando el Teorema 3.3, concluimos que
(T, (o1, .oy @) T) = (R[a1, .oy atn] s {01, ooy ) Ry, ooy )
Reciprocamente, como existe 7" subanillo de R() (a1 que
(T, (a1, ey ) T) = (Rov1, ooy an] , (s ooy o) R0t ey )
Entonces R [ay,....,a,] CT y (T, {a1,...,a,) T) es Hausdorff Completo.

Por el Teorema 3.1, tenemos que existe un tnico ¢ R-endomorfismo de R,
¢: R — T c R(M)

f:ZPi — o(f) =

=0

lim
m— 00

ZPZ (al, ceey an)‘| = ZP'L (a17 ceey an) ’
=0 i

tal que ¢(z;) =a; y ¢ (R(W) CT.

Ahora, probaremos que ¢ es inyectiva.

(o) m
Sea f = ZPi € Nu(¢) entonces ¢(f) = lim ZPi (a1, ...,an)] =0eT.
i=0 1=0

Sea k € Ny (arbitrario), de la hipétesis (ii) tenemos:

(a1, ...,an>k+1 Rloq,...,an]) = Rlaq, ...,an] N U Vi,
il
Vi€p2
donde (5 es base de la topologia (aq, ..., a,,) T'— ddica.
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Existe p € N tal que
Rlon, ..o 0n] 0 (a1, oy )’ T) € R, ooy an] 0 | Vi = (0, ooy ) T Ron, o 0]
Vit
Es decir, existe p € N tal que

Rlay, ;o] N {ay, oy )P T C {ag, .y o) Rlan, .. o] (3.2)

m
Para peN, existe s, €N tal que para todo m > s, ZPi (a1, ey ) € (@1, ey )P T
i=0

m
Entonces para todo m > s, ZP" (a1, .yap) € Rlag, ooy an] N {ag, ey )P T
i=0
De (3.2), para todo m > s, tenemos:

S P (@1 @) € (a1, )5 R, o )
=0

Luego, para todo m > s,

m m l l
¢<Z Pz)Z PZ (alv "'7an): Z Qz (alv "'7an) = d)( Z Qz) ,donde Q1 € R(n)
=0 =0

i=k+1 i=k-+1
l

m
Como ¢ = qb‘R(") es inyectivo entonces E P = Z Q;, paratodo m > s,
i=0 i=k+1

Luego, Py =P, =...= P, =0, paratodo k € Ny. Es decir, f = ZPi =0.

Asi, concluimos que ¢ es inyectiva. ’ ]

O’ Malley, M. en [10](Seccién 5), muestra una caracterizacion de los R— endomorfismos de R que
son R— automorfismos de R(Y) usando R un dominio de integridad. En [9], los dominios de integridad
con identidad se usan para determinar el anillo de invariantes de un grupo finito de R-automorfismos de
R

Gilmer, R. en la seccién 3 de [6], muestra las condiciones equivalentes para la existencia de un R-
automorfismo de R(1), asi mismo, en el Corolario 5.5 de [6], se da una respuesta a una pregunta sin
responder de [10]. En esta seccion 3, Gilmer R. utiliza resultados de [10] y de[12] (articulo que a la fecha
no estaba publicado).
También, Gilmer, R. caracteriza los automorfismos de R(Y) en [5].

Ahora, enunciamos y detallamos la prueba de la caracterizacién de los R— automorfismos de R(™)
dado en [7].

Teorema 3.5. Sean o, ..., o, € RUY), Existe un iinico ¢ R-automorfismo de R(") tal que o(x;) =
a; siy solo si (R((")), <oz1,...,ozn>R(("))) = (Rlaq, ..., o) {Q1, ..., i) Ry, ...,ozn])C y el inico R-
homomorfismo 1) : R™ — R() tal que v(x;) = a; es inyectivo.

Demostracion: Del Teorema 3.4, tenemos que ) = ¢|R<n):R(")—> R(") es R-homomorfismo inyec-
tivo y existe 7' = ¢ (R(")) subanillo de R(") tal que:

(Ta <a17 (X3} an> T) = (R [0117 X3} O‘n] ) <O[1, ) Oé"> R [0117 X3} O‘n])c .
Ademais, de la Observacion 3.5, tenemos que ) es tGnico.
Como ¢ es R-automorfismo de R(™) entonces 7' = R(™) y por lo tanto
(R (ay, ..., a) RODY = (R[a1, oy ], (@1 oy ) R0, ooy )

Reciprocamente, desde que

(RO (a1, ..y ) ROD) = (R[a1, ooy ], (1, ey @) R 1y )

Por el Teorema 3.2, existe un tnico ¢ R-endomorfismo de R("™) tal que d(x;) =y ¢ (R(("))) =
R(")Es decir, ¢ es sobreyectivo.
Como ¢ : R(™ — R(") es el nico R-homomorfismo inyectivo, ) = ®| gy . Del Teorema 3.4, tene-
mos que existe ¢ R-endomorfismo inyectivo de R(™) tal que ¢(x;) = ;. Desde que ¢ es tinico tenemos
que ¢ = ¢. Asi ¢ es inyectivo.
Por lo tanto, existe un tnico ¢ R-automorfismo de R("™) tal que ¢(z;) = a. |

Corolario 3.2. Se cumple que:
(R((”)), (T15 s ) )= (R[@1, ..., ¥ (T1, ey Tp) Rl1, .o anC .

Demostracion: Inmedito del Teorema 3.5 y del Corolario 3.1. (]
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4. Conclusiones.

La caracterizacién de los R— automorfismo de R(™) que presentamos estd basada en el concepto de
completacion, uno de los conceptos mas importantes en el estudio de los anillos topolégicos. En casos par-
ticulares, es algo complicado usar esta caracterizacidn, sin embargo, detallamos la referida caracterizacién
como una extension del resultado para los R—automofismos de series de potencias formales en una inde-
terminada, dada en [12].

En la Seccidn 3 del articulo, debido a 1a manera de abordar nuestro estudio, hemos obtenido de manera
inmediata los Corolario 3.1,y 3.2.

En el Corolario 3.1, garantizamos que existe un tinico ¢ R— endomorfismo de R(") tal que o(xz;) =
x;, el cual es el automorfismo identidad. Este Corolario 3.1, se obtiene del Teorema 3.1. También, Gilmer,
R. y O’ Malley, M. en [7](Lema 5.4) enuncian un resultado similar, donde la hipétesis es, asumiendo que
pes R—endomorfismo de R(™) tal que é(z;) = x;, concluyen que ¢ es el automorfismo identidad, y la
prueba tiene un contexto diferente al nuestro.

En el Corolario 3.2, mostramos que la completacion del anilo topoldgico generado por R y x1, ..., Tn,
es el anillo topolégico R(™) con su topologia < 1, ..., z, > —adica.
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