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Abstract
In this article, from the relativization of the functor Tor some properties of Hochschild homologies of crossed
products of Hopf are determined. The Hochschild homology functor of a product crossed satisfies the
properties of a left satellite relative to an associated projective class of epimorphisms of an additive functor.
Keywords. Derived functors, natural equivalence of bifunctors, relative projective resolution, horseshoe lemma,
Hochschild homologies.

Resumen
En este articulo se determinan algunas propiedades de homologias de Hochschild de productos cruzados
de Hopf a partir de la relativizacion del funtor Tor. El funtor de homologia de Hochschild de un producto
cruzado satisface las propiedades de un satélite izquierdo relativo a una clase proyectiva asociada de
epimorfismos de un funtor aditivo.
Palabras clave. Funtores derivados, equivalencia natural de bifuntores, resolucién proyectiva relativa, lema de
herradura, homologias de Hochschild.

1. Introduccion. En 2010, G.Carboni, J.A.Guccione y J.J.Guccione, han obtenido en [1] un complejo
mixto, més simple que el canénico que da homologia de Hochschild, ciclica, negativa y periédica de un
producto cruzado £/ = A#¢H, donde H es una algebra de Hopf arbitraria y f es un cociclo invertible por
convolucidn con valores en una K —dlgebra A. Segtn [1, pagina 849], 1a homologia de Hochschild de E es
la homologia de E ® ge (X, d.), donde (X, d,) es una resolucién proyectiva relativa de E.

Los bifuntores T'or y Tor se introdujeron en [2, IT1.8]. Se desea mostrar que la técnica utilizada para

demostrar que los bifuntores Ext" y Ext " son naturalmente equivalentes (ver [2, IV.8]), es aplicable a los
correspondientes bifuntores T'or para demostrar su equivalencia natural.
En la seccién [2, IV.11] se describié brevemente el bifuntor Tor’ (—, —) paran = 0,1, ..., y se mencioné
que Tor’ es balanceado. Dado y : A — A’ un morfismo de anillos unitarios y C' un A’-médulo derecho. En
la seccién [2, IX.4] se introdujo el simbolo T'or)) (C, —) para denotar los funtores &;j-derivados izquierdos
del funtor C' @ns (=) : mpar — Ab.

En el articulo [3, § 2] fueron tratados los funtores relativos T'or y Ext como andlogos a los funtores
“Tor” y “Ext” de Cartan-Eilenberg [4], a partir de un subanillo S’ de un anillo R utilizando resoluciones
(R, S)-proyectivas (o inyectivas) de R-médulos.

El propésito de este articulo es establecer las propiedades de homologias de Hochschild de productos
cruzados de Hopf a partir de las nociones del funtor derivado relativo Tor. Se establecen como resultados

principales Teorema 4.1, Teorema 4.2, Teorema 5.1 y Teorema 5.2. La presentacion de este trabajo se hace
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en cinco secciones.

En la segunda seccion, usando clase proyectiva de epimorfismos se aborda los funtores derivados relativos
izquierdos de un funtor aditivo, y el lema de herradura.

En la tercera seccion, usando los A-mddulos derechos proyectivos y los A-médulos izquierdos proyectivos

se desarrolla la equivalencia natural de los bifuntores T'or’ y W,LA.

En la cuarta seccién, dado un morfismo de anillos unitarios v : R — S se adapta una teoria relativa para la
equivalencia natural de los bifuntores relativos T'or] y ﬂj.

Algunas caracteristicas de T'or relativo desarrolladas en [3] son reproducidas utilizando como herramienta
principal la existencia de una clase proyectiva de epimorfismos en la categoria abeliana de S-mddulos
(Teorema 4.1) puesto que a un subanillo R de un anillo S se le puede asociar un morfismo de anillos
unitarios v : R — Stal que 1 — 1.

En la quinta seccioén, se determinan propiedades de homologia de Hochschild de productos cruzados.

2. Clase Proyectiva de Epimorfismos. Para abordar la relativizacién de la equivalencia natural nece-
sitaremos algunas nociones de funtores derivados relativos izquierdos de un funtor aditivo de una categoria
abeliana dotada de una clase proyectiva en una categoria abeliana.

Las ideas de las demostraciones del teorema, de la proposicion y del lema de esta seccion se puede encontrar
en [5].

Funtores & —Derivados Izquierdos. Sean 2{ una categoria abeliana y & una clase de epimorfismos
en 2.

Teorema 2.1. [2, T IX.1.3] Sean K : -+ — Ky 2% Kpo1 — - — K1 2% Ky — 0y
L: - — L, BLN Ly1 — -+ — L4 N Ly — 0 dos complejos de cadenas en 2. Si IC es

&-proyectivo y L es &-aciclico, entonces cada morfismo « : Hyo(K) — Ho(L) induce un morfismo de
complejos de cadenas p : K — L. Ademds, dos morfismos de complejos de cadenas inducidos por o son
homotopicos.

Definicion 2.1. Una clase cerrada & de epimorfismos de 2 es proyectiva si para cada objeto A de 2
existe un epimorfismo ¢ : P — A en &, donde P es &—proyectivo.

Proposicion 2.1. Si & es una clase proyectiva, entonces cada objeto de 2l posee una resolucion & -
proyectiva.

Definicion 2.2. Sea T : (A, &) — B un funtor covariante aditivo entre categorias abelianas, donde &
es una clase proyectiva en 1. Dado A € |(, &)|, sea P una resolucion &-proyectiva de A'y

TP: - TPy 2 7P, TP, | .. TP T8 TPy 0

un complejo de cadenas sobre 8. Se define LET(A) = H,(TP), n=0,1,....

Definicion 2.3. Dado o € (2, &) (A, A’) y P’ una resolucion &-proyectiva de A’, se define la aplica-
cion a,, : LET(A) — LET(A') por o, = H,, (T'p), donde ¢ : P — P’ es un morfismo de complejos de
cadenas inducido por o .

El teorema 2.1 garantiza que estidn bien dadas las dos definiciones anteriores. Asi, queda definido el
n—ésimo funtor & —derivado izquierdo de T denotado por LET : (A, &) — B paran =0,1,....

La herramienta para obtener una sucesion exacta larga que involucra los funtores & —derivados izquier-
dos es el resultado siguiente.

Lema 2.1 (Lema de Herradura). Sea & una clase proyectiva en una categoria abeliana 2L y
0—+ A —- A— A" — 0 una sucesion &-exacta corta en .

o, o, o
. n+1 n
Sip' ;- — P, —P,—P_ | — - — P — P —0y
/1! 1" 1’
n an 0 . .
Pl — Pl IS P PY o — - — P = Pl — 0 son resoluciones &-proyectivas de

A’y A", respectivamente; entonces existe una resolucion &-proyectiva P de A tal que
P —— P — P es una sucesion &-exacta corta de complejos de cadenas donde P = P’ ® P" y tal
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que el diagrama siguiente es conmutativo

j

i
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0 P P Py 0
la; o la;' @1
0 P} 2+ Py /> P! 0
o -
isl e /,/ ig//
v’ B
0 A2 A A" 0
Proposicion 2.2. Sea T : (2, &) — B un funtor covariante aditivo entre categorias abelianas, donde
& es una clase proyectiva en 2, entonces LET = (U, &) — B paran = 0,1,2,. .. es un funtor covariante
aditivo.

Demostracién: Primero probemos que LE T es un funtor covariante.
Dado un objeto A en (2, &), se obtiene un objeto LS T(A) = H,,(T'P) en ‘8.

Dado un morfismo « : A — A’ en (2, &), se obtiene un morfismo av, : LET(A) — LET(A’) en B
tal que v, = H,, (T'p) .
Claramente LET : (A, &) — B satisface los dos axiomas de funtores:
FUNL. L{T(14) = 1pe7(a) paratodo A € [(2, &)|.
FUN2. LET(Ba) = LET(B)LET (o) para todo los morfismos o : A — A’y B: A" — A” en (A, &).
Finalmente probemos que el funtor L& T es aditivo verificando la igualdad
LET(A® B) = LET (A) @ LET (B) para A 'y B objetos de (2, &).
Por [2, PIX.1.2] se sabe que 0 - A — A @® B — B — 0 es una sucesion &-exacta corta en 2. Aplicando
Proposicién 2.1 y Lema 2.1 se obtiene una resolucién &-proyectiva P de A @ B tal que P = P’ & P".
Como el funtor T es aditivo TP, = TP, & TP/ paran > 0, modo que TP = TP’ ¢ TP".

Puesto que el n-ésimo funtor de Homologia H,, es aditivo, se sigue que
LET(A® B)=H,(TP)=H, (TP ®@TP")=H, (TP)® H, (TP")=LET (A) @ LET (B). O

3. Equivalencia Natural de Bifuntores. En esta seccidn, teniendo en cuenta [6, Corolario 1] se omite
la demostracion de algunas proposiciones ya que en la seccién siguiente aparece ideas de la demostracién o
las demostraciones correspondientes usando la estructura homolégica llamada clase proyectiva de epimor-
fismos en una categoria abeliana.

3.1. Los Bifuntores Tor2. Usando los A-médulos derechos proyectivos es posible mostrar la exis-
tencia de los bifuntores Tor’ (—, —) : m’y xm{, — 2Ab paran = 1,2,...; que son covariantes en la primera
variable y covariantes en la segunda variable (ver [2, IV.11]).

Proposicion 3.1. Si B es un A-mddulo izquierdo, entonces (—) @5 B : m} — 2b es un funtor
covariante aditivo.

Proposicion 3.2. Sea B un A-médulo izquierdo, entonces el funtor (—) @ B : my — b es exacto
derecho.

Demostracién: Sea A’ s A %5 A" — 0 una sucesion exacta de A-mdédulos derechos, entonces
debemos probar que

A opyB—L> A0y B—"> A" @y B—>0 3.1)
es una sucesion exacta.

1) La sucesion (3.1) es exactaen A” ®, B; es decir, g, es sobreyectiva.

11) La sucesion (3.1) es exacta en A @ B; es decir, Im(f.) = Ker(gs) .

El hecho que g. f« = (gf)« = 0 implica que I'm(f.) C Ker(g.).

Sea E = Im(f.), de la inclusién anterior g : 2822 — A” @, B dado por g(a ® b) = g(a) ® b
esté bien definida (ver [7, Proposicion 5.9]).

Seap: A" @ B — 2828 dado por p(a” @ b) = a® bsia” = g(a).

Sia” = g(a1) = g(az), a1 — az € Ker(g) = Im(f), a1 — az = f(a’); de modo que

a1 ®b—a;®@b= f(d)®be Eyasia; ®b=as ®b="Dp(a"” ®b). Esto quiere decir que p estd
bien definida. Claramente pg = 1A®TAB YygD = larg,B.
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A®n B A®p B
Por otro lado, %[(Xg*) ~ A" @\ B (gg\ ]

o A®p B ~ A@AB/E
Ker(g:) — Ker(g.)/E

Pe

, por lo tanto Ker(g.) = E = Im(f.) .

Ahora, podemos definir los funtores derivados izquierdos de (—) @, B.
Definicioén 3.1. El funtor Tor’(—, B) : m’, — b se define como

TOTQ(_vB) = Ln((_) A B)7 n=12,....

Esto significa que el grupo abeliano T or,/)(A7 B) es calculado eligiendo una resolucion proyectiva P de A
y tomando la n-ésima homologia del complejo de cadenas P @ B.

Proposicion 3.3. Si P es un A-mddulo derecho proyectivo y QQ es un A—mddulo izquierdo proyectivo,
entonces Tor(P,B) =0 = Tor(A,Q) para n=1,2,... .

Dado A un A-médulo derecho y B’ >— B — B’ una sucesién exacta corta de A-médulos
izquierdos, obtenemos la T'or-sucesion exacta larga en la segunda variable

.- — > Tor}(A, B') —> Tor®(A, B) ——> Tor’ (A, B") —> Tor® (A, B') —> --- (3.2)

Dada una sucesién exacta corta A = B —% C de complejos de cadenas de A-mddulos.
La definicién de w,, : H,,(C) — H,_1(A) se puede hacer explicitamente, como sigue:
Sea[c] € H,(C), luego c € Z,(C) = Kerd C C,

A, —2— B, Ch

L | s
Ap_q1 2 B,_1 sy Cn-1

Como 1 es sobreyectiva, ¢)(b) = ¢ para algiin b € B,,.
Del hecho que ¢ € Ker 9 se tiene 10db = 01(b) = dc = 0, asi 9b € Kerv = Imyy pa = Ob para
algin a € A, _1. Aplicando el operador O a esta igualdad:

pda = dpa = 00b = 0.

Luego ¢(da) = 0, siendo ¢ monomorfismo da = 0. Esto significa que a € Z,_1(A) y por lo tanto
determina [a] € H,,_1(A), de manera que wy, es definido por wy,[c] = [a].

Proposicion 3.4. Si damos un diagrama conmutativo de complejos de cadenas de A-mddulos con filas
sucesiones exactas cortas

A>L>B%¢»C

L

A2 Yo

entonces el diagrama de homologias

la* lﬁ* lv* ia* 3.3)
’ w/ ! ,
es conmutativo.

Demostracion: Como el n-ésimo funtor de homologia H,,(—) es covariante, basta verificar que el

Wn

diagrama H,(C) —> H,_1(A) conmuta.

Ho(C) —= Hy 1 (A')
Sea [c] € H,(C), entonces wy,[c] = [a], donde a € Ker 0,1, pn—1a = Opby 1,0 = c.
awplc] = axlal

= a,(a+Imdd) = an_1a+ Imd* = [an_1a].
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Por otro lado . [c] € H,(C") y wl,v«[c] = Wi, [Ync].
Utilizando los diagramas conmutativos siguientes

n n On
beB, —% Cp3e a€ A1 N By be B, —" By_1
lﬁn lﬂn lo‘nfl lﬂnil Lﬁn J/ﬂn—l
’ 117 3,
B, L» Cl 3 yne Al NLALLIN B! _, B, —— B _,

se obtiene que v,¢ = Y., (Bnd), Bn_1¥n—1a = @, _1an_1a. Pero ¢, _1a = O,b, luego
Brn-19n—1a = PBn_10,b = 0;,Bnb. Asi, ¢}, _|(ay,_1a) = 0,,(B,b). Puesto que ov,,—1a € Kerd;,_,, por
definicién w/, [yn¢] = [an—1a]; de modo que w),V«[c] = [ap—1a]. Por lo tanto auw, = w!, Vs - O
La sucesion (3.2) es natural con respecto a la primera variable y a la sucesién exacta corta en la segunda
variable.
Proposicion 3.5. Sea o : A — A’ un morfismo de A-médulos derechos y sea

B’>ﬁ—>BL»B”

Lo

o o 2y o

un diagrama conmutativo de A-mddulos izquierdos con filas sucesiones exactas cortas. Entonces los dia-
gramas siguientes son conmutativos :

- ——> Tor(A, B') —— Tor»(A, B) — Tor (A, B") H—Tor _4(AB) —— -

la* ia* a*l la* (3.5)

s ——TorM(A’, B’y — Tor(A’, B) —— Tor (A, B”)*>Torn 1(AB) —— -

- ——>Tor (A, B") —— Tor(A, B) —— Tor (A, B") oy Tor®_(A,B") ——---

laa; lm aa;’i \Ldf* (3.6)

< ——>Tor(A,C") —— Tor(A,C) ——— Tor(A,C") 4>Tor A0 —— -

La prueba de la proposicion siguiente proviene de [2, P IV.5.5]
Proposicion 3.6. Sea

anl
P P + 1 Py 0

\/

= Imd,
una resolucion proyectiva de un A-mddulo derecho A, entonces la sucesion

0 —s Tor +(A,B) — R, @y B — L P,_1 @A B es exacta paran > 1.

Sean €; y €5 categorias. Sea F' : €; x €, — D un funtor de la categoria producto €; x €, en la
categoria ®. Entonces F se 1lama bifuntor.

Proposicion 3.7. Sea F' : € x € — D un bifuntor. Dado C; € |€4],
¢y — D; dado Cs € €|, 1€ —D.Sip1:CL = O, pa: Oy — Chson
morfismos, entonces el diagrama siguiente conmuta

F(Cy, Cr) — 2 per, o)
Fe, wl ch; (¢ 3.7)
F(Cy,Cy) F(C1,Cs)

Fcé (¢1)
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Demostracion: Puesto que F es un bifuntor, se definen F, (Cy) = F(C1, Cs), Fe, (C1) = F(Cq, Ca),
Feo,(v2) = F(ley,p2) Y Fo,(p1) = F(p1,1¢,). Entonces F, y F, son funtores determinados por F'.
El diagrama (3.7) conmuta pues Fe: (¢2)Fo, (1) = F(p1,02) = Foy(01)Fo, (92)- O

Proposicion 3.8. Si Fo, : € — D, Fp, : €& — D son funtores cuyos subindices son objetos de
las categorias €, €y, respectivamente, tales que F(C1,Cs) = F¢,(Cs) = Fe,(Cy) y el diagrama (3.7)
conmuta, entonces estas familias de funtores “determinan el bifuntor” (ver [2, E I1.2.7])

G:¢ xC =D tal que Ge, (02) = F¢, (Cg) yGe, (01) = I¢, (Cl)
Proposicién 3.9. Tor (—, —) : m}, x my — 2Ab es un bifuntor paran = 1,2, . . ..
Demostracion: Se deja al lector. ]

= A . . . . .
3.2. Los Bifuntores 7'or,, . Usando los A-médulos izquierdos proyectivos es posible mostrar la exis-

. . 7 A .
tencia de los bifuntores Tor,, (—,—) : m} x m} — 2Ib paran = 1,2,...; que son covariantes en la

primera variable y covariantes en la segunda variable.

Proposicién 3.10. Si A es un A-mddulo derecho, entonces A @, (=) : ml — Ab es un funtor
covariante aditivo.

Proposicion 3.11. Sea A un A-médulo derecho, entonces el funtor A @5 (=) : my — 2Ab es exacto
derecho.

Ahora, podemos definir los funtores derivados izquierdos de A ®4 (—).

Definicion 3.2. El funtor Wn/\ (A, =) : mi — Ab se define como

Tor, (A, =) = Lp(A®, (=), n=0,1,... .
Esto significa que el grupo abeliano TO’I“”A(A, B) es calculado eligiendo una resolucion proyectiva Q de
B y tomando la n-ésima homologia del complejo de cadenas A @ Q.

Proposicion 3.12. Si P es un A-mddulo derecho proyectivo y Q) es un A—mddulo izquierdo proyectivo,

entonces WnA(A, Q)=0= WnA(P, B) para n=1,2,... .

Dado A un A-médulo derecho y B’ =— B — B’ una sucesién exacta corta de A-mddulos
izquierdos, obtenemos la Tor-sucesion exacta larga en la segunda variable

> Tor, (A, B") —Tor, (A, B) — Tor, (A, B") —> Tor,* (A, B') —= - (3.8)

Proposicion 3.13. Sea o : A — A’ un morfismo de A-médulos derechos y sea (3.4) un diagrama con-
mutativo de A-mddulos izquierdos con filas sucesiones exactas cortas. Entonces los diagramas siguientes
son conmutativos:

e To’rnA(A, B') —— TornA(A, B) —— TornA(A, B") oy Torn[:l(A7 B') —— ...

ia* la* a*i ia* 3.9

C— TornA(A', B') —— TornA(A’, B) —— TornA(A’, B") LN Torn/il(A’, B')——> .-

MA, B —=Tor, (A, B) —=Tor, (A, B") —"> Tor,* | (A, B') —> ...

J/% J{m ¢>;’l id); (3.10)

MA, O —— Tor, M (A, C) ——= Tor,( @

- —Tor,

> Tor, A,C") —s Tor, ™ (A, C1) —— -+

Proposicion 3.14. ﬂn/\(—, —) :m x ml — Ab es un bifuntor paran = 1,2,. . ..
Demostracion: Se realiza como en Proposicion 4.14. ]
Proposicion 3.15. (—) ®4 (—) : m} x m} — 2Ab es un bifuntor.
Demostracion: Probaremos esta proposicion con los cuatro siguientes items 4), i4),iii) y iv) :
i)Sea Fy : mf\ — 2Ab dado por Fy = A®, (—), entonces por Proposicién 3.10 F4 es un funtor covariante
tal que Fu(B) = A®) B.
i1) Sea Fg : m} — 2b dado por Fg = (—) ®a B, entonces por Proposicién 3.1 F'iz es un funtor covariante

tal que Fg(A) = A®, B.
iii) Por @) y i) resulta que F4(B) = Fp(A) .
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Consideremos o1 = o, g2 =, C1 = A, C1 =A,Co, =B, Cy =B, ¢ =m y & = mﬁ\ para
obtener el diagrama (3.7)

(X®AB

ARy B A/®AB

A®Aﬂi \LA/®Aﬁ

Ay B ————— = A" @\ B’

(x®AB'

iv) Claramente este diagrama conmuta. |
Andlogamente a la demostracion del teorema 4.2; usando las proposiciones 3.3 y 3.12, la conmutativi-
dad de los diagramas (3.5), (3.6), (3.9) y (3.10) se puede demostrar el teorema siguiente.

Teorema 3.1. Los bifuntores Tor™(—, —) y Tor, (=, —) : my x mh — Ab;n = 0,1,2,... son

naturalmente equivalentes.

4. Relativizacion de la Equivalencia Natural. Dado un morfismo de anillos unitarios v : R — S,
entonces el funtor de cambio de anillos es U = U7 : m — mb,.
Abreviando la palabra epimorfismo escribiremos simplemente epi.

Teorema 4.1. [2, E1X.1.5] Sea & = {¢' : B — C epienmy | Ue' : UB — UC se descompone en m&},
entonces & es una clase proyectiva.

Demostracion: Sea A = mlS, A = mlR y & la clase proyectiva de epimorfismos de R—mddulos
izquierdos que se descomponen. Puesto que el funtor U es fiel, tiene adjunto izquierdo y preserva epimor-
fismos, por [2, T IX.4.1] deducimos que &} = U ~1(&) es una clase proyectiva. O

Sean R°P, S°P anillos opuestos de los anillos Ry S, respectivamente. El morfismo inducido de anillos
unitarios 7 : R°P — S°P tal que 7(r) = ~y(r), da origen al funtor de cambio de anillos
U=0U7:mk, — mh,,.

Sea &y ={e : B— Cepienml, | Ue : UB — UC sedescompone en mk,, }, entonces por el
teorema anterior & {, es una clase proyectiva.

Asi, & es una clase proyectiva de epimorfismos de S-médulos izquierdos que se descomponen como mor-
fismos de R-médulos izquierdos, y & §, es una clase proyectiva de epimorfismos de S-médulos derechos
que se descomponen como morfismos de R-médulos derechos.

Para simplificar la notacién, en lugar de & y & |, escribiremos & y &, respectivamente.

El objetivo en esta seccién es demostrar que los bifuntores Tor) (—, —) y
Tor, (=, =) : (w5, &) x (ml, &) — Ab; n = 0,1,2, ... son naturalmente equivalentes.
Sea W,, : Tor)(—,—) — Tor, (—,—), dado un objeto (4, B) € |m% x mk| debemos obtener un
morfismo WA-B . Tor?(A, B) —s Tor, (A, B) en 2b; dado un morfismo (cv, 3) en m% x ml, donde
a:A— A, B3: B— B’,debemos verificar que el diagrama siguiente

A,B
\Iln’

Tor) (A, B) Tor, (A, B)
Torl(o«ﬁ)l lmg(a,ﬂ) 4.1
A, B’ .
Tor) (A", B') " Tor, (A", B')

conmuta en 2Ab, cuyas filas son isomorfismos (ver [2, I1.4]).

4.1. Los Bifuntores Tor). Usando los S-médulos derechos &-proyectivos se garantiza la existencia
de los bifuntores T'or}(—,—) : mj x my — 2Ab paran = 1,2,...; que son covariantes en la primera

variable y covariantes en la segunda variable (ver [2, IX.4]).

Proposicién 4.1. Si B es un S-mddulo izquierdo, entonces (—) ®s B : mf§ — b es un funtor
covariante aditivo.

Proposicion 4.2. Sea B un S-mddulo izquierdo, entonces el funtor (—) @g B : my — 2b es &-exacto
derecho.

Demostracion: Se realiza como en Proposicion 4.9. ]

Puesto que (—) ®s B es un funtor covariante aditivo entre categorias abelianas cuyo dominio estd
dotado de una clase proyectiva &, podemos definir los funtores &-derivados izquierdos de (—) ®g B.

Definicion 4.1. El funtor Tor)(—, B) : mly — 2b se define como

Torl(—,B) := L ((—) ®s B), n=0,1,2,... .
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Esto significa que el grupo abeliano Tor) (A, B) es calculado eligiendo una resolucion &-proyectiva P de

A 'y tomando la n-ésima homologia del complejo de cadenas P ®g B.

On On
SeaP:--- — Py -5 P, 2 P,y — --- — Py — 0, entonces P Qg B : --- —»

On n .
P11 ®s B 5 P, ®s B Oy P,1®sB— -+ — Py ®s B — 0 es un complejo de cadenas.

~ Puesto que el funtor (—) ®s B es &-exacto derechoy P, — Py — A — 0 es una sucesién
& -exacta, se sigue que P ®s B — Py ®s B — A ®g B — 0 es una sucesion exacta.
Entonces T'or} (A, B) = A®g B.

Consideremos las presentaciones g-proyectivas Rq >H—1> Py % Ade A; Ry >i> P, BLENN Ry de

Ry; Rs N Py -3+ R, de Ry. Puesto que (—) ®g B es &-exacto derecho, vemos que Ry ®g B LS

Py©sB % AQ¢B — 0,Ry®sB 25 Pios B 2% Ri®s B — 0y R3®s B 225 Pyog B 2%
Ry ®s B — 0 son sucesiones exactas, donde 01, = 11,61, Y O2, = [2,E24 -

Kerd,,

En general, Tor) (A, B) = T
m n—+1 4

paran > 1, 4.2)
donde 0, = 9, ®s B .
Definicién 4.2. Un S-mddulo izquierdo Q es &-plano si el funtor (—) @5 Q es &-exacto.
Proposicion 4.3. Si Q es un S-mddulo izquierdo & -proyectivo, entonces
Tor)(A,Q) =0 para n=1,2,... .
Demostracién: Sea P una resolucién &-proyectiva de A como en la Definicién 4.1. Por el hecho que
el funtor (—) ®g Q es &-exacto, los morfismos /i1, y ji2, son monomorfismos. Pero Kerd,, = Kere;, =

R
Ry ®s Q & ImOa, = Impz, = Ry ®s Q, luego Tor] (A, Q) = % = 0. Sea R, = Im0,.
2 ®s
Tomando B=Qyn >2en (4.2) Tor) (A, Q) = 1 ®sQ _ O
Ry ®5Q

Dados un S-médulo derecho A y una sucesion &-exacta corta de S-mddulos izquierdos
B’ = B — B". Sea P un S-médulo derecho &-proyectivo, por un resultado analogo a
[2, PIII.7.4] P es un S-médulo &-Plano. Asi, por la Definicién 4.4 la sucesion
P®s B —— P®s B— P ®g B” es una sucesién exacta corta de grupos abelianos.
Para cada S-médulo izquierdo B, el funtor (—) ® g B : m — b es covariante y aditivo.
Las sucesiones de funtores aditivos y transformaciones naturales
(-)®s B" — (—) ®s B — (—) ®s B" es exacta sobre &-proyectivos. Si P es una resolucién &-

proyectiva de A, entonces PRg B’ —— P®gB — P®s B’ es una sucesién exacta corta de complejos
de cadenas. Aplicando [2, T IV.2.1] obtenemos la T'or-sucesion exacta larga en la segunda variable

<+ ——>Torp (A, B") — Tor), (A, B) — Tor (A, B") ey Tor) _(A,B") —— --- 4.3)

Esta sucesion es natural con respecto a la primera variable y a la sucesion exacta corta en la segunda
variable.
Proposicion 4.4. Sea o : A — A’ un morfismo de S-mddulos derechos y sea

e

A s A S A

l# y |# (4.4)

o - o o

un diagrama conmutativo de S-mddulos izquierdos con filas &-exactas cortas. Entonces los diagramas
siguientes son conmutativos:

i ——> Tor) (A, B') —— Tor) (A, B) — Tor)(A, B") — > Tor) _,(A,B) —> -

\La* J(W* m*l \La* 4.5)

o ——> Tor)(A', B') — Tor](A’, B) — Tor)(A’, B") — > Tor? _ (A", B') —> - -

> Tor(A, B') ——> Tor) (A, B) —> Tor} (A, B") — "> Tor? _, (A, B') —> -

ldﬂ* lm ¢;’l ldﬂ* (4.6)

> Tor) (A, C") —— Tor(A,C) —> Tor)(A,C") —"> Tor) _(A,C") —> -~
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Demostracion: Se realiza como en Proposicion 4.12. - (|
Dado B un S-médulo izquierdoy A" =—— A — A” una sucesién &-exacta corta de S-médulos
derechos. Por el Lema 2.1 podemos considerar P’, P y P” como resoluciones &-proyectivas de A’, A

y A”, respectivamente, donde P = P’ @ P” tales que P’ = P — P’ es una sucesién &-exacta
corta de complejos de cadenas. Del hecho que el funtor (—) ®g B es aditivo y covariante, sabemos que

P ®s B —— P ®s B — P"” ®s B es una sucesién exacta corta de complejos de cadenas. Aplicando
[2, T IV.2.1] obtenemos la T'or-sucesion exacta larga en la primera variable

- ——= Torp (A", B) — Tor, (A, B) — Tor} (A", B) oy Tor;iil(A’,B) _— 4.7

Esta sucesion es natural con respecto a la segunda variable y a la sucesion exacta corta en la primera

variable.
Proposicién 4.5. Sea 3 : B — B’ un morfismo de S-médulos izquierdos y sea (4.4) un diagrama con-

mutativo de S-mddulos derechos con filas sucesiones &-exactas cortas. Entonces los diagramas siguientes
son conmutativos:

« ———Torp (A, B) —— Tor} (A, B) —— Tor, (A", B) _ny Tor;tl(A’, B) ——> .-

lﬁ* J/ﬁ* ﬁ*l lﬁ* (4.8)

+———>Torp (A, B") ——= Tor} (A, B') —— Tor, (A", B") U Tor) (A',B") —— ---

-+ ———=Torp (A, B) —= Tor} (A, B) — Tor, (A", B) oy Tor) _(A’,B) —> -+

J/qs; lm ¢;’J{ ia& 4.9

<o —— Torp (C', B) —— Tor}(C, By — Tor,,(C", B) s Tor) _(C',B) — ---

Demostracion: Se realiza como en Proposicion 4.11. ]
La prueba de la proposicién siguiente se deja al lector
Proposicion 4.6. Sea

On+1

1 Py 0

PZ Pn+1

P, On P,
\ /

R, = Imod,
una resolucion &-proyectiva de un S-médulo derecho A, entonces la sucesion
0 — Torl(A,B) — R, ®s B2 P, , ®s B

es exactaparan > 1.
Proposicién 4.7. Tor (—, —) : m% x m — 2Ab es un bifuntor paran = 1,2,.. ..
Demostracion: Se realiza como en Proposicion 4.14. (|

4.2. Los Bifuntores T’ ornv. Usando los S-médulos izquierdos &-proyectivos se garantiza la existen-
cia de los bifuntores Tornv(—, —) :mf x mk — Ab paran = 1,2, ...; que son covariantes en la primera
variable y covariantes en la segunda variable.

Proposicion 4.8. Si A es un S-mddulo derecho, entonces A®g (—) : mly — 2Ub es un funtor covariante
aditivo.

La proposici6n siguiente es una version relativa de la parte i) de [2, P I11.7.3].

Proposicion 4.9. Sea A un S-mddulo derecho, entonces el funtor A ®@g (—) : ms — Ab es &-exacto
derecho.

Demostracion: Sea B’ L) B -2 B"” — 0 una sucesién &-exacta de S-médulos izquierdos,
entonces debemos probar que

AwsB —L> A9gB—"> Agg B" —>0 (4.10)

€s una sucesion exacta.

En efecto, el funtor A ®g (—) : m4 — 2Ab es adjunto izquierdo del funtor Homz (A, —) : 2b — mb (ver

[2, P IIL.7.2]). Puesto que g € &, g es un epimorfismo de la categoria abeliana mls.
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Pero A ®g (—) tiene adjunto derecho, luego g. = A ®g ¢ es un epimorfismo en Ab. Si k = ker(g),
coker(k) = coker(ker(g)) = g. Como A®g (—) tiene adjunto derecho, el morfismo A®g g es el conticleo

de k. = A®g k. Esto equivale a que la sucesiéon A ®g Ker(g) e A®s B | ®g B" ——=10
es exacta en 2Ab.

Supongamos que en la categoria abeliana mlS, f = pe donde ¢ € &. Aplicando el funtor A ®g (—)
obtenemos que A ®g f = (A ®gs u)(A ®g €) donde A ®g € es un epimorfismo. Como Im(f) = Ker(g),
u = k; de modo que Im(f.) = Im(A ®s f) = Im(A ®s k) = Ker(g.). Por lo tanto, la sucesién

A®SB’L>A®5B$-A®5B”*>O es exacta. O

Puesto que A ®g (—) es un funtor covariante aditivo entre categorias abelianas cuyo dominio estd
dotado de una clase proyectiva &, podemos definir los funtores &-derivados izquierdos de A ®g (—).
Definicion 4.3. El funtor Tor, (A, —) : (ml, &) — 2Ab se define como

Tor, (A, =) :=LE(A®s (=), n=0,1,2,... .

n

Esto significa que el grupo abeliano Tornﬂ{(A, B) es calculado eligiendo una resolucion &-proyectiva Q

On+1

de By tomando la n-ésima homologia del complejo de cadenas A @5 Q. Sea Q : -+ — Qni1 —
871 rn*

Qn 2% Qniy — - —5 Qo — 0, entonces A @5 Q : -+ — A®g Qny1 5 Awg Qn 23

ARs Qpn_1 — -+ — ARg Qo — 0 es un complejo de cadenas.

Puesto que el funtor A ®g (—) es &-exacto derecho y @1 —> Qo9 —> B — 0 es una sucesién &-exacta,
se sigue que A ®g @1 — A ®s Qo — A ®g B — 0 es una sucesién exacta.

Entonces Tor, (A, B) = A ®g B.

Consideremos las presentaciones &-proyectivas K3 N Qo —% B de B; K> i Q1 = K, de
K, K3 >i> Q2 —25 K> de K>. Puesto que A ®g (—) es &-exacto derecho, vemos que

AosKi ™ A®s Qo =% A®s B — 0, A®s K» ™% A®sQr =% As K — 0y

ARg K3 LN ARgs Q2 SELN A®g Ko — 0 son sucesiones exactas, donde 01, = 41,61, Y 02y = H2,E24-

Kerd,,

En general, Tor, (A, B) = Td
m n—+1x

paran > 1, “4.11)
donde 0,,, = A®g 0, . B

Definicion 4.4. Un S-mddulo derecho P es &-plano si el funtor P ®g (—) es &-exacto.

Proposicion 4.10. Si QQ es un S-mddulo izquierdo &-proyectivo, entonces

mn’y(AaQ)ZO para n=1,2,... .

Demostracion: Puestoque Q : --- — @1 = 0 T Qo %, () donde Qo = @, es una resolucién
Kero,,
—F— =0 ]
Im@nH «

Sea A un S-médulo derechoy f : M — M’ un morfismo de S-mdédulos izquierdos. Sean R y
R’ resoluciones &-proyectivas de M y M’, respectivamente. Por el teorema 2.1, existe una aplicacién de
cadenas f : R — R’. Puesto que A ®g (—) es un funtor covariante, A ®g f : A®gR — A®g R’ es una
aplicacién de cadenas. Tomando la n-ésima homologia obtenemos el morfismo

&-proyectiva de Q, por (4.11) paran > 1y B = @ se sigue que Tor, (A, Q) =

Tor, (A, f) : Tor, (A, M) — Tor, (A, M'). (4.12)

Dado A un S-médulo derecho y B’ = B — B’ una sucesién &-exacta corta de S-médulos
izquierdos. Por el Lema 2.1 podemos considerar @', Q y Q" como resoluciones &-proyectivas de B’, B
y B”, respectivamente, donde Q@ = Q' @ Q" y tal que Q" —— Q — Q" es una sucesién &-exacta
corta de complejos de cadenas. Del hecho que el funtor A ®¢ (—) es aditivo y covariante, sabemos que

ARs Q@ —— ARgs Q — ARs Q" es una sucesion exacta corta de complejos de cadenas. Aplicando
[2, T IV.2.1] obtenemos la T'or-sucesion exacta larga en la segunda variable

oi——>Tor, (A, B') — Tor, (A, B) — Tor,” (A, B") —"> Tor, | (A, B') — -+~ (4.13)

La proposicién siguiente afirma que sucesion (4.13) es natural con respecto a la primera variable y a la
sucesion exacta corta en la segunda variable.
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Proposicion 4.11. Sea o : A — A’ un morfismo de S-mddulos derechos y sea (3.4) un diagrama con-
mutativo de S-mddulos izquierdos con filas sucesiones & -exactas cortas. Entonces los diagramas siguientes
son conmutativos:

- ——>Tor,"(A,B") ——Tor," (A, B) ——Tor,” (A, B") e Tor,” (A,B') ——— - .-

la* l l i 10

- ———>Tor,"(A",B") ——Tor,"(A', B) —— Tor, " (A', B") e Tor,” | (A",B') ——— - --

-vi——>Tor, (A,B") ——Tor,” (A, B) —— Tor,” (A, B") _me Tor,” |(A,B") ——— .-

la&; im ¢>;’l id); (4.15)

> Tor, (A, C") —— Tor,” (A, C) —— Tor, (A, C") — 5 Tor,Y [ (A,C') ——> - - -

Demostracion: Sabemos que A ®g (—) : mk — 2Ab es un funtor covariante para cada A € |m¥|
fijo. Sea a, : A ®g (—) — A’ ®g (—) la transformacién natural inducida por el morfismo o : A — A’.

B " L . L
Como B’ = B 253 B es una sucesién &-exacta corta de S-médulos izquierdos, por el Lema 2.1

podemos considerar que Q', Q y Q" son resoluciones &-proyectivas de B’, B 'y B”, respectivamente,
donde @ = Q' @ Q" y tal que Q" — Q — Q" es una sucesién &-exacta corta de complejos de
cadenas. Aplicando el funtor covariante aditivo A ®¢ (—), obtenemos la sucesién exacta corta de complejos
de cadenas A ®s Q' —— A Qg Q — A ®g Q" para cada S-mddulo derecho A. Puesto que ., es
una transformacion natural, el diagrama de complejos de cadenas siguiente es conmutativo y tiene filas
sucesiones exactas cortas

ARs Q —— ARs Q —» ARs Q"

A/(X)SQ/ — A/(X)SQ*»A/@sQ”

Utilizando la proposicién 3.4 obtenemos el diagrama conmutativo (4.14).

Por otro lado, del hecho que C’ >19—> C 1—9/;—) C" es una sucesién &-exacta corta de S-moédulos
izquierdos, como antes podemos obtener una sucesion &-exacta corta de complejos de cadenas
R =—— R — R”,donde R = R' @ R" y tales que R’, R 'y R” son resoluciones &-proyectivas de C’,
C'y C", respectivamente. Luego A s R’ ——— A ®s R — A ®g R es una sucesién exacta corta de
complejos de cadenas. A partir del diagrama conmutativo (3.4) podemos obtener el diagrama conmutativo
siguiente de complejos de cadenas

o1 SN, AN, ¥

g/ e

"
/!

s R s R
Pero A ®gs (—) es un funtor covariante aditivo, luego

ARg Q' — ARs Q — ARg Q"

|+ J» P

ARsR" —— ARs R —» ARsR"

es un diagrama conmutativo de complejos de cadenas con filas sucesiones exactas cortas. Por Proposicion

3.4 obtenemos el diagrama conmutativo (4.15). (|
Dado B un S-médulo izquierdo y A’ = A —+ A" una sucesién &-exacta corta de S-mddulos

derechos. Sea @ un S-médulo izquierdo &-proyectivo, por un resultado andlogo a [2, P II1.7.4] @ es un

S-médulo &-plano. Asi, la sucesion A’ s Q —— ARgsQ —— A” ®5 Q es una sucesion exacta corta

de grupos abelianos.

Para cada S-médulo derecho A, el funtor A ®g (—) : m — Ab es covariante aditivo.

La sucesion de funtores aditivos y transformaciones naturales A’ ®g (—) — A®g (—) — A" ®@g ()
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es exacta sobre &-proyectivos. Si Q es una resolucién &-proyectiva de B, entonces
ARsQ— ARs Q —— A’ ®g Q es una sucesion exacta corta de complejos de cadenas. Aplicando
[2, T IV.2.1] obtenemos la T'or-sucesion exacta larga en la primera variable

-« —Tor, (A, B) —> Tor, ' (A, B) — Tor,, (A", B) oy Tor, (A", B) — - (4.16)

Esta sucesion es natural respecto a la sucesion exacta corta en la primera variable y a la segunda variable:
Proposicion 4.12. Sea 8 : B — B’ un morfismo de S-mddulos izquierdos y sea (4.4) un diagrama con-

mutativo de S-mddulos derechos con filas sucesiones &-exactas cortas. Entonces los diagramas siguientes
son conmutativos:

- ——=Tor,"(A",B) ——Tor," (A, B) ——=Tor,” (A", B) e Tor,” (A",B) —— - .-

lﬁ* \LIS* mi iﬂ* 4.17)

- ——>Tor,"(A",B") ———Tor," (A, B") —— Tor, (A", B") _ony Tor,” | (A",B') ——— .-

- ———>Tor, (A, B) — Tor,” (A, B) — Tor,” (A", B) LN Tor,” (A",B) ——> -+

J{dﬁ J{m ¢;’l iqs; (4.18)

- ——>Tor,”(C', B) —— Tor, ' (C,B) — Tor,” (C", B) e Tor,” (C',B) ——— - -+

Demostracién: Sabemos que A ®g (—) : ml — 2Ab es un funtor covariante para cada A € |m’| fijo.
Sean7': A/®s(—) > A®s(—)y 7" : A®s(—) — A” ®g (—) transformaciones naturales inducidas por

o’ y o, entonces por un resultado andlogo a [2, P I11.7.4] la sucesion A’ @5 Q >T—Q> A®sQ Ry ®sQ
es exacta corta para cada S-médulo izquierdo & -proyectivo Q.

Sean Q y Q' resoluciones &-proyectivas de By B’, respectivamente. Entonces 8 : @ — Q' es la aplicacion
de cadenas inducida por 3 : B — B’. Utilizando los funtores covariantes A’®g(—), A®s(—)y A" ®5(-)
se obtiene las aplicaciones de cadenas A’ ®5Q — AR5 9/, ARs O - ARsQ yA"®sQ — A" ®5 Q.
Puesto que 7' y 7" son transformaciones naturales, el diagrama de complejos de cadenas siguiente es
conmutativo y tiene filas sucesiones exactas cortas

ARsQ —— ARs Q —» A" ®5 Q

J» J». J».

ARsQ —— ARs Q — A" s Q
Aplicando a este diagrama la proposicion 3.4 obtenemos el diagrama conmutativo (4.17).

A partir del diagrama conmutativo (4.4) podemos obtener

A @5 (—) = A®s () —= A" @5 (-)

iw, lw lw,,
C' @5 (-) —=C®s (=) —=C"@s ()
el cual es un diagrama conmutativo de funtores aditivos y transformaciones naturales tales que las filas son
exactas sobre & -proyectivos.

Puesto que Q es una resolucién &-proyectiva de B, el diagrama de complejos de cadenas siguiente es
conmutativo con filas sucesiones exactas cortas

AR — ARs Q — A" ®g Q

y'; }b* y);

Cl®5Q>—>C®sQ4»C”®SQ

Por la proposicién 3.4 obtenemos el diagrama conmutativo (4.18). ]
La prueba de la proposicién siguiente se deja al lector
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Proposicion 4.13. Sea

Q:

Ont1

1 QO 0

- Qnt1

Qn o Qu-
\ /

S, = Imo,

una resolucion &-proyectiva de un S-mddulo izquierdo B, entonces la sucesion

0—Tor, (A,B) — A®g K, 2 A®g Qn_1

es exacta paran > 1.
Proposicion 4.14. Tornv(f, —) :m% x my — 2Ab es un bifuntor paran = 1,2, . . ..
Demostracion: Probaremos esta proposicion con los cuatro items siguientes 4), i4),iii) y iv) :

l

i) Sea F'y : my — 2Ab dado por Fy = Tor,” (A, —), entonces por la Definicién 4.3 F4 es un funtor
covariante paran = 1,2, ... tal que F4(B) = Tor, (A, B).

i1) Sea Fig : my — 2Ab dado por Fg = Tor,,’ (—, B), entonces F'g es un funtor covariante. Esta afirmacién
probaremos con los cuatro items siguientes:

(1)
(2)

Dado A € |m%| s Tor, (-, B)(A) = Tor,” (A, B) € |2b| por ser un subgrupo de un grupo
abeliano.

Dado (f : A— A') — Tor, (f,B) : Tor, (A, B) — Tor, (A’, B) es definido por

Tor, (f,B)(T) = [f ® 1k, ](z) . Utilizando la proposicién 4.13 podemos obtener el diagrama
conmutativo siguiente

0 —— Tor, (A,B) —— A®s K, —— A®g Qn_1

Fa f{ Jf*

(A, B) —— A @s K, —— A’ ®5 Q1

n

0 —— Tor

Ahora, del hecho que T € Tor, (A, B), v.(%) = 0. Pero v,[f.(T)] = f.[v.(T)] = 0, luego
f.(T) € Tor, (A, B).
Tor, (14,B) = 175 7(a,p) Paratodo A € my|.
En efecto, por (2) para f =14y A’ = A:
Tor, (14, B)(¥) = [la @ 1x,)(@), 7 €Tor,’ (A, B)

= lagk, (T) = 155 (a4, (T) -

Sif:A— A, f/: A — A” son morfismos de S-médulos derechos, entonces
Tor,'(f'f,B) =Tor, (f', B)Tor, (£, B)
En efecto, por (2) Tor, (f'f,B) : Tor, (A, B) — Tor, (A", B) es tal que
Tor,' (f'f.B)(@) = [f f ®1k,)(@), TeTor, (A B)

=Tor, (', B)|f ® 1k,](7)
=Tor, (', B)Tor, (f, B)(%) .

i7i) Por i) y (1) resulta que Fu(B) = Fp(A) .

Consideremos 1 = a, @3 = 3, C1 = A, C} = A/,Cy = B, Cjy = B, ¢; = mf y €, = mk para
obtener el diagrama (3.7)

— Tor, " (a,B —_—
Tor,’ (A, B) o (@ B) Tor, (A", B)
Torn”(A,ﬁ)i iTm«nV(A',ﬁ) (4.19)
mn’y(A7 B/) E————— HW’Y(A/? B/)
Tor,” (a,B’) )

iv) Afirmamos que este diagrama conmuta.
Sean Q y Q' resoluciones &-proyectivas de B 'y B’, respectivamente. Por el teorema 2.1 existe una aplica-
cién de cadenas 8 : @ — Q' inducido por £. En virtud de la proposicién 4.13 las sucesiones

0—Tor, (A,B) — A®s K, 2 A®g Qn_1,
0 — Tor, (A, B') — A®s K, 2> A®s Q)_;
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son exactas, donde K,, = Im0, y K], = Imd',,
Observando el diagrama
e} fé}
QnJrl — Qn — Kn
|
lﬁ lﬁ | B

/ o / o ’
n+1 Qn Kn

y las igualdades 8’30 = 9’9’8 = 0, vemos que Kerd, = Imd,.1 C Ker(d'/). Por lo tanto existe un
tnico morfismo S : K,, — K, tal que S0 = 9'f.
Asi, para T € Tor, (A, B), Tor, (4, 8)(Z) = [La ® Bx|(T). Considerando el diagrama

a®lk,
A®5Kn—K>A/®SKn
1A®ﬂki J/]-A/®5K
/ ’ /
A®s K, T A ®s K,

vemos que Tor,,' (A", §)Tor,' (a, B)(7) = [(La ® Brc) (e © 1, )|(7) = [0 ® ] () .
Por otro lado Tor,, (a, B\ Tor, (A, B)(T) = [(a®1k:)(1a®BK)|(T) = [a® BK]|(T) . Asi, el diagrama

(4.19) conmuta. O
Teorema 4.2. Los bifuntores Tor)(—,—) y Tornv(f, —) rmg xmy — Ab;n = 0,1,2,... son
naturalmente equivalentes.
Demostracion: Definamos inductivamente la equivalencia natural ¥,, : Tor) (—, —) — Tor, (-, —).
i) Si n = 0, probemos que ¥y : Torg (—, —) —= Tor, (-, —) es una equivalencia natural.

Recordemos que Tord (A, B) = Tor, (A, B) = A®g B paratodo A € [m%|y B € |mk].

v
Sea R > P —+ B una presentacién &-proyectiva de B, entonces obtenemos de (4.3) y (4.13) las
sucesiones exactas largas correspondientes :

- — Tor)(A,R) — Tor) (A, P) = Tor) (A, B) =% Tor) (A, R) —
- = Tor](A,B) % A®sR—+ A®sP - A®sB —0; (4.20)

- = Tor, (A,R) — Tor, (A, P) = Tor, (A, B) 2= Tor,” (A, R) —
- Tor, (A,B) “% Ags R—> A®s P — A®s B — 0. 4.21)

Por lo tanto, \I!g"B '=lagsB-

Claramente W es natural con respecto a la primera variable y a la segunda variable; en consecuencia,
Uy es una equivalencia natural.

Con (4.20) y (4.21), definimos \IIf’B exigiendo la conmutatividad del diagrama y morfismo ntcleo

0 —— Tor](A,B) -+ A®@s R —— A®g P

0—— Torl”(A,B) 1, AQsR —— A®g P

o \pf-B ‘

Por las proposiciones 4.3 y 4.10 sabemos que T'or) (A, P) = 0 = Tor, (A,P) paran = 1,2...y
para el &-proyectivo P.
i1) Hipdtesis de induccion. Supongamos que el teorema es cierto paran — 1 > 0.
Con las sucesiones exactas largas (4.20) y (4.21) podemos construir el diagrama siguiente

0 —— Tor)(A,B) == Tor! (A,R) —— 0 —— Tor)_,(A,B) ——
u w2 jw:zﬁ

0 — Tor, (A, B) == Tor,” (A,R) —— 0 — Tor,” ,(A,B) ——

n
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Observando este diagrama deducimos que w,,, W, son isomorfismos y por hipétesis de induccion, \I/ B 7y es
un isomorfismo, entonces definimos el isomorfismo ¥+ de manera que el diagrama sea conmutativo por

oAE = (@) ey, (4.22)

(a) Afirmamos que V,, es natural en B para n > 1. Para ello consideramos un morfismo
B : B — B’ enmk yun S-médulo derecho fijo A, y debemos verificar que el diagrama
siguiente es conmutativo

Bx
Tor)(A, B) —— Tor) (A, B’)

’
wf»Bl lwﬁ*B

_ B
Tor, " (A, By ——— Tor, " (A, B’)

(b) Afirmamos que ¥, es natural en A para n > 1. Para ello consideramos un morfismo
a: A — A enmf yun S-médulo izquierdo fijo B, y debemos verificar que el diagrama
siguiente es conmutativo

TorY (A, B) ——> TorY(A’, B)

A ’
\I/n’B\L l\yé‘ B

Tor Y Xk T YA
or, (A, B) —— Tor,, ' (A", B)

(c) Afirmamos que V,, no depende de la presentacién &-proyectiva elegida de B paran > 1.
Para probar (a) y (c) consideremos el diagrama conmutativo

R—— P ——» B

ool b

R —— P ——» B’

con el cual construimos el diagrama siguiente y debemos verificar que dicho diagrama es

conmutativo
Tor) (A, B) = Tor] (AR
/ \I,A.,B/ %
Tor) (A, B) Tor] (A, R) oA R
J v
v B (A, B) — Tor, (A, R')
o | =
. e/\ .
Tornv(A, B) Tornzl(A, R)

Probamos la afirmacién (a). Considerando (4.22) y, la conmutatividad de los diagramas (4.6) y (4.15) de-
ducimos que su cara izquierda es conmutativa; es decir, 3, U045 = wAB'g,

Haciendo = 1p en la afirmacién (a) probemos (c).
Para dos presentaciones & -proyectivasde B: R > P —»» By R’ =— P’ — B, haciendo 8 = 1p
en la afirmacién (a) obtenemos 3, U245 = yA.B ﬁ*, de modo que UE = Wi-Blp,.0 4 5y = U5 =
1@7}@,3)‘1’2"3 = U2 donde UF = (w) 1w " ‘wy Uk = (@)W, Por consiguiente, B no
depende de la presentacion & -proyectiva de B.

Probemos la afirmacién (b), como sigue :
Del hecho que o : A —» A’ sabemos que Tor, (A, B) 2% Tor,” (A, B). Considerando la presentacion
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&-proyectivade B : R =—— P — B, construimos el paralelogramo siguiente

Tor) (A", B) o Tor! (A, R)
% ‘I/f/‘B /
Tor)(A, B) — Tor] (A, R) AR
J v
viE Tor, (A', B) — J Tor, (A", R)

mn’y(fLB) o anl(AwR)

Considerando (4.22) y, la conmutatividad de los diagramas (4.5) y (4.14) vemos que su cara izquierda es
conmutativa. ([l

Usando la conmutatividad de los diagramas (4.6) y (4.15) se puede demostrar la proposicién siguiente.
Proposicion 4.15. Para cualquier S-mddulo derecho A 'y cualquier sucesion &-exacta corta
B’ =—— B —» B" de S-mddulos izquierdos el diagrama siguiente es conmutativo

Tor) (A, B") —= Tor? (A, B')

A,B"
Wy’ i

Tor,” (A, B") L. Tor,” (A, B)

i\pA,B' (4.23)

Usando la conmutatividad de los diagramas (4.9) y (4.18) se puede demostrar la proposicion siguiente,
que nos dice que ¥, es compatible con w en la primera variable.

Proposicion 4.16. Para cualquier sucesion &-exacta corta A’ —— A — A" de S-mddulos dere-
chos y cualquier S-mddulo izquierdo B el diagrama siguiente es conmutativo

Tor) (A", B) — s Tor) _,(A’,B)

\IJﬁ“’Bi i\p:/—&B (4.24)

Torn‘Y (A", B) L To’rnz1 (A, B)

Segtn el teorema 4.2, la proposicién 4.15 y la proposicién 4.16 usamos la notacién Tor atn para
calcular Tor} (A, B) via resolucién &-proyectiva en la segunda variable cuando A es un S-mdédulo derecho
(fijo). Asi, en lugar de Tor,,’ (A, —) escribiremos T'or) (A, —). Entonces, las propiedades bésicas de los
funtores T'or) (A, —) : (mk, &) — 2Ab son dadas en el resultado siguiente.

Teorema 4.3. Existen grupos abelianos Tor) (A, B) para cada S-mddulo izquierdo B, junto con
los morfismos de coneccion w,, : Tor) (A, B") — Tor] (A, B") para cada sucesion &-exacta corta
B > B—» B"en m{g tales que se cumplen las propiedades siguientes:

1. Tor)(A,B) =0paran < 0.

2. Tor{(A, B) es naturalmente isomorfo a A ®g B.
3. Tor) (A, B) =0 paran > 0 si B es &-proyectivo.
4. La sucesion siguiente es exacta

oo ——=Tor) (A, B') — Tor) (A, B) — Tor} (A, B") —> Tor] _(A,B') — - --

Demostracion: Se sigue de la definicién 4.3, la proposicion 4.10 y la sucesion exacta larga (4.13). [

5. Propiedades de HH de Productos Cruzados de Hopf. Sea K un anillo conmutativo unitario. Un
K-médulo A es una K-dlgebra si A es un anillo y Vo € K,Va,b € A se tiene a(ab) = (aa)b = a(ab).
Un morfismo de K-dlgebras f : A — B es un morfismo de K -médulos y a su vez morfismo de anillos.

Ejemplo 5.1. Algy es una categoria, cuyos objetos son las K-dlgebras, morfismos son morfismos de
K-dlgebras y el producto de estos morfismos es la composicion de morfismos de K-dlgebras. Se verifican
los tres axiomas de categoria para Algx como en el Ejemplo 5.3.

Definicion 5.1. Sea K un anillo conmutativo y A una K —dlgebra. Se define el dlgebra envolvente de
A como A® := A @k A°P, donde la multiplicacion es dada por (a ® b)(c ® d) = ac ® db.

Proposicion 5.1. Si A es una K-dlgebra, entonces :
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1. A es A°—mddulo izquierdo.
2. A es A°—mddulo derecho.
Demostracion:
1. Puesto que A tiene una estructura de grupo aditivo abeliano, definimos la multiplicacién por un
escalar mediante (r @ s) -a =rasparar € A,s€ Ayr®@se A® AP = A°.
Se cumplen los 4 axiomas de mddulo izquierdo:

(M®si+ro®sy)-a=(r1®s1) a+(r2 ®sz2)-a,
(r1®s1)(ra®s2))-a=(r1®s1) (rr®s)-a), (1®1)-a=a
& (res)-(ar+a)=r®s) a1+ (r®s) as.

Por consiguiente, A es A°-médulo izquierdo.
2. Puesto que A tiene una estructura de grupo aditivo abeliano, definimos la multiplicacién por un
escalar mediante a - (r ® s) = sarparar € A,s € Ayr@se A A% = A°.
Se cumplen los 4 axiomas de médulo derecho. Por lo tanto, A es A¢-mddulo derecho.
|
Corolario 5.1. Si M es un A-bimédulo, entonces M es un A®-mdédulo izquierdo.
Ejemplo 5.2. La aplicacion vy : A — A€ dada por y(r) = r ® 1 es un morfismo de anillos.
Sea K un anillo conmutativo unitario. Sean A una K —élgebray H una K —élgebra de Hopf.
Definicion 5.2. [8] Dadas una accion débil de H sobre A, o : Hx H — A una aplicacion K —bilineal,
el K—mddulo A @ H provisto de multiplicacion dada por

(@@ h)(b@ ) =ab"" o(h®, (V) g h® ) (5.1)

se llama producto cruzado (de Hopf) de A por H, y se denota por A4, H, si la multiplicacion es asociativa
y tiene como elemento unitario 1 4 ® 1yj.

Definicion 5.3. Sean £ = A#.H, E' = A'#, H'. Un morfismo de productos cruzados de Hopf
¢ : E — E' esuna aplicacion K-lineal p = f @ g: AQ H — A’ @ H' tal que

pla@h)bal) = F(a)fB) ™" o (g(h) @, g(1)V) @ g()Pg ()@, 5.2)

©(1a®1g)) =14 @1y, donde f : A — A’ es un morfismo de K-dlgebras, g : H — H' es un morfismo

de K-dlgebras de Hopf.

Definicion 5.4. Sean ¢ : E — E', ¢’ : E' — E" morfismos de productos cruzados. Se define la
composicion o' : E — E" por o' = f'f@¢g: AQH — A" @ H", donde f'f : A — A" es
un morfismo de K-dlgebras, ¢'g : H — H'" es un morfismo de K-dlgebras de Hopf. Es claro que ¢'¢
preserva la multiplicacién y el elemento unitario.

Ejemplo 5.3. C'p es una categoria, cuyos objetos son productos cruzados de Hopf, cuyos morfismos
son morfismos de productos cruzados y el producto de sus morfismos es la composicion de aplicaciones.
Se satisfacen los tres axiomas de categoria para C'p :

CAT 1. Sea f € Cp(FE1, F1) N Cp(Es, Fy), entonces E1 = Eyy Fy} = Fyen Cp.

CAT 2. Dados f € Cp(E4, Es), g € Cp(E2, E3)y h € Cp(Es, Ey), entonces h(gf) = (hg)f en Cp.
En efecto, puesto que un producto cruzado es un K-médulo y Cp(E1, F2) C mb(Ey, Ey), sabe-
mos que f € Cp(E1, Ez), g € Cp(Es, E3)y h € Cp(Es, E,) implica que f € mk (E1, E2),

g € mh(E2, E3) y h € m4(Ej3, E,). Entonces se cumple h(gf) = (hg) f en mb,.
Como la composicién de morfismos de productos cruzados preserva la multiplicacion y el elemen-
to unitario, vemos que h(gf) = (hg)f en Cp.

CAT 3. Dado E; € |Cp|, existe 1g, € Cp(E1, Eq) morfismo identidad de E; tal que para cualesquiera
f€Cp(E1,Ey)yge€ Cp(Es, Ey) setiene folg, = fylg0g = gen Cp. En efecto:

De E; € |Cpl|, f € Cp(E1,Es)y g € Cp(E3, E1) obtenemos que E; € [mb|, f € mb (E1, Es)
y g € mt, (FE3, Ey). Entonces existe 1z, € mb.(Ey, Ey) el morfismo identidad de E tal que

f ° 1E1 = f y 1E1Og =g en le (5.3)

Claramente, 1, preserva la multiplicacién y el elemento unitario, de modo que 15, € Cp(Ey, Ey).
Luego, de (5.3) obtenemos que folg, = fylg o9 =genCp. O
Sea ' = A#,H un producto cruzado, entonces vemos que F es una K-dlgebra y existe un morfismo
de anillos unitarios v : F — E*°. Sea & la clase proyectiva de epimorfismos de E°-mddulos izquierdos que
se descomponen como morfismos de F-mddulos izquierdos (Teorema 4.1).

Recordando que E ®pe (—) : (mb,., &) — 2Ab es un funtor covariante aditivo entre categorias abelia-
nas, podemos definir los funtores &-derivados izquierdos de E @ ge (—).
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Por [1] la homologia de Hochschild de un producto cruzado E es la homologia de £ Q. (X, d,), donde
(X, d.) es una resolucién proyectiva relativa de E, considerando [2, p. 319] podemos dar la siguiente.

Definicion 5.5. Sea FE un producto cruzado. El n—ésimo funtor de homologia de Hochschild de E
denotado por H,,(—, E) : (mk,., &) — 2Ab se define como

H,(— E):=L¢(E®ge (=), n=0,1,2,... .

Si M es un E¢-mddulo izquierdo (M es un E-bimddulo), obtenemos que H,(M,E) = Tor}(E, M).
Dado f : M — M’ un morfismo de E¢-mddulos izquierdos, por (4.12) H,(f,E) = Tor(E, f).

Las propiedades del funtor de homologia de Hochschild de un producto producto cruzado F, H,(—, E),
son dadas mediante el corolario y el teorema siguientes.

Corolario 5.2. Dados E = A#, H un producto cruzado y N un E°-mddulo izquierdo. Existen grupos
abelianos H,, (N, E), los morfismos de coneccion wy, : H,(M",E) — H,,_1(M', E) para cada sucesion
&-exacta corta M' —— M —s» M" enmb,. tales que se cumplen las propiedades siguientes:

1. Hy,(N,E)=0paran <0.

2. Hy(N, E) es naturalmente isomorfo a E @ ge N.
3. H,(N,E) =0paran > 0si N es &-proyectivo.
4. La sucesion siguiente es exacta

i+—> H,(M',E) — H,(M,E) — H,(M",E) "> H,(M' | E) — - --

Demostracion: Se sigue del teorema 4.3. |

Teorema 5.1. H,(—, E) = {H,(—, E)} es el &-satélite izquierdo del funtor aditivo
E®pge (-): (i, &) — 2Ab.

Demostracion: Por la Definicién 5.5, la Definicién 4.3, la sucesion exacta larga (4.13), el diagrama
conmutativo (4.15) y la proposicién 2.2, resulta que { H,,(—, E)} es una sucesién &-conectada de funtores
de (mk,., &) en Ab (ver [2, IX.3]).

Por otro lado, conforme a la proposicién 4.9 el funtor E ®pe (—) : (mk., &) — Ab es &-exacto derecho.
De [2, T IX.2.7] se sigue que los funtores Ho(—, F) := L (E ®g- (—)) y E ®ge (—) son naturalmente
equivalentes. Luego, podemos escribir Hy(—, F) = F ®Qpge (—). Para que H,(—, E) sea el &-satélite
izquierdo de E ® g (—) debe satisfacer la propiedad universal siguiente.

Para cada sucesién &-conectada de funtores, T = {T},}, de (ml,., &) en 2b y cada transformacién natural
Y : Ty — Ho(—, E) existe un dnico morfismo de sucesiones &-conectadas denotado por

U ={¢,}: T — H.(—, F)conpyg = ¢ (ver [2, [X.3]).

Por el corolario 5.2 la transformacién natural v¢,, = 0 para n < 0, 1y := 1. Definimos inductivamente

Y+ Ty, — Hy,(—, E) paran > 0. Supongamos que hemos definido de modo tnico 9y, para0 < k < n—1,
y conmuta con wy Como en

To(M") —5 o Ty (M)

zpkM”\L lwklM/

Wl
Hy(M", E) —> Hy_1(M', E)

para toda sucesién &-exacta corta M’ = M —> M". Procedemos a definir ¢,,.
Sea K > P — M una presentacion & -proyectiva de M. Entonces tenemos el diagrama conmutativo

Wn

T,P .M
iwnM lwn—lK Jf/}n—lp
0 —— H,(M,E) =+ H, (K,E) —— H,_(P,E) — ---

1K —— 1T, P —— -

con fila inferior exacta. Esto produce un dnico morfismo ¢,, M : T,,M — H, (M, FE) mediante
%M = (Wn)ilrl;/}nflen~

Debemos probar que 1), es una transformacién natural, independiente de la eleccioén de presentacion
&-proyectiva de M (ver en la prueba del teorema 4.2 las partes (a) y (c) ).

Consideremos el morfismo de presentaciones & -proyectivas

K——P ——» M

ol L

K/ P/ M/
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Entonces el diagrama

[ ,
WM — = T, M

U Ml iwn M’ (5.4)

Ho(M,E) — > H, (M, E)

conmuta.
En efecto, podemos incrustar el diagrama (5.4) en el cubo

T,M' @ T, 1K'
/ b M’ %
T.M > T, 1K 1K’
J, Yn—1 K
o M H,(M',E) = H, 1(K',E)
/—\
H,(M,E) = H, 1(K,E)

Del hecho que las cinco caras del cubo conmutan, se deduce que la cara izquierda también conmuta. To-
mando M = M’, se ve que v, no depende de la presentacién & -proyectiva de M.

Por la proposicidn 4.15 para la sucesién &-exacta corta M’ —— M — M’ de E¢-médulos izquierdos
el diagrama siguiente es conmutativo

w.
.M ——T, M’

wnj\{”l ld)nlMl

Wn,

H,(M",E)—> H, (M, E)

Esto completa la prueba. ]
Dando la definicién siguiente
Definicion 5.6. Sea E un producto cruzado. El n—ésimo funtor de cohomologia de Hochschild de E
denotado por H"(—, E) : (mk,., &) — 2Ab se define como

H"(—, E) := R%(Hompg:(—, E)), n=0,1,2, ... .

y denotando H*(—, E) = {H"(—, E)}, se puede demostrar el resultado siguiente

Teorema 5.2. H*(—, E) es el &-satélite derecho del funtor aditivo Hompe(—, E) : (mk., &) — Ab.

Dado un morfismo de anillos unitarios y : R — S.Si F' : mly — mY; es el funtor de cambio de anillos,
por la prueba de [6, Teorema 4] sabemos que .#' = F~'(.#) es una clase inyectiva de monomorfismos
de S—modulos izquierdos que se descomponen como morfismos de R—mddulos izquierdos. Denotando
Ext. (A, —) = {Ext. (A, —)}, donde

Bzt (A, —) = R, (Homs(A,—)), n=0,1,2,...

obtenemos el siguiente
Corolario 5.3. %ﬁ(A, —) es el A" -satélite derecho del funtor aditivo
Homg (A, =) : (mk,.#") — Ab.
Lema 5.1. [9, Lema 2.2.5] Sean g : A — A’ un morfismo de K-dlgebras asociativas y
f: M — M’ un morfismo de A’-bimédulos. Estos inducen el diagrama conmutativo siguiente

h
Cn(A M) —— " 5 C. (A", M)

bn, l lbn (5.5)

Cpn-1(A, M) h—1> Cn_1(A", M")
n—

Por lo tanto tenemos una aplicacion de K-mddulos graduados h, : H,(A, M) — H, (A’, M)

ma @ - @an = f(m)@g(ar) ®@--- @ glan).
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Corolario 5.4. [9, Corolario 2.2.8] H H,. es un funtor covariante de la categoria de K-dlgebras aso-
ciativas con unidad en la categoria de K-mdédulos graduados.

Considerando M = A, M’ = A’, g: A — A’y f = g en el lema anterior, vemos que
HH,(g9) : HH,(A) — HH, (A’) se define por

a®@a1 @ @ an — glag) @ gla1) @--- @ glan)-

Dado A € |Algk|, haciendo g = 14 se ve que HH,,(14) = 15, ().
Sig: A— B, ¢ : B— C son morfismos de K -dlgebras,

HH,(¢'g)(a @ a1 @ @ a,) = g'g(ag) ® ¢'g(a1) @ --- @ g'g(an)
= HHn(g')HHn(g)(ao ®a Q- ®ay).

Por consiguiente, H H,,(—) : Alg;; — m&; es un funtor covariante para n > 0.

Recordando que un producto cruzado E es una K-algebra. Por la proposicion 5.1, E' es un £°-médulo
derecho y E es un E°-méddulo izquierdo. Tomando M = FE en la Definicién 5.5

HH,(E) := H,(E,E) =Tor)(E,E) = L¢ (E ®g- (—))(E).

Conforme a Odabasi S. [tesis doctoral]-Universidad de Murcia (2014), la categoria de productos cru-
zados es una subcategoria de una categoria de K -dlgebras ya que cada producto cruzado de Hopf es una
K -4lgebra, un morfismo de productos cruzados es un morfismo de K-algebras y cada morfismo identidad
de un producto cruzado es un morfismo identidad de la K -dlgebra correspondiente.

Observacion 5.1. Se tiene HH,|cp : Cp — m%(; es decir, HH,. de productos cruzados es un funtor
covariante de la categoria de productos cruzados en la categoria de K-mddulos graduados.

6. Conclusiones.
1. La clase proyectiva & de epimorfismos en mY es importante en la equivalencia natural de los
bifuntores Tor) (—, —) y Tor,, (—, —).
2. Las homologias de Hochschild de un producto cruzado vistas como funtores son los funtores
derivados relativos izquierdos de un funtor aditivo.
H,.(—, E) es el &-satélite izquierdo del funtor aditivo £ ® ge (—) ( Teorema 5.1 ).
4. Si N es un médulo izquierdo sobre el producto cruzado F, entonces H,,(E¢ ® g N, E) = 0 para
n > 0 por la afirmacidn del teorema 4.1, [6, Proposicién 14] y parte 3 del corolario 5.2.
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