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Abstract

In this article, we prove the existence and uniqueness of the solution of the homogeneous generalized
Schrodinger equation of order m in the periodic distributional space P', where m is an even number not a
multiple of four. Furthermore, we prove that the solution depends continuously respect to the initial data in
P'. Introducing a family of weakly continuous operators, we prove that this family is a group in P’'. Then,
with this family of operators, we get a fine version of the existence and dependency continuous theorem
obtained.
Finally, we give the conclusions and remarks derived from this study.

Keywords . Groups theory, existence of solution, Schrodinger equation of order m, distributional problem, weakly
continuous operators.

Resumen

En este articulo probamos la existencia y unicidad de solucion de la ecuacion de Schrodinger generalizada
homogénea de orden m en el espacio distribucional periddico P’, siendo m un niimero par no miltiplo de
cuatro. Ademds, probamos que la solucién depende continuamente respecto al dato inicial en P'. Intro-
duciendo una familia de operadores débilmente continuos, probamos que esta familia es un grupo en P’
Luego, con esta familia de operadores, conseguimos una version fina del Teorema de existencia y depen-
dencia continua obtenido.
Finalmente, damos las conclusiones y observaciones derivados de este estudio.

Palabras clave. Teoria de grupos, existencia de solucién, ecuacion de Schrodinger de orden m, problema distribu-
cional, operadores débilmente continuos.

1. Introduccion. Primero empezamos comentando que de [3] se tiene probado la existencia de solu-
cién de la ecuacion de Schrodinger en el espacio de Hilbert H,j,,.. También en [3] se introduce una familia
de operadores acotados en el espacio de Hilbert H,,. y se prueba que forma un grupo unitario. Asi, moti-
vados por esas ideas resolveremos el problema (P,,) en el dual topolégico de P: P’, que no es un espacio
de Banach, siendo m un nimero par no multiplo de cuatro.

En este articulo, probaremos la existencia y unicidad de solucién de (P,,), y ademads la dependencia
continua de la solucion respecto al dato inicial en P’, considerando la convergencia débil en P’. Y proba-
remos que las familias de operadores introducidas forman grupos de operadores débilmente continuos.

Nuestro articulo estd organizado del siguiente modo. En la seccién 2, indicamos la metodologia usada
y citamos las referencias usadas. En la seccién 3, colocamos los resultados obtenidos de nuestro estudio.
Esta seccién la dividimos en tres subsecciones. Asi, en 3.1 probamos que el problema (F,,) posee una
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Unica solucién y ademds demostramos que la solucién depende continuamente respecto al dato inicial. En
la subseccién 3.2, introducimos familias de operadores lineales débilmente continuos en P’ que logran
formar un grupo. En la subseccién 3.3 mejoramos el Teorema 3.1.

Finalmente, en la seccidn 4 damos las conclusiones y observaciones de este estudio.

2. Metodologia. Como marco tedrico en este articulo usamos las referencias [1], [2], [3]y [4] para
la Teoria de Fourier en el espacio distribucional periddico, espacios de Sobolev periddico, espacios vecto-
riales topoldgicos, operadores débilmente continuos y existencia de solucién de una ecuacion diferencial
distribucional.

3. Principales Resultados . La presentacion de los resultados obtenidos lo hemos organizado en sub-
secciones y es del siguiente modo.

3.1. Soluciéon de la Ecuacion de Schrodinger (P,,,). En esta subseccion estudiaremos la existencia
de solucién del problema (P,,) y la dependencia continua de la solucidn respecto al dato inicial en P’.

Teorema 3.1. Sea . > 0, m un niimero par no miiltiplo de cuatro y el problema distribucional ho-
mogéneo

ue CR, P,
(Pr) | Ou—ipdlu=0 € P,
u(0) = f e P'.

Entonces (P,,) posee una tinica solucién v € C*(R, P'). Ademds, la solucién depende continuamente del

dato inicial. Esto es, dados f,,f € P’ tal que f, N f implica u,(t) LN u(t), Vt € R, donde u,, es
solucion de (P,,) con dato inicial f, y u es solucion de (P,,) con dato inicial f.

Demostracion: La prueba lo hemos organizado de la siguiente forma:
1. Supongamos que existe u € C'(R, P’) satisfaciendo (P,,), entonces tomando la transformada de Fourier
a la ecuacioén

Oru — ipdy'u = 0,
conseguimos
0 =0 —ip(ik)"u = Ol + iuk™a,

que para cada k € Z es una EDO con dato inicial @(k, 0) = f(k).
Asi, planteamos un sistema no acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden homogéneo

i€ C(R,S(Z))
(Qk) | Ok, t) +ipk™a(k,t) =0
a(k,0) = f(k) con f € S"(Z),
Vk € Z y conseguimos
a(k,t) = e " f (k)

de donde obtenemos la expresion explicita de u, candidato a solucién:

—+oo +oo
u(t)= > alkt)r = Y e M f(k)gy, (3.1)
k=—o00 k=—o0
N o v
- [(f(k)e“‘k t)kez} . (3.2)
Como f € P’ entonces f € S’(Z), afirmamos que
BN p—ipk™t /
(f(k;)e Z )kez € S'(Z), VicR. 3.3)

En efecto, sea t € R, como f € S'(Z) entonces satisface: 3C' > 0, N € N tal que |f(k)| < C|k|V,
Vk € Z — {0}, usando esto obtenemos

[FR)e™ K = | F(R)le™ ™ = | F(k)] < ClRIN .
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Luego,
7 —ipk™t ’
(f(k)e )kez e S'(z).

Si definimos

\
u(t) == [(A(k)e_mkmt%ez} , paratodot € R, (3.4)

~

vemos que u(t) € P, Vt € R, pues aplicamos la transformada inversa de Fourier a ( (k)e”'“kmt) €
keZ
S'(Z).

2. Probaremos que u definido en (3.4) es solucién de (P,).
Evaluando (3.2) en t = 0, obtenemos

Ademas, se verifican
a) Jyu(t) = ipd u(t) en P’, Vt € R. Esto es, probaremos que se satisface:

lim < AR —ul®)

o> =1iu < Ofu(t),p>, YVoe P, teR.
h—0 h

<Oiu(t),p>:=
En efecto, seat € R, p € Py h € R — {0}, denotamos

Ty im< u(t+ h) — u(t)

Asi, obtenemos

Ih,t =

— lim < > f(k)e M gy 0 >}

1 I3 m
_ —ipk™t —ipk™h
= {nlll+[ < 5 f ( 1) ¢k}a ¥ >}

k=—n

efz,u,k ‘h __ 1

_— Ak —ipk™t (&5 T~

e—iukmh -1

_ z Iy —ipk™t (& &
= lim k; f(k)e ( h )<¢>k,so>

=273(—k)
n —ipk™h
_ , -~ —ipk™t e —1 ~
ngrfw%{ > Fibe (=) k)}
too . —ipk™h _ q
=2r Y f(k)e " (eh> P(—k). (3.5)

k=—o0

Sea h > 0, tenemos
h
ek = [y ds
0

h
= / (—ipk™)e™ ks s (3.6)
0
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Tomando norma a la igualdad (3.6) obtenemos

h
|67iukmh _ 1| < / Hkm |67iukms| ds
—_———
0 D

h
z,ukm/ ds = pk™h. (3.7)
0

——
=h

Esto es, de (3.7) conseguimos

7’L‘,U.k7nh _ 1
¢ ’ < k™. (3.8)

h

Si h < 0, procedemos andlogamente al caso & positivo, obteniendo:

0
|1 _ e—iuk"”hl S/ Mkm |e—iuk"'”s| ds
h N——

=1

0
= uk™ ds = pk™(—h). 3.9
k[ s = (1) (3.9)
=|h|
=—h
Esto es,
—ipk™h 1
N ’<ukm. (3.10)

Sea h € R — {0}, de (3.8) y (3.10) tenemos

€ < k™. G.11)

—ipk™h _ 1
—

Usando la desigualdad (3.11) y que f € S’ (Z) obtenemos

+Oo -~ 3 k"’b e_l}‘l‘k h
S 1R e [B(—h) ’<u S FmlE- k)K"
k=—oc0 T k=—oc0
+oo
<C Ntm|5(—
<ou S RYTIE(—k)]
k‘:*OO :J
“+o0
—Cp S VIR < oo
J=—0o0

pues p € S(Z).
Usando el M-Test de Weierstrass, la serie I}, ; es convergente absoluta y uniformemente. Luego,
podemos tomar limite y obtener

+oo N - efiykmh -1
/. — —iu T 3
lim Ie = 2m k;— f(k)e p(—k) lim {h }

=—ipkm™

—ip)2m Z Flk)e "t G(—k) k™ . (3.12)

k=—o0
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Usando (3.12) tenemos
+oo . e
lm I,y = (—ip)2m Y fk)e™™*"0 B(=k) K™

——

k=—o0 1
=55 <p,pr>

+oo
=ipn Y fR)e T <o, —km gy >
k-f_
=—0oC .
(k)™ 6

—+oo
=ip Y, FR)e ™" < 0,4 >
—_——

h=reo =<p(m) pp>
+oo

—ip Y flR)e T < gy, 0™ >
k=—oc0

=ip 1lim > Flk)e < g, o™ >

. . Y —ipk™t (m)
iy < 55

= ip < u(t), ™ >
=iu < Oyu(t),p > .

Por lo tanto,

< Qwu(t),p >=1ipu < OJu(t),p >, VYoeP, VteR.

i.e.

Oru(t) = ipdfu(t) enP', VteR.

b) u € C(R, P’). Esto es, probaremos que

u(t + h) il>u(t) cuando h — 0, Vi € R.

En efecto, seat € Ry ¢ € P, probaremos que

Hyp:=<u(t+h)—u(t),p>—0, cuando h — 0.

Sabemos que si ¢ € P entonces ¢ € S(Z). Usando (3.5) tenemos

+oo
Hyj =27 Z f(k:)e_i“kmt (e_i“kmh — 1) o(—k).

k=—o0

Sea h € R — {0} tal que |h| < 1, de (3.11) conseguimos
’e_i“kmh = 1’ < pk™|h| < pk™.

Usando (3.14) y que f € S'(Z) obtenemos

+oo
RO N I T =
N——

k=00 =1
+oo
<Cp Y KNGk
k=—co =J
+oo

=Cp > NG| < oo,

J=—00

95

(3.13)

(3.14)
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pues p € S(Z).
Usando el M-Test de Weierstrass concluimos que la serie H; ;, converge absoluta y uniformemente.
Luego es posible tomar limite y obtener

_ —ipuk™t . —ipk™h _
lim Hip = %k; (& (k)}lg%{e 1} 0.

=0
Como t € R fue tomado arbitrariamente, entonces podemos concluir que
ueC(R,P).

¢) du € C(R, P’'). Esto es, probaremos que

Oyu(t + h) LN Ou(t) cuando h — 0, Vt € R.
En efecto, seat € Ry ¢ € P, usando el item a) tenemos

< Qu(t+h),p > — < du(t), ¢ >
=ip{< Og'u(t + h),p > — < dy'u(t),p >}
=ip{<u(t+h),e™ > — <u(t), o™ >} — 0, (3.15)

—0

cuando h — 0, desde que vale el item b) con (™) € P.
De b) y ¢) tenemos que u € C1(R, P').

d) Ahora, parat € R fijo y arbitrario, si f, i/> f probaremos que:

un(t) 25 u(t), VteR.

/\S/

Sabemos que si f;, —> f entonces f;, —> f ie.
<fo—FB>—0 cuando n— +oo, VYB€ES(Z). (3.16)
Queremos probar que:
< up(t), >—<u(t),y > cuandon — o0, Vip€ P.

Asi, seat € Rfijoy 1 € P, usando laidentidad de Parseval generalizada, obtenemos las siguientes

igualdades:
<un(t), > =21 < (ﬁ(/@)e*i“’“’"f)k Z,@ > (3.17)
€
<ult), > =21 < (A(/c)e—w’“"‘t)k > (3.18)
€
De (3.17) y (3.18) obtenemos:
<un(t),1/1>—<u() P >
=2m Z {Falk) = Flk)y e 15 (k) —»
k=—o0
Br:=
cuando n — +o00, desde que 8 := (B) o € S(Z) puesto que vale (3.16).
|
Corolario 3.1. Sean 1 > 0y m un niimero par no miiltiplo de cuatro, entonces la tinica solucion de

(Pm) es

- .
> Fwe i = |(Fwemy ]

k=—o0

donde ¢y(z) = e, x € R.
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3.2. Grupo de Operadores en P’. Recordemos que P’ es el dual topolégico de P, donde P es un
espacio métrico completo.
En esta subsecci6n introduciremos familias de operadores {T},(t)},.r en P’, con m € N;y probaremos
que los operadores son continuos en el sentido débil y satisfacen las propiedades de grupo.
Por simplicidad a esta familia de operadores la denotaremos por {7T'(t)},p -

Teorema 3.2. Seat € Rym € N, definimos:

T(t): P — P’

~

f—=TO)f = [(f(k)e_i“kmt)kez} ) er,

entonces se satisfacen los siguientes enunciados:

1. T(0) = 1.
2. T(t) es C-linealy continua Vt € R. Esto es, paracada t € R, si f, il f entonces T(t)f, i
T(t)f.

3Tt +7)=T()oT(r), Vt,r € R

4. T@)f EiiN f cuandot — 0,Vf € P'.
Esto es, para todo f € P’ fijado, se cumple:

<T@ f,v>—<f,p>, cuando t -0, Vi € P.

Demostracién: Sea f € P’ entonces f € S'(Z). Luego, de (3.3) tenemos

(Fwewem) e s'@):

kEZ

tomando la transformada inversa de Fourier, obtenemos

(e

=T@)f

\%
] eP, VteR.
kEZ

Esto es, T'(t) estd bien definida para todo ¢t € R.
1. Facilmente obtenemos:

~

T(0)f = {(f(k)ewk’%)kez}v - {(f(k))kez]v - mv —f, VfeP.

2. Seat € R, probaremos que T'(t) : P’ — P’ es C-lineal. En efecto, sean a € C, (¢,%¢) € P’ x P/,
tenemos

7006 +0) = | (7 o+ o1 0),_

e*iukm/t[aa(k) + %Z(k)D keZ} v

I
o
®

L
=
o
3

<
<

), , + (i), )

\%

Ahora, para t € R probaremos que T'(t) : P’ — P’ es continua. Esto es, si f, E; f probaremos que
P/

T(t)fu B TS,

Sabemos que si f;, Ll f entonces f, 5 f.ie.

<?;,5 >—< f,b’>, cuandon — 400, V@€ S(Z).
i.e.

<ﬁ—f,6 >— 0, cuandon — 400, VGe S(Z). (3.19)
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Queremos probar que:
<T(t) fn, 0 >=><T(t)f, ¢ > cuandon — +oo, V¢ € P.

Asi, seat € R fijoy @ € P, usando la identidad de Parseval generalizada, obtenemos las siguientes
igualdades

<Tt)fnh >=< [(ﬁ(k)e“"“mt)kez] >
—or < (ﬁ(l@)e*"“’“mt)kez,i > . (3.20)
<10 > =< (e ) | s
=21 < (f(k)e—iﬂ’“mt)kezﬁ> ) (3.21)

De (3.20) y (3.21) obtenemos
<TE) fr, 0 >—<T)f, 0>
— o {< (ﬁ(k)e‘“‘k""t)kez,qz > - < (A(k)e‘“”“mt) 0 >}
- 2w{ S Falhe G0 - Y f@)e—w@(@}

k=—00 k=—o0

+oo ~
=21 Y {fulk) = F(R)} e (k) — 0
——

k=—
> Br:=

cuando n — 400, desde que § := (B )rez € S(Z) y puesto que vale (3.19), esto es < ﬁ — f, B>—0
cuando n — +o0.
3. Sean t,r € R — {0}, probaremos que T'(t) o T'(r) = T'(t + r). En efecto, sea ¢ € P’,

T(t+7)p = [((E(k)ei”km(t”)) kez] v

\Y
= [(a(k)ew’“mr ~e”‘kmt> } ) (3.22)
— kez
Como ¢ € P’, usando (3.3) tenemos que
(a(k)e—wkm’”)kez € §'(Z), VreR. (3.23)

Luego, tomando la transformada inversa de Fourier obtenemos:

[(&k)e—wk”)kez} ’ cP, VreR.

Asi, definimos:

\
= [(Fwemr) T er.
R (CCa
Esto es,

gr:=T(r)p. (3.24)

Tomando la transformada de Fourier a g, conseguimos:

G = (Sk)e"r)

kez’
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esto es

Gr(k) = p(k)e ™" ke 7. (3.25)

=T(t)gr
= T(t)(T(r))
=[T(t)oT(r)|(¢), Vt,reR—{0}.
Asi,
Tt+r)=T(t)oT(r), Vt,r € R—{0}. (3.26)

Sit =0 o r = 0 entonces la igualdad (3.26) también es verdadera, con esto concluimos la prueba de
Tt+r)=Tt)oT(r), Vt,reR. (3.27)
4.Sea f € P’, probaremos que:

Tt)f x, f cuandot — 0.
Esto es, probaremos que:
<T@)f,p >—< f,o> cuandot — 0, Vpe P.
En efecto, sea p € P, tenemos

Hy=<T@t)fip>—-<fo>

= ngrfoo {< Z f(k)e*iukmtd)k’ p>—< Z f(k)d)k,go >}
k=—n k=—n

_ 7 Iy —iuk™t
i< k_z f(k) (e 1) P, p >

n——+oo

— lim zn: 7k (e*wk”t - 1) < G >
k=—n

= lim 2r znj 7(k) (e*wk’"’tq) B(—k)

n—-+oo

k=—n
+o0 N )
—2r S Jk) (awk 't 1) B(—k). (3.28)
k=—oc0
Seat > 0, de (3.7) obtenemos
’e—wkmt - 1( < k™t (3.29)
Seat < 0, de (3.9) tenemos
‘e*i“kmf - 1‘ < k™t (3.30)
De (3.29) y (3.30) conseguimos
ik 1‘ < uk™t|, VteR. (3.31)

De (3.31) con |t| < 1, tenemos

‘e—iﬂ’f’”t _ 1‘ < k™. (3.32)
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Luego, usando (3.32) y que f € P’, obtenemos

+o0 too
PGl e = O SR T )]
k=—o0 k=—o0 =7
+oo
=Cp Y VB < oo
J=—o0

pues ¢ € S(Z).
Usando el M-Test de Weierstrass concluimos que la serie H; converge absoluta y uniformemente. Luego,

+oo
fiy =20 3 FR(-h) figle " - 1)
=—00

=0
=0.

Asi, hemos probado
lim <T@)f,p>=<f,o>.
t—0

([l
Teorema 3.3. Para todo f € P’ fijado y la familia de operadores {T ()}, , del Teorema 3.2, tenemos
que la aplicacion

E:R — P
t — T()f,
es continua en R. Esto es,
T(t+h)f 25 T(t)f cuando h — 0, Vt € R. (3.33)

(es la continuidad en t).
Es decir, (3.33) nos dice que para cada t € R fijado, vale

<T@E+h)f,p>—<T{t)f,vb>, cuando h — 0, V¢ € P.

Sit = 0, se tiene la continuidad de & en 0, que es el item 4) del Teorema 3.2.
Demostracion: Seat, € R — {0}, fijo arbitrario, entonces g := T'(to)f € P’, usando el item 4) del

Teorema 3.2, tenemos que 7'(h)g i/> g cuando h — 0. Esto es,

T(h)(T(to)f) 5 T(to)f cuando h — 0,
————

=[T'(h) o T(to)f
N—————

=T (h+t0) f

donde usamos el item 3) del Teorema 3.2. O
Observacion 3.1. Los resultados obtenidos en los Teoremas 3.2 y 3.3 también son vdlidos para la
familia de operadores {S(t)}1cr, donde parat € R,

S(t): P — P!

f = S0f = [(ewk’"tﬂk))kez]v ,

y su prueba es similar.

3.3. Versién del Teorema 3.1 usando la Familia {7'(¢)};cg. Mejoramos el enunciado del Teorema
3.1, usando una familia de Operadores débilmente continuos {7'(¢) };cr con m un nimero par no miltiplo
de cuatro.

Teorema 3.4. Sea f € P’y la familia de operadores {T'(t)},cp (considerando m un niimero par no
miiltiplo de cuatro) del Teorema 3.2, definiendo u(t) := T(t)f € P’, Vt € R, entonces u € C(R, P’)
es la tinica solucion de (P,,). Ademds, u depende continuamente de f. Esto es, dados f,, f € P’ tal que
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fo 2 f implica U, (¢) RN u(t), Vt € R, donde u,(t) := T(t)fn, Vt € R (i.e. u, es solucion de (Py,)
con dato inicial fy).
Demostracion: La prueba es andloga a la prueba del Teorema 3.1. ]
Corolario 3.2. Sea f € P’ fijado y la familia de operadores {T'(t)},.p del Teorema 3.4, entonces
30, T(t)f, Vt € Ry la aplicacion

: R— P
t— 0T () f =ipd"T(t)f

es continua en R. Esto es,
OT(t +h)f L5 8,T(t)f cuandoh —0, VteR. (3.34)
(3.34) nos dice que para cada t € R fijado, vale:

<OT(t+h)f,o>— <OTt)f,o> cuandoh -0, VYpe€P.

Demostracion: En efecto,

<OT(t+h)f, o> — <OT(t)f, >
=ip{< Tt +h)f,o>— <Oy T(t)f,p >}
=ip{< Tt +h)f, o™ > — < Tt)f, o™ >} — 0

—0

cuando h — 0, debido al Teorema 3.3 con ) := w(m). O
Corolario 3.3. Sea f € P’ fijado y la familia de operadores {T'(t)}, .y del Teorema 3.4, entonces la
solucion de (Py,): u(t) :==T(t)f, Vt € R, satisface u € C*(R, P’).
Demostracion: Sale como consecuencia del Corolario 3.2. O
Observacion 3.2. Si m = 2 entonces el problema (P;)(conocida ecuacion de Schridinger estudiada
en [3], en H,,,) posee existencia y unicidad de solucion en P'. Asi, también la solucion depende conti-
nuamente respecto al dato inicial en P’.

4. Conclusiones. En nuestro estudio de la ecuacién de Schrodinger de orden m, en el espacio distri-
bucional periédico P’, para el caso homogéneo (P,,,) hemos obtenido los siguientes resultados:

1. Probamos la existencia, unicidad y regularidad de solucién del problema (7, ) siendo m un nimero
par no multiplo de cuatro. Asi también probamos la dependencia continua de la solucién respecto
al dato inicial.

2. Introducimos familias de operadores en P’: {75, ()}, y probamos que estas son lineales y débil-
mente continuos en P’, siendo m € N. Ademds demostramos que forman un grupo de operadores
débilmente continuos en P’.

3. Con la familia de operadores {7'(t)}, g, considerando m un nimero par no miltiplo de cuatro,
mejoramos el Teorema 3.1.

4. Finalmente, debemos indicar que este estudio o técnica introducida puede ser aplicada a otras
ecuaciones de evolucién en P’.
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