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Abstract
In this work, we will prove the Cayley-Hamilton theorem using algebraic geometry. We will see a different
proof than the one seen in a linear algebra course, in this case we will use the Zariski topology, then we
will take advantage of the fact that every square matrix of order n X n, with entries in a field K, denoted
by (a;j)nxn can be seen as an element of the affine space of dimension n x n over the field K and thanks
to this, we can resort to algebraic sets and algebraic varieties in order to obtain some results seen in an
algebraic geometry and to get a proof of the Cayley-Hamilton theorem.
Keywords . Affine space, algebraic set, algebraic manifold, Zariski topology.

Resumen
En este trabajo, probaremos el teorema de Cayley-Hamilton utilizando geometria algebraica. Veremos una
prueba diferente a la que se ve en un curso de dlgebra lineal, en este caso utilizaremos la topologia de
Zariski, luego nos aprovecharemos de que toda matriz cuadrada de orden n X n, con entradas en un cuerpo
K, denotada por (a;j)nxn puede ser vista como un elemento del espacio afin de dimension n x n sobre
el cuerpo Ky gracias a esto podemos recurrir a los conjuntos algebraicos y a las variedades algebraicas
para ast obtener algunos resultados vistos en un curso de geometria algebraica y conseguir una prueba del
teorema de Cayley-Hamilton.
Palabras clave. Espacio afin, conjunto algebraico, variedad algebraica, topologia de Zariski.

1. Introduccion. Este articulo estd inspirado por el trabajo que publicaron Jeffrey A. Rosoff y Gusta-
vus Adolphus College, que tiene por nombre A topological proof of the Cayley-Hamilton theorem, ver
[8].

En este articulo veremos algunas propiedades de la geometria algebraica cldsica. Como primera defini-
cion veremos lo que es un espacio afin sobre un cuerpo K, luego veremos lo que es un conjunto algebraico
y enunciaremos algunas propiedades y ejemplos relacionadas con dicho conjunto. Veremos quienes son
los conjuntos cerrados de la topologia de Zariski, luego definiremos el ideal de un conjunto algebraico y
daremos algunas propiedades. Definiremos un espacio topoldgico irreducible y luego daremos una carac-
terizacién de dicho espacio topoldgico, también daremos una caracterizaciéon de un conjunto algebraico
irreducible y conseguiremos el Corolario 2.1 que serd herramienta importante en la prueba central.

Definiremos lo que es una variadad algebraica, funcién polinomial y luego veremos lo que es una
aplicacién polinomial y daremos algunos ejemplos que seran importantes para el resultado central.
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Por tltimo veremos algunos resultados, el primero dice lo siguiente: si el polinomio caracteristico
de la matriz A € M,,»x,(K) es Pa(x) entonces existen polinomios Py, P, ..., P,_1 € K[X;;] coni,j =
1,2,...,n tales que Pa(x) = 2"+ P, _1(A)z" 1 +...4+ Py(A). El segundo resultado afirma que el conjunto
R={A¢€ A%z | P4o(A) = det(AI, — A) = 0} es un cerrado en la topologia de Zariski y en su prueba
utilizaremos el primer resultado. El tercer resultado dice que el conjunto

U:={Ae A]}g | A tiene n autovalores distinos}.

es un abierto no vacio de la topologia de Zariski con i/ C R donde K es un cuerpo algebraicamente cerrado.
En los resultados anteriores vamos a considerar la clausura algebraica K en vez K y asi el teorema central
quedara demostrado.

2. Preliminares. En este trabajo K denota un cuerpo y K su clausura algebraica.
Definicion 2.1. Sea n € Z tal que n > 1. El espacio afin de dimension n sobre el cuerpo K se define
como

A’ﬁé = {((11,(12a ...,an) | a; S K7 1 S ’L S TL}

Definicion 2.2. Un cero o raiz de un polinomio q(x1,x2, ...,x,) € K[z, zo, ..., x,] es un elemento
a= (a1, az,...,a,) € A} tal que g(a) = 0.

Una hipersuperficie es el conjunto de todos los ceros de un polinomio no constante q € K[z1, za, ..., Tn],
se denota por Z(q) := {a € A% | g(a) = 0}. Para mds detalles ver [4], pagina 4.

Definicién 2.3. Un conjunto T C AR es algebraico si T = Z(S) para algiin S C K[z1,z2, ..., 2]
donde Z(S) :={a = (a1, a2, ...,an) € A} | ¢(a) =0, para todo q(x1, 2, ...,x,) € S}.
Observaciones.

1. Si S ={q} C K|z, x2,...,x,), entonces Z({q}) coincide con Z(q).

2. Z(8) = () Z(9).
q€eSs
3. Sea I un subconjunto de K[z1, z2, ..., z,,] generado por S entonces Z(S) = Z(I).

Esto ultimo quiere decir, que podemos definir sin pérdida de generalidad un conjunto algebraico U =
Z(I) con I ideal de K[z, 3, ..., 2,,] y esto es lo que haremos de ahora en adelante, a menos que se diga lo
contrario.

Proposicion 2.1. Se cumplen:

1. Sean I, J ideales de K[xz1,x2, ..., 2], si I C J entonces Z(J) C Z(I).
2. 2(0) = AL y Z(1) = 0; es decir, los conjuntos AR, son algebraicos.

3. Sea {I)\} e una familia de ideales de K[x1, x, ..., x,,] entonces m Z(I)) = Z( U Iy).
AEA AEA
4. Sean I, J ideales de K|x1, xa, ..., x,] entonces Z(I) U Z(J) = Z(1J).

Ver [2], pagina 56 y [5], pagina 10.

2.1. La topologia de Zariski. .

SiF:={U C Ag | AR\ U es un conjunto algebraico} entonces (Af, F) es un espacio topoldgi-
co, pues por la Proposicién 2.1 tenemos que Z(0) = AR, Z(1) = (), si {Ix}rca una familia de ideales de

K[z1, x2, ..., z,] entonces ﬂ Z(I)) = Z( U I,)y Z(I)U Z(J) = Z(IJ). La topologia F es llamada
AEA AEA
la topologia de Zariski y los Z(I) son los cerrados de dicha topologia.

Ejemplo 2.1. El conjunto A = {(a1,a2) € A% | a1 = as o as = a3} es algebraico.

Ejemplo 2.2. El conjunto X = {(a,b) € A% | sen(a) = b} no es algebraico.

Para el siguiente ejemplo, vamos a denotar al anillo de polinomios de n? variables como K[z;;], luego
pe K[%ﬂ es de la forma p(ﬂfij) =D(T11, %12, s Tin, T21, T225 ooy L2005 ooy Tl Tn2s ooy Tp ) -

Ejemplo 2.3. El conjunto SL,,(K) := {A € M, «xn(K) | det(A) = 1} es algebraico. Basta considerar
la biyeccion natural entre M, «,(K) y Aﬁé2 y tomar el polinomio p(z;;) = det(z;;) — 1 € K[z;;] donde
det(z;;) es el determinante de la matriz (2 )nxn, luego SL,(K) = Z(p(x;;)).

Ver [2], pagina 55 para mas ejemplos.

Definicion 2.4. Sea X C AR. Definimos el ideal del conjunto X como

I(X) = {p € K[z1,22, ..., z»] | p(a) = 0, para todo a € X}.
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Proposicion 2.2. Se cumplen:

1. Z(X) es un ideal de K[x1, 2, ..., Tp].
SiX CY C AR entonces Z(Y) C Z(X).
I(@) = K[‘rlv L2y eey l’n]
Z(AL) = {0} sty solo si K es infinito.
1 CT(Z(I)).

6. Z(Z(Z(I))) = Z(I).
Ver [7] pagina 3 y [5] pagina 12.

Lk W

Definicion 2.5. Sea (X, G) un espacio topoldgico. Decimos que X es reducible si existen X1y Xo
conjuntos cerrados propios de X tales que X = X1 U Xs. En caso contrario decimos que X es irreducible.

Observacién 2.1. En la Definicion 2.5 si X = AR y G es la topologia de Zariski, tenemos que un
conjunto algebrico Z es reducible si existen conjuntos algebraicos propios Z1, Z5 de Z tales que Z =
Z1 U Zs.

Ejemplo 2.4. El conjunto algebraico Z(y* — xy — x?y + 2®) C A2 es reducible pues Z(y* — zy —
22y +a3) = Z(y —z) U Z(y — 2?), con Z(y — ), Z(y — x*) C A% conjuntos algebraicos propios de
Z(y? — zy — 2%y + 23).

Proposicion 2.3. Sea (X, G) un espacio topoldgico. X es irreducible si y sélo si todo conjunto abierto
no vacio U C X es denso, por tanto U=X.

Ver [1] pagina 7.

Ahora veamos una caracterizacioén de los conjuntos algebraicos irreducibles.

Proposicion 2.4. Sea Z = Z(I) C A} un conjunto algebraico. Z es irreducible si'y solo si Z(Z) C
K[z1, 22, ..., T es un ideal primo.

Demostracion:

[=] SiZ(Z) no es un ideal primo existen p, g € K[z1, 22, ...,x,] talesque p- g € Z(Z) perop ¢ Z(Z) y
q¢Z(Z).Dadoquep-q € Z(Z)entonces {p-q} CZ(Z)luego Z({p-q}) 2 Z(Z(2)) = Z.
Tenemos

Z=ZNZ(p-9=ZNn[Z(p)VZ(g]=[2nZ(p)|V[ZNZ(g)]

Como p ¢ Z(Z) entonces p(a) # 0, paraalgina € Z, esdecira ¢ Z(p) luego Z(p) es un subconjunto
propio de Z entonces ZNZ(p) es un subconjunto propio de Z. De forma similar ZNZ(q) es un subconjunto
propio de Z. Por tanto Z es reducible.

[«<] Supongamos que Z es reducible entonces existen Z; = Z1([1), Z2 = Z2(I2) C A} conjuntos al-
gebraicos propios de Z tales que Z = 21 U 29, luego 21 C Zy Z5 C Zentonces Z(Z1) D Z(2) e
Z(Z2) D I(Z). Es facil ver que existen f1 € Z(Z21) , fo € Z(Z2,) tales que f1, fo ¢ Z(Z).

Ahora si a € Z entonces a € Z1 6 a € Z5. Tenemos dos casos:
Sia € Z; entonces f1(a) = 0luego (f1 - f2)(a) = 0 esto quiere decir que f - fo € Z(Z2).
Sia € Z; entonces fa(a) = 01luego (f1 - f2)(a) = 0 esto quiere decir que f - fo € Z(Z).

Por tanto Z(Z) no es ideal primo.

Corolario 2.1. Si K es infinito entonces Ay es irreducible.

Demostracién: Como K es infinito entonces Z(A) = {0} y dado que {0} C K[z, z2, ..., z,,] es ideal
primo entonces por Proposicion 2.4 Ay es irreducible.

Definicién 2.6. Una variedad algebraica de A} es un conjunto algebraico irreducible de Ag.

Definicion 2.7. Sea Z una variedad algebraica no vacia de Ag. La funcion F : Z — K es llamada
una funcion polinomial sobre Z si existe un polinomio p € K|xy, 2, ...,x,] tal que F(ay,as,...,a,) =
p(a1,as, ...,a,) para cada (a1, as, ...,a,) € Z.

Definicion 2.8. Sean Z; C AR y Z9 C AR variedades algebraicas no vacias. Una funcion ¢ : Z; —
Z5 es llamada aplicacion polinémica si existen polinomios py,pa,...,pm € Klz1, 22, ..., x,] tales que
olar,az,...;an) = (p1(ar, a2, ...y an), pa(ar, az, ...,an), ..., pm(a1, ag, ..., an)) paracada (ay, as, ..., a,) €
Z.

Para el siguiente ejemplo vamos a considerar que una matriz A = (a;j)nxn € Mpxn(K) puede ser
vista como un elemento de A%Q entonces A = (a11,a12, ..y ey Ann )-

Ejemplo 2.5. La funcién ¢ : A%z — Aﬁz, v1(A) := A = (aij)nxn es una aplicacion polindmi-
ca pues existen polinomios p11(zi;) = x11,p12(Tij) = T12, .o, Pun(Tij) = Tnn en Kzi;] con i,j =
1, 2> cey N tales que @(all» A12y ey ann) = (P(A) =A= (a117 A12y ey ann) = (pll(aij)ap12(aij)v 7pnn(az]))
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De forma similar se prueba que las funciones p; : Aﬁg — Afg, ©0i(A) := A® son aplicaciones
polinémicas parai = 2,3, ...,n.

3. Resultado central. Antes de demostrar el teorema de Cayley-Hamilton, veremos algunos resulta-
dos.

Lema 3.1. Sea Pa(z) := det(zI, — A) el polinomio caracteristico de la matriz A € M5, (K) =
Aﬁz. Para cada A € My« (K) existen Py, Py, ..., P_1 € Klz;;] con i, j = 1,2,...,n tales que Pa(x) =
2"+ Py (A)x" 1t + .+ Pi(A)x + Py(A).

Demostracion: Induccién sobre n.

Paran =2.Si A= (2Y) entonces P4 (z) = #* + (—a — d)x + (ad — bc), luego existen polinomios
Pl(l‘l, T2.23, 14) = —X1 — T4, Po(ﬂfl, T2.T3, I4) = T1T4 — T2T3 €N K[Il, T2,T3, 174] tales que PA(SE) =
(E2 + Pl(A)LE + Po(A)

Dada A = (aij)nxn € Myxn(K) y sin pérdida de generalidad supongamos que n es impar.

Tenemos:

T — a1 —ai2 te —Aln
—a21 T —a22 - —a2n
Py(x) = det
—Qn1 —Qn2 e T — Apn

—det ( By ) (~am)—det ( By ) (=ana)+.=det ( Eyuoy) ) (=nnon)

T —ai —ai2 T —QA1(n—-1)
—az1 r—a - —a2(n—1
+det . . ( ) (1' - ann)a
—Apn—1)1 —On-1)2 -~ T = 4np-1)(n-1)

donde E,,; es una submatriz de la matriz xI,, — A obtenida de eliminar la n-sima fila y la i-ésima columna
paracada: =1,2,...,.n — 1.

El determinante que estd multiplicando a (z — a,,,) es el polinomio caracteristico de alguna matriz
B € M,_1)(n-1)(K); es decir,

T —a —ai2 T —A1(n—-1)

—a91 T—axp - —A3(n—-1

Pg(z) = det (=
—An—1)1 —On-1)2 "~ T = 4np-1)(n-1)

Luego, por la hipétesis inductiva existen Py, Py, ..., P,—o € K[z;;] paracada i, j = 1,2, ...,n—1 tales
que

Pp(z) = 2" ' 4+ P, _o(B)x" ? 4 ... + P/(B)z + Py(B).
También observemos que det(Ey1 ), det(Epz), ..., det(Ey,—1)) son polinomios de grado n — 2.

Tenemos:

det(Bp) = ra" 2 + b8 a3 44 b 4 oY

)

det(Epa) = 1222 + b2 1273 4+ 0P 4 b7,
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det(Butoy) = 1”2 41005 4 60D o,

Sea
L = —apidet(Epy) + anadet(Epa) — ... + apn_1ydet(Eym—1))
- [_Tlanl + rotpy — ... + rnflan(n—l)]wn72+
+ [—anlezQ + angbnzz2 — an(n_l)bgﬁ_zl)}x"_?’ + ...
Fo 4 [0+ anob? — o bV 2t
+ [—anlbél) + angbéz) -+ an(n,l)bénfl)].
Tenemos

Pa(z) = —anidet(Eny) + anadet(Ens) — ... + apn_1ydet(Eym—1)) + Pp(x) (T — apy)
=L+ 2"+ Pyo(B)2" 2+ Py3(B)a"® + ... + Py(B)x + Po(B)](x — ann)
=L+ 2" + (Py—2(B) = anp)2" " + (Pa—3(B) — annPu—2(B))a" % + ...

+ (Po(B) — annP1(B))x — apn Py(B)

= 2" 4 [Py_2(B) — apnlz" "t 4 ..

+ [Po3(B) = T1Gn1 + T20p2 — ... + Tn_1Gp(n-1) — Po_o(B)an,|z" 2
F o4 [Po(B) = amb) + an2bt® — o+ anpn b = apn PU(B)]2
— anlbgl) + angbgf) — an(n,l)bgnfl) — A Po(B).

Por tanto existen ﬁo(:rij),?l(zij), ...,ﬁn_l(:cij) € Klzij] coni,j = 1,2,..,n tales que
Pa(z) = 2" + P (A) 2" L+ ... + P (A)x + Py(A).

Lema 3.2. El conjunto R = {A € My xn(K) | Pa(A) := det(Al, — A) = 0} es un cerrado en la
topologia de Zariski.

Demostracion: Por Lema 3.1, para cada A € M, x,(K) existen Py, Py,..., P,_1 € Klz;;] con
i, =1,2,...,ntales que Pa(x) = 2" + P,_1(A)z" ' + ... + P1(A)z + Po(A).

Sabemos que las funciones ; : A]}g — Aﬂ’f, ©i(A) := A son aplicaciones polinémicas para cada
1 =1,2,...,n. Ahora definimos la funcién ¥ : Ag — Aﬂ’g,

U(A) == Po(A) + Pr(A)p1(A) + Pa1(A)pn—1(A) + on(A) = Pa(A).

Es fécil ver que ¥ es una aplicacién polindmica, luego existen W11 (z4;), U12(@ij), ..., Ypn(245) € Klzi;]
paracadai,j = 1,2, ..., n tales que

U(A) = (W11 (A), U1a(A), ..., Upn(A)).

Afirmacién: Sea 7 = (U1, ¥y, ..., ¥,,,) un ideal de K[z;;] para cada i,j = 1,2,...,n. Se cumple que
R = Z(Z). Enefecto, A € Rsiys6losi 0= Pa(A) = U(A) = (V11(A), ¥12(A),..., U, (A)) siy sélo
siPi1(A) =TU9(A)=...=¥,,(A) =0siysdlosi Q(A) = 0paracada Q € Tsiysolosi A€ Z(T).

De la afirmacién tenemos que R es un conjunto algebraico y por tanto es un cerrado en la topologia de
Zariski.

Ahora veremos algunos resultados del Algebra Lineal en una proposicién y algunos resultados sobre
el discriminante de polinomios.
Proposicion 3.1. Sea A una matriz en M,,«,(K). Entonces se cumplen:
1. Si A tiene n autovalores diferentes entonces sus autovectores asociados son linealmente indepen-
dientes.
2. 8i B € M,«n(K) es semejante a la matriz A entonces sus polinomios caracteristicos son iguales.
3. A es diagonalizable si y solo si tiene n autovectores linealmente independientes. En tal caso la
matriz diagonal D semejante a la matriz A estd dada por
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M O -0
0 X - 0

D= ,
0 0 - A\,

donde los \; coni = 1,2, ...,n son los autovalores de A.
Ver [9], paginas 555 hasta 559.
Definicion 3.1. Sea P(x) = ay,(x—r1)(x—r2)...(x—7ry,) un polinomio de grado n > 1 con coeficientes

en K y no necesariamente raices distintas r1,7s, ..., r,, en K. Entonces el discriminante de P(x) es

Disc(P(x)) := a?" 2 H (ri —r;)? € K.

1<i<j<n

Ver [6], pagina 179. -
Observacion 3.1. Disc(P(x)) # 0 si 'y sdlo si las raices r1, ra, ..., T, en K son distintas.

Lema 3.3. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y consideremos el conjunto
U:={A € Mpxn(K) | A tiene n autovalores distinos}.

Entonces U es un abierto no vacio de la topologia de Zariski yUU C R.

Demostracion: Primero veamos que U/ C R. En efecto, dado A € U/ entonces A tiene n autovalo-
res distintos a los cuales denotaremos por A1, Ag,...A, € K, luego A tiene n autovectores vy, Vs, ..., Un
linealmente independientes asociados a los A; coni = 1,2, ....,n. (Av; = \jv; paracadai = 1,2, ..., n).

Tenemos que A es diagonalizable, es decir A es semejante a una matriz diagonal de la forma

M O -0
0 Xy -+ 0

D= ,
0 0 - M\

entonces los polinomios caracteristicos de las matrices A y D son iguales, es decir P4 (z) = Pp(x) =
(x — M)(x — A2) - - - (x — \p). Es fécil ver que P4(A)v; = 0 para cada i = 1,2,...,n y dado que
B = {v1, v, ..., v, } es una K-base de A} entonces P4(A) = 0. Por tanto A € R.

Ahora veamos que U/ es un abierto en la topologia de Zariski. En efecto, definimos la funcién

F:AY — K, F(A):= Disc(Pa(z)).
Es fécil ver que F’ es una funcién polinomial es decir existe un polinomio P € K[z;;] coni,j = 1,2...,n
tal que F'(A) = P(A), paracada A € Ag.
Tomemos A € U entonces el polinomio carateristico de A es de la forma
Po(z)=(x—r)(x—19) - (& —1p),

donde los ; € Kcon¢ = 1,2, ...,n son los autovalores de A, luego

F(A) := Disc(P(z)) := a?" 2 H (r; —rj)* #0.
1<i<j<n

Por ser F' una funcién polinomial existe un polinomio p € K[z;;] con4,j = 1,2...,n tal que 0 #
F(A) =p(A),siysélosi A ¢ Z(p). Por tanto U = Aﬁg — Z(p).
Ahora ya tenemos las herramientas para probar el teorema central de este trabajo.
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Teorema 3.1 (Teorema de Cayley-Hamilton).
Sean A € My, xn(K), Ps(x) € K[z] el polinomio caracteristico de A. Entonces P4(A) = 0.

Demostracion: Sabemos que los conjuntos Ry = {B € Ag | P4o(B) := det(BI, — A) = 0} esun
cerrado de la topologia de Zariskiy Uy := {A € Ag | A tiene n autovalores distinos} # () es abierto
conl; C Ry por los Lemas 3.2 y 3.3 respectivamente.

Por otro lado K es algebraicamente cerrado, luego es infinito, ver [5], entonces por Corolario 2.1 A%Z

es irreducible luego tenemos por Proposicién 2.3 que U1 = Ag.

Ya que K C K entonces A% C A% =7, C Ry = Ry luego A%’ C R, esto quiere decir que para
cada A € M, (K) se tiene que A € Ry, por tanto P4(A) = 0.

4. Conclusiones. Este trabajo se desarroll6 con la finalidad de desenvolver el articulo [8]. Hemos tra-
tado de explicar con mds detalles algunos resultados, como por ejemplo los Lemas 3.1, 3.2 y 3.3. Hemos
demostrado algunos resultados de la geometria algebraica, como por ejemplo la Proposicién 2.4 y el Coro-
lario 2.1, que son utilizados en la demostracion del teorema central. También es importante mencionar que
las definiciones y resultados de este trabajo son la base para poder continuar con esta drea tan bonita que es
la geometria algebraica.
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