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Abstract
Predation models are a great source of study from both an ecological and a mathematical point of view,
especially for the analysis of trophic chains.

The determination of the dynamics of the systems that describe them, as well as the verification of the
nature of these properties by the interacting species, is a topic that is sometimes not always correlated.

It is widely known that the incorporation of some mathematical descriptions of ecological phenomena
strongly modifies the properties of many of these models. This implies that the systems describing such
models are structurally unstable.

In this work, we include collaboration or cooperation between predators, a social behavior that de-
scribes the help made to capture their favorite prey. It is described by a power function with an exponent
between 0 and 1, to indicate the possible interference between them, despite their collaboration. The expo-
nent is interpreted as the density-dependent aggregation index.

We show that this assumption originates a varied behavior of the system, with respect to the associated
Kolmogorov-type quadratic polynomial system that does not consider collaboration, including the existence
of a stable limit cycle around a positive equilibrium point, among other analytical properties.

Keywords . Predator-prey model, functional response, cooperation, stability, bifurcations, limit cycles.

Resumen
Los modelos de depredacion constituyen una gran fuente de estudio tanto del punto de vista ecoldogico como
matemdtico, en especial para el andlisis de cadenas troficas.

La determinacion de las dindmicas de los sistemas que los describen, como la comprobacion en la
naturaleza de estas propiedades por las especies interactuantes, es un topico que a veces no siempre estd
correlacionado.

Es ampliamente sabido que la incorporacion de algunas descripciones matemdticas de fenomenos
ecologicos, modifican fuertemente las propiedades de muchos de esos modelos. Esto implica que los siste-
mas describiendo tales modelos son estructuralmente inestables.

En este trabajo incluimos la colaboracion o cooperacion entre los depredadores, un comportamiento
social que describe la ayuda realizada para la captura de su presa favorita. Es descrito por una funcion
potencia con exponente entre 0y 1, para indicar la posible interferencia entre ellos, a pesar de su colabo-
racion. El exponente se interpreta como el indice de agregacion dependiente de la densidad.
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Mostramos que este supuesto origina un variado comportamiento del sistema, respecto al sistema
de polinomial cuadrdtico del tipo Kolmogorov asociado que no considera colaboracion, incluyendo la
existencia de un ciclo limite estable alrededor de un punto de equilibrio positivo, entre otras propiedades
analiticas.

Palabras clave. Modelo depredador-presa, respuesta funcional, colaboracion, estabilidad, bifurcaciones, ciclo
limite.

1. Introduccién. Usualmente, el analisis de los modelos depredador-presa considera diferentes fenéme-
nos ecoldégicos que afectan a una o ambas poblaciones. Estos fenémenos pueden tener fuertes consecuencias
en la relacion entre las especies y en la modificacion de las propiedades dindmicas de los sistemas que lo
describen. Tal es el caso de la colaboracién o de la competicion entre depredadores (CAP) [12].

La colaboracion o cooperacion (hunting cooperation) entre los depredadores para capturar sus presas
es un comportamiento social que estd recibiendo una creciente atencién de los modeladores [17, 24].

Existen variadas formulaciones matematicas para describir la colaboracién entre los depredadores [4].
En este trabajo consideraremos un modelo simple propuesto por P. L. Antonelli y N. D. Kazarinoff en [3],
el cual modela la depredacion de corales por un tipo de estrella de mar, las cuales actuan en grupo para con-
sumir sus presas [1, 2]. Otros ejemplos de colaboracion entre los depredadores registrados y considerados
en literatura ecoldgica son: los lobos que siguen a los bisontes [19], las hienas que persiguen a los bufalos,
los perros salvajes africanos (lincaones) en busca de cebras [16], entre otros.

En este trabajo incorporaremos esta interaccion entre los depredadores en un modelo del tipo Gause
[8], nombre dado en honor del biologo ruso Georgii F. Gause [9]. Este tipo de modelos ha sido la forma més
comun para modelar a depredadores especialistas (modelos recurso-consumidor), siendo el mas conocido y
mas antiguo el modelo Lotka-Volterra, el “abuelo” de los modelos de depredacién [18].

La caracteristica principal de estos modelos es que son sistemas compartimentados, basados en un
principio de transferencia de masa o energia [5].

Para modelar la colaboracién usaremos una funcién potencia descrita por h (y) = ey, cone > 0y
0 < o < 1, la cual es dependiente s6lo de a poblacion de depredadores [16].. Se adiciona a la segunda
ecuacion del modelo de Volterra [25], que es una modificacion del modelo de Lotka-Volterra asumiendo
crecimiento logistico en la poblacién de presas [20].

Sin embargo, otras funciones pueden ser consideradas para describir la colaboracion entre los depreda-
dores; por ejemplo considerando funciones saturadas [24, 26]. Estas funciones dan origen a nuevos modelos
que podran ser abordados en un trabajo futuro.

Este articulo esta organizado de la siguiente manera: En la Seccién 2 proponemos el modelo a estudiar;
en la Seccién 3 establecemos sus propiedades fundamentales. En la dltima Seccién 4 establecemos las
principales implicaciones ecoldgicas de los resultados matematicos.

2. Proposicion del modelo. El modelo analizado es derivado del modelo de Volterra [25], el cual a
su vez es derivado del muy conocido modelo de Lotka-Volterra [4, 20], agregando un nuevo término en la
ecuacion de crecimiento de los depredadores. Es descrito por el siguiente sistema de EDO auténomas del
tipo Kolmogorov [8, 10, 15]:

de _ oz _
Xy (zy) 4 (1 =%) —aw)e @.1)
@ = (r—ctey)y,

donde = = z (t) e y = y (t) indican los tamafios de la poblacion de presas y depredadores, respectiva-
mente para t > 0, medido como biomasa o densidad por unidad de drea o volumen.
Los pardmetros son todos positivos, es decir, v = (r, K, q,p, c,e,0) € Rﬁ_ x 10, 1], teniendo diferentes
significados ecoldgicos.
El sistema (2.1) estd definido en todo el primer cuadrante, es decir:
Q={(z,y) eR*/2>0,y>0} =R§ xR{.

Los puntos de equilibrio del sistema son (0, 0), (K, 0), (0, (g)

9=

) y (Ze, ye) que satisface la ecuacién

1
delasnulclinasy = 2 (1 - %) ey = (¢c(pzr —¢))”.

Observacion 2.1.

Claramente, el valor del pardmetro o influye en la dindmica del modelo que considera cooperacion
entre depredadores.
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i) Si 0 = 0, el sistema anterior se reduce al cldsico modelo de Volterra [25], un caso especial del
modelo de Gause [9] con crecimiento logistico de la presa y respuesta funcional lineal (que NO es de
Holling tipo 1), cuya dindmica es bastante conocida [15].

ii) Si 0 = 1, el sistema fue estudiado en [13] el cual tiene algunas de las dindmicas que se muestran
en este trabajo.

iii) cuando o > 1, la dindmica del sistema es similar al modelo estudiado en [13].

iv) Cuando 0 < o < 1, el sistema no estd estudiado completamente y la descripcion de su dindmica
serd el objetivo principal del presente trabajo.

Para simplificar los cdlculos, seguimos la metodologia utilizada en [12, 13], haciendo un cambio de
variables y reescalando el tiempo, lo cual es descrito en la siguiente:

Proposicion 2.1. Sistema topolégicamente equivalente
El campo vectorial X, (z,y) o sistema (2,1) topoldgicamente equivalente a

Voo & = (uoo 2.2)
U, ) : .
8 v = B(u—C+Nv)v,

conp=(B,C,N,0) € R x]O,l[dondeB:%,C: kYN =% (5)0.

Demostracion: Considerando el difeomorfismo ¢(u,v,7) = (K U, gv, 7"7) , que preserva la orienta-
cién del tiempo.

El sistema (2.2) o campo vectorial Y}, (u, v) estd también definido en todo el primer cuadrante, es decir:
Q:{(u,v)€R2/u207 UZO}:RJXR(T.
1
Los puntos de equilibrio del sistema (2.2), son (0,0), (1,0), (0, (%) ") y los que estd en la intersec-

@)%.

cion de las isoclinas v =1 —uyv = (55

Proposicion 2.2.

Existe un tinico punto de equilibrio positivo (u., v ), si y sélo si,

i)1<Cy%$ <1, o0bien,

i)1>Cy< > 1.

Demostracion: La isoclina de las presas v = 1 — u es una recta decreciente que pasa por los puntos
(0,1) y (1,0). 1

La isoclina de los depredadores v = (%); es una curva decreciente que pasa por los puntos
(0.(£)7) v (€, 0). Estd definida, si y solo si, € > u.

La derivada de la isoclina de los depredadores es

4 ((CA_,“)%) =—+ (% (C- u))¥ < 0, siy sélosi, C > .

1 1
Las isoclinas intersectan, siy sélo si, ()7 <1y C > 1,obien, ($)” >1yC < 1.
Luego, las isoclinas se intersectan al interior del primer cuadrante, siy sélosi,i) 1 < C'y % <1,0
bien,ii)1 > Cy < > 1.

Notamos que si % <1y C < 1,0 bien, si % > 1y C > 1, no hay interseccién entre las isoclinas.

En la Figura 2.1, se muestran los gréficos de las isoclinas para valores de o y N fijos, con diferentes
valores del parametro C.

Notamos que la abscisa u, de los puntos de equilibrio interiores del primer cuadrante o positivo, satis-
face la ecuacion trascendente:

pu)=u—C+N(1—-u)” =0. (2.3)
La matriz Jacobiana es

1—v—2u —u
DY), (u,v) = ,
By Bu—C+ (1+0)Nvo)

la cual esta definida para todo punto (u, v) € €.
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Figura 2.1: Isoclinas obtenidas para C' = 0,5 (magenta), 0,85 (sienna), 2 (rojo), 3 (azul), 4,5 (celeste) con
N =4yo =0,75fijjos y larectav = 1 — u en verde.

3. Resultados principales. Asumiendo que 0 < o < 1, para el sistema (2.2) o campo vectorial
Y, (u,v) se tienen las siguientes propiedades:

Proposicion 3.1. Existencia de una region positivamente invariante.
El conjunto T’ = {(u, v)ER?:0<u<1,0> 0} C Q es una region positivamente invariante.
Demostracion: El sistema (2.2) es de tipo Kolmogorov [8, 10, 15] y los ejes son conjuntos invariantes.
Asumiendo u = 1, se tiene que:
La componente horizontal del campo vectorial tiene direccién negativa para v € [0, 1].

Z—Z =—-v <0.

Cualquiera sea el signo de j—ﬁ = B (1 —C + Nv%)w, se obtiene que toda solucién ingresa a I' y no
puede salir de alli.

Observacion 3.1.
1. Asumiendo que u = 0, se observa que la segunda ecuacion del sistema (2.2) queda
dv = B(—C + Nv7)w.
Claramente, g—: > 0, siy solo si, —C' + Nv° > 0.
Esta propiedad implica que existen soluciones que no son acotadas.
2. Ecolégicamente, el item 1, significa que en ausencia de su presa preferida, el crecimiento de la
poblacion de depredadores no tiene limite.
Este comportamiento puede interpretarse asumiendo que el depredador es generalista, en ausencia de
su presa favorita, el depredador busca un alimento alternativo.
La extincion de las presas puede ser de interés, si esta poblacion constituye una plaga.
3. Hay una region triangular definida por
T:{(u,v)ef:OSuﬁl,OSvSl—u}
que es relevante en términos de dindmica.
Siv > 1 — u, se tiene que % < 0, implicando que las soluciones podrian entrar a la region T'. Eso
dependerd del signo de la segunda ecuacion del sistema % =B(u—C+ Nvo)w.
3.1. Naturaleza de los puntos de equilibrio. El sistema (2.2) tiene las siguientes propiedades:
Proposicion 3.2. Naturaleza de los puntos de equilibrio sobre el eje horizontal.
1. El punto de equilibrio (0,0) es una silla hiperbdlica para todo valor de pardmetros.
2. El punto (1,0) es.
i) una silla hiperbdlica, siy sélo si, C < 1,
ii) nodo atractor, si y sélo si, C > 1,
iii) atractor no-hiperbdlico, si y sélo si, C' = 1.
Demostracion: Es inmediata, usando la matriz Jacobiana de la linealizacién (Teorema de Hartman-
Grobman en los equilibrios hiperbélicos [6]). Las respectivas matrices Jacobianas evaluadas en cada punto
son

DY, (0,0) =
0 -BC
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0 B(1-0C)
De acuerdo al Teorema de la traza y el determinante [20], se tiene el enunciado

DY, (1,0) =

Proposicion 3.3. Naturaleza del punto de equilibrio sobre el eje vertical
1
El punto de equilibrio (0, (%) ") es
i) Un punto silla hiperbdlica, si y sélo si, C > N.
ii) Un punto silla-no-hiperbdlico, si y sélo si, C' = N.
iii) Un nodo repulsor hiperbdlico, si 'y sélo si, C' < N.

1
Demostracion: La matriz Jacobiana evaluada en (O, (%) ’ ) es

cy\7 1-(§ T
P (0.(5)7) = B((g))i BCo

Tenemos que

detDy,, (0,(§)° ) BCo (1-(5)7),
1
cuyo signo depende del factor DY), ( , ) =1- (ﬁ) o

L
e

Si Ty < 0, implica que C' > N,y el equilibrio (0 (f,) ) es punto silla hiperbdlica.

1
Si Ty > 0, implica que C' < N, y la naturaleza del equilibrio (0, (%) ”) depende de la
1 1
DY, (0,(§)7) =1- ()" + BCo,
la cual es siempre positiva.

Por lo tanto, el punto (O, (%)

al-

) es nodo repulsor.

Proposicion 3.4. Naturaleza del vinico punto de equilibrio positivo.
Suponiendo que (u.,v.) existe en el primer cuadrante, la abscisa del punto de equilibrio es u. < C.
Supongamos que i) 1 > C'y % > 1.
El punto de equilibrio positivo (ue,v.) es
i) Un atractor hiperbdlico, siy solo si, B < (C ue)

ii) Un repulsor hiperbdlico, siy solo si, B > m, rodeado de un ciclo limite estable.
iii) Un foco débil, si 'y solo si, B =
Supongamos que i) 1 < C'y < ~ <L
El punto de equilibrio positivo (ue,v.) es silla hiperbdlica.
Demostracion: La matriz Jacobiana del sistema (linealizacién) en el punto (u, 1 — u.) es:

O'(C up)

DY), (te, 1 —ue) = e e ,
B(l—-u.) Bu.—C+(1+0)N(1—u)’)
De la ecuacién (2.3) se obtiene que C' — u, = N (1 — u,)°.
Por lo tanto,
DY), (te, 1 —ue) = e e ,
B(1—ue) Bo(C—u)
obteniendo que
detDY), (ue, 1 — ue) = —Bue (ue + Co — oue — 1).
Ademas, el intercepto de la isoclina de los depredadores es mayor que la ordenada del punto de equili-
brio positivo, cuando existen es decir, % >1—wu.>0.
i)Sil> Cy% > 1, se cumple que 1> C > wu,.
Luego, 1 —u, > C —u, >0 (C —u.),cono < 1.
Obteniendo que
detDY), (te,1 — ue) = —Bue (0 (C —ue) — (1 —ue)) >0,
yla naturaleza del punto de equilibrio positivo depende del signo de la traza, dada por
trDY), (u., 1 ue) = —u, + Bo (C — Ue).
11)Cuand01<C’ <1, C>ucy N>1—ue>0 se tiene que
C>1>= > 1 — Ue
Como (1 — ue) > o (1 —ue), con o < 1, se tiene que
0(C—te)—(1—te)>0(C—tue)—0c(l—u)=0(C—-1)>0.
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Asi obtenemos que:
detDY), (te,1 —ue) = —Bue (0 (C —ue) — (1 —u.)) <0,
y el punto de equilibrio positivo es una silla hiperbdlica.

Corolario 3.1.
Existe al menos un ciclo limite alrededor del punto (z,1 — ue).
Demostracion: Cuando el punto (z.,1 — u,) es repulsor, de acuerdo con el teorema de Poincaré-
Bendixson en la regién I, debe existir un ciclo limite.
Es inmediata pues la condicidn de transversalidad [6] implica que
2 (DY), (e, 1 — ue)) = 5% (—ue + Bo (C —u.)) =0 (C —u.) <0.

4. Conclusiones. Con el andlisis realizado en este trabajo ampliamos los resultados obtenidos para
el sistema analizado parcialmente en [3], cuando 0 < ¢ < 1. Entre otros resultados, es posible probar, la
existencia de subconjuntos en el espacio de pardmetros para los cuales:

i) La poblacién de depredadores tiende a un tamaiio infinito, mientras que la poblacion de presas se
extingue.
ii) Hay un dnico punto de equilibrio positivo en el plano de fase.

iii) Una bifurcacién de Hopf es generada en el punto de equilibrio positivo dando origen a un ciclo

limite estable.

iv) Queda en evidencia que las soluciones del sistema son altamente sensibles a las condiciones ini-

ciales, pues dos trayectorias muy cercanas pueden tener w — limites muy alejados.
v) Coexisten dos atractores por lo cual se genera el fenémeno de bi-estabilidad.
Hemos mostrado que la incorporacién del comportamiento social de los depredadores para optimizar la
captura de sus presas influencia fuertemente en las propiedades matematicas del sistema EDO que describe
el modelo. Este sistema tiene dindmicas mads ricas e interesantes que el modelo de Volterra [25] en el cual
nos hemos basado para incluir la colaboracién o cooperacion entre los depredadores.

Entonces surge la necesidad discutir acerca de la validez del modelo planteado. Esto es debido a que
para las mismos valores de pardmetros, pero con diferentes condiciones iniciales, las poblaciones pueden
coexistir periodicamente o en valores fijos de los tamafios poblacionales, o bien, la poblacién de presas
desaparece y la poblacion de depredadores alcanza su maximo tamaio.

Tareas pendientes

e Determinar la debilidad del foco débil o probar la existencia de un tnico ciclo limite en el sistema.

e Determinar un subconjunto en el espacio de pardmetros para los cuales existe una curva separatriz.

e Realizar un diagrama de bifurcaciones uniparamétrico para estudiar la sensibilidad del pardmetro
de cooperacion o.

e Establecer las bifurcaciones globales del sistema.

Perspectivas futuras

En base al modelo estudiado podemos derivar nuevos modelos de depredacion, en los cuales se asuman
los siguientes fendmenos ecolégicos:

e La poblacion de presas es afectada por un efecto Allee [7, 17, 24, 26].

e Una fraccién de la poblacion de presas hace uso de refugio [11, 21].

e La accion del depredador es descrita por una respuesta funcional no-lineal [22, 23].
e La colaboracién entre los depredadores es saturada [13].
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