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Abstract
In the present work, necessary and sufficient optimality conditions are presented for the solution to a min-
imum time problem. These conditions are established by the principle of the Pontryagin maximum, as a
necessary and sufficient condition. In addition, the principle of the Pontryagin maximum is used in the
search for the solution to an optimal control problem of mechanical origin.
Keywords . Optimal control, ordinary differential equations.

Resumen
En el presente trabajo se presentan condiciones necesarias y suficientes de optimalidad para la solucion a un
problema de tiempo minimo. Estas condiciones son establecidas por el principio del mdximo de Pontryagin,
como condicion necesaria y suficiente. Ademds, se utiliza el principio del mdximo de Pontryagin en la
biisqueda de la solucion a un problema de control éptimo de origen mecdnico.
Palabras clave. Control 6ptimo, ecuaciones diferenciales ordinarias.

1. Introduccion. Los procesos en general, como los técnicos y econdmicos, que tienen lugar en la
practica son controlables, es decir, pueden ser efectuados de diferentes maneras dependiendo de las deci-
siones que tome el hombre. En relacién con esto, surge la necesidad de buscar el control mas adecuado
del proceso o, segtn suele decirse, el control 6ptimo del proceso. Por ejemplo, uno puede hablar acerca de
optimalidad en el sentido de rapidez de acciodn, es decir, de efectuar el proceso en el menor tiempo posible,
con un gasto minimo de energia u obteniendo un mayor beneficio ([6], [1]). Estos problemas, formulados
matematicamente, corresponden al Calculo de Variaciones, el cual debe su origen a ellos. Sin embargo, la
solucién a un gran grupo de estos problemas variacionales, que son importantes en la practica, estan fuera
del Célculo Cléasico de Variaciones. Pontryagin y otros de sus colaboradores, teniendo presente las limita-
ciones del Célculo Clésico de Variaciones, dieron origen a una teoria, que es una generalizacién del Céalculo
Clasico de Variaciones, a saber, la Teoria de Control 6ptimo ([3], [4], [5]).

El espiritu de la Teoria de Control 6ptimo descansa en la manera ptima de gobernar la evolucién de un
cierto proceso. De esta manera partimos de un proceso, que evoluciona en el tiempo, descrito por medio de
una ecuacion de estado que describe la dindmica evolutiva de una determinada variable, llamada variable
de estado, que varia desde un estado inicial hasta un estado final. La evolucién del proceso depende de una
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funcién, llamada control, que puede ser elegida, y con ella es posible influir en la evolucién de la variable
de estado, de modo tal que haga mdximo o minimo el valor de un funcional objetivo llamado Criterio de
Optimalidad ([2], [4], [5]). Ejemplos de funcionales objetivos que se podrian maximizar o minimizar para
un cierto proceso son:

e Minimizar el tiempo requerido para transferirse de un estado a otro.

e Maximizar el flujo de beneficios obtenidos a lo largo de un horizonte temporal dado, que comienza

en un tiempo tg y termina en ;.

Un problema especial en la teoria de Control 6ptimo consiste en encontrar una funcién de control, llamada
control admisible, con la cual se pueda conducir un cierto proceso, desde un estado inicial hasta un estado
final, en el menor tiempo posible. Este problema es llamado problema de tiempo minimo ([4], [5]]). Esta-
blecemos condiciones necesarias y suficientes de optimalidad para este problema. Ademds, utilizamos el
principios del mdximo de Pontryagin en la bisqueda de la solucién a un problema de control éptimo de
origen mecanico.

2. Formulacién del problema de control 6ptimo. Asumamos que un cierto proceso, en el intervalo

de tiempo 0 < ¢ < T, se describe por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:
dl’i
dt

= filt,x1, o Ty UL,y U), =12, 0,
o en la forma vectorial

dx

a :f(t,o:,u), (21)
donder = (z1,...,2,)T €R™, f = (f1,..., fu)T € R"con f1,..., f, continuas junto con sus derivadas
parciales respecto de x1,...,2,, u = (u1,...,uy,)T € U,y U es un conjunto cerrado y acotado en el
espacio R™. El vector « se denomina vector de estado, y las variables z1, . .., x,, se denominan variables
de fase o de estado. La funcién vectorial u(t), definida sobre [0, T'], con rango en U se denomina control. Las
funciones w1 (t), ua(t),. .., un,(t) se denominan variables de control. El conjunto U se denomina region

de control. Cada control u(t) continua a trozos se denomina control admisible.
Consideremos el estado inicial:

z(0) = 2°. (22)

Entonces, para cada control admisible w(t), el problema de Cauchy formado por (2.1) y (2.2) tiene
solucién tnica z(t) denominada trayectoria o curva de fase.

Sea que para un conjunto de controles admisibles u(t) y sus correspondientes trayectorias x(t), estd
definido el funcional objetivo, llamado criterio de optimalidad, por:

T
I(u) :/0 G(t,z(t),u(t))dt + F(z(T)), (2.3)

donde G: D' CRxR*xR™ — Ry F : D" C R® — R poseen derivadas parciales de primer orden
continuas. Se plantea el problema: hallar un control admisible u*(t), tal que para él y para su trayectoria
correspondiente x*(t) el funcional objetivo (2.3) alcance su valor extremo:

I(u*) = I;léig}([(u) (61(u")= irg(rjl](u))

Definicion 2.1. El control admisible u*(t), que soluciona el problema expuesto anteriormente, se de-
nomina control dptimo, x*(t) trayectoria dptima y el par de funciones (u*(t), x*(t)) proceso dptimo.
El problema de control 6ptimo expuesto lineas anteriores se puede expresar como:

mis [(u) = /O G(t, 2(8), u(t))dt + F(2(T))
dx

sujeto a: i ft,x,u),
con: z(0) = Y,
u(t) € U.
Cuando el funcional objetivo es del tipo
I(u) = F(x(T)),

se dice que estd en la forma de Mayer. Asi, el ploblema de control 6ptimo con funcional objetivo de este
tipo recibe el nombre de problema de Mayer. Ademas, en lugar del problema de maximizacion se puede
considerar el problema de minimizacién.
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2.1. Funcion de Hamilton. Consideremos el sistema de ecuaciones (2.1) para el caso auténomo:

dr:
CZZ = fi(w,u), i=1,2,...,n, 2.4)
y el sistema de ecuaciones en las funciones auxiliares ¥1, ..., ¥y,:

dip; — Of o, ) .

— N Y =12, 0. 25
R L e
Si elegimos un control admisible u(t), 0 < ¢ < T, y tenemos la respectiva trayectoria de fase z(t) del

sistema (2.4) con condicién inicial z(0) = 2°, el sistema (2.5) toma la forma:

dyi _ - Ofa(z(t),u(t))
dt o 72 8$i

Vo, i=1,2,... 0. (2.6)

Por lo tanto, para cada condicién inicial, este sistema admite una tnica solucién

w:(wla‘"ad]n)v

para los v; definidos sobre el intervalo 0 < ¢t < T', en el cual u(t) y () estdn definidas.

Observacion 2.1. La solucion del sistema (2.6) es de la forma b = (11, ...,4,), donde los 1; son
funciones continuas que tienen derivadas parciales continuas, respecto de t, en todas partes, excepto en un
niimero finito de puntos (los puntos de discontinuidad de u(t)).

Ahora combinemos los sistemas (2.4) y (2.5). Para ello consideraremos una nueva funcién, denominada
funcién de Hamilton, la que se define a continuacion.

Definicion 2.2. La funcion H, de las variables x1, ..., Tn, Y1, ..., Pn, U1, ..., Un, definida por:

H(x7u’w) = <¢,f(x,u)> = Z¢afa(x’u)a
a=1

se denomina funcion de Hamilton o Hamiltoniano.
Mediante esta funcidn, los sistemas (2.4) y (2.5) pueden ser reescritos en forma del siguiente sistema
Hamiltoniano:

=—,1=1,2,... 2.7
dt 81/)717 ? ) 7 ’n7 ( )
dy; oH .
=——,1=1,2,...,n. 2.
dt 61:17 7/ ) ) )n ( 8)

Asf, tomando un control admisible u(t), 0 < ¢t < T, y la condicién inicial (0) = 2, podemos
encontrar (satisfaciendo (2.7)) la correspondiente trayectoria x(t) = (z1(t), ...,z (t)).

3. Formulacién del problema de tiempo minimo. Asumamos que un cierto proceso se describe por
el sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias:

d:l?i n m .
pr E air(t)zk + E bu(thw, i=1,...,n,
k=1 =1

donde z = (x1,...,7,)7 es el vector de estado; u = (u1,...,uny)T es el control y para cualesquier
momentos considerados de tiempo ¢ el valor del control u(t) pertenece a la regién de control U, la cual
asumimos convexa cerrada y acotada en el espacio R™.

El problema de control 6ptimo, llamado de tiempo minimo, consiste en lo siguiente: entre todos los
controles admisibles, determinar el 6ptimo, es decir, aquel para el cual la transicién del proceso, desde un
estado inicial ° hasta un estado final !, se realiza en un tiempo minimo.

Consideremos A = (aix(t))nxns B = (i1(t))nxm, momento de tiempo inicial ¢ = 0, momento de
tiempo final ¢ 7, y sea que el estado final es el origen de coordenadas: x! = 0. Entonces, el proceso puede
escribirse en forma del siguiente problema de contorno:

d—x:AgchrBu7

dt 3.1
z(0) = 2% a(tf) =0.
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A cada control admisible w(t), con valores en U, le corresponde una solucién x(¢) del problema de
contorno (3.1), una curva en el espacio de fase determinada por esta solucién (trayectoria), y un tiempo
de transicion del proceso ts(u). El problema de tiempo minimo consiste en determinar entre todos los
controles admisibles el control éptimo w*(t), para el cual el tiempo de transicién del proceso ¢ s (u*), por la
trayectoria correspondiente, es minimo:

tr(u”) = LIlEl/IIjltf(u). (3.2)

En lo sigue asumiremos que U contiene al origen de coordenadas u = 0 del espacio R™. EI problema
de tiempo minimo se puede formular de la siguiente manera:

iy s
. dx
sujeto a: i Ax + Bu, 3.3)
con: z(0) = 2°, x(t;) =0,
u(t) e U,

donde t¢(u) es el tiempo de transicién del proceso, A = (aix(t))nxn, B = (bit(t))nsxm» z° y 0 son los
estados de fase inicial y final, respectivamente.

4. Principio del maximo de Pontryagin. Antes de mencionar los principios del maximo de Pontrya-
gin se definird la esfera de accesibilidad y el poliedro de posicién general.

Definicion 4.1. Esfera de Accesibilidad en el tiempo T se denomina al conjunto St de todos los estados
de fase x € R", para cada uno de los cuales existe un control admisible que traslada este estado inicial
hasta el estado final x = 0 por la trayectoria correspondiente en un tiempo que no supera a T

Observacion 4.1. Dos propiedades de la esfera de accesibilidad son las siguientes:

a) Propiedad 1: La esfera de accesibilidad St es un conjunto convexo en R™.

b) Propiedad 2: Todo punto de la Esfera de Accesibilidad St, para el cual no existe un control
admisible que traslade un estado desde este punto hasta el origen de coordenadas en un tiempo
menor que T, pertenece a la frontera de la Esfera de accecibilidad St.

Cuando las matrices A y B que aparecen en el sistema de ecuaciones

CC% = Ax + Bu,
no dependen de ¢, estas pueden ser entendidas como operadores lineales, es decir, la matriz A puede ser
entendida como el operador A : R™ — R" y la matriz B como el operador B : R™ — R".
Definicion 4.2. Un poliedro U C R™ se denomina poliedro de posicion general si para cualquier arista
w de U el vector Bw tiene la propiedad que no pertenece a ningiin subespacio propio de R", invariante
respecto del operador A.
Observacion 4.2. Para el caso lineal, la funcion de Hamilton H(x, u, ) tiene la forma:

H(x,u,v) = (¢, Ax + Bu) = (¢, Az) + {1, Bu),

donde el segundo sumando {1, Bu), considerada como funcion de u, se denomina funcion de Pontryagin y
es dada por:

F(u) = (¢, Bu)
Ademds, la funcion 1 (t) toma la forma:
dy 7
i A",

Consideremos el problema de Mayer para el caso cuando los términos derechos del sistema (2.1) no
depende de ¢ explicitamente. Y asumamos que el criterio de optimalidad (2.3) toma la forma

I(uw) =z (T)+ - + cpnzn(T) = (¢, z(T))
y para el control éptimo u*,

I(u*) = max I(u).
(u") = méx I(u)
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Teorema 4.1. [4] Si (u*(t), z*(t)) es un proceso éptimo del problema de Mayer considerado, ¢ (t) es
solucion del problema de Cauchy

d
4£=—fm W(T) =e, @1
donde
[ of1 ofr |
Oxq o,
j: )
Ofn Ofn
|l Oz1 PET.

y H(xz,u,v) = (¢, f(z,u)) la funcion de Hamilton. Entonces tiene lugar la igualdad

H(z*,u* ) = méx H(z*, u, ). 4.2)

uelU

[ Cuando I(u*) = Héllrjl I(u), tiene lugar la igualdad:
u

H(z*,u",¢) = uel’(rJlH(x*,u,z/J)].

Teorema 4.2. [4] Asumamos que un cierto proceso se describe mediante el problema de contorno
(3.1). Sea 1(t) solucion del problema de Cauchy:

dip

—=—ATY, P0) =c, 43)

dt
para algiin ¢ (la naturaleza de ¢ serd aclarada durante la demostracion), y H (z,u,v) = (¢, Ax + Bu)
la funcion de Hamilton. Si (u*(t),z*(t)) es un proceso dptimo (para el cual el tiempo T = ty(u*) de
transicion del proceso correspondiente, segiin la trayectoria dptima x*(t), satisface la condicion (3.2)), se
tendrd:

H(z*,u* ) = méx H(z*, u, ). 4.4)

uelU

Demostracion: Para la demostracion transformaremos el problema de tiempo minimo al problema de
Mayer. Por la propiedad 2 de St, 2° se encuentra en la frontera de la Esfera de Accesibilidad St, ya que si
fuese punto interior se podria llegar al origen de coordenadas en un tiempo menor que 7'y esto contradice
el hecho de que u*(t) es un control 6ptimo. Por otra parte, es claro que z° no puede estar fuera de Sp.
Ademds, por la propiedad 1 de St, la Esfera de Accesibilidad St es convexa. Por lo tanto, en el punto °
puede determinarse un hiperplano soporte a St (de modo que St se encuentra a un lado de este hiperplano).
En nuestro caso ocurre lo de Figura 4.1.

Hiperplano
Soporte

Figura 4.1: La Esfera St a un lado del Hiperplano Soporte.
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Para cada y € S existe un control admisible u(¢) que traslada el estado y hasta el origen de coorde-
nadas en un tiempo t¢(u) < T Si consideramos u(t) = 0 en [t;(u),T] (el cual siempre es posible pues
U contiene al origen de coordenadas de R™) entonces se puede construir un control admisible u(t) que
traslada el estado y hasta el origen de coordenadas en el tiempo 7'. Correspondiente a este control admisible
u(t) se obtiene la trayectoria x(t) con la siguiente propiedad:

z(0)=ye Sryz(T)=0.

Ahora consideremos el desplazamiento por trayectorias, no desde los puntos de St hacia el origen de
coordenadas, sino en sentido contrario: desde el origen de coordenadas hacia los puntos de S7. De este
modo, por la trayectoria z*(¢) se llega desde " hasta el origen de coordenadas en el tiempo T, y desde
otro punto de S7, como un punto frontera de St o un punto interior de St, se llega hasta el origen de
coordenadas, por la trayectoria correspondiente al punto elegido en St en el tiempo 7. En relacion con esto
hagamos el siguiente cambio de variables:

t=T—t, zt)=2(T—t)=2(t), ult)=uT—t)=1d{).
Entonces:
de’  dx dt dxz

av " dedr T dt’
y el sistema del problema de contorno (3.1) toma la siguente forma:
dx’

e —Ax' — Bu'. (4.5)

La condicién de contorno 2:(T") = 0, para cualquier trayectoria 2 (¢) correspondiente a los puntos de S,
se transforma en la condicién z'(0) = 0, y la condicién inicial del problema de minimizacién del tiempo
z(0) = 29, para el proceso 6ptimo (u*(t),z*(t)), toma la forma z"*(T') = 2. Y para las trayectorias
x(t), correspondiente a los puntos y € St diferentes de 2, se tiene y = 2/(T) # 2%, 2/(T) € Sr. Si
denotamos por ¢ la normal al hiperplano soporte a Sz en el punto x°, dirigido hacia el interior de la Esfera
de Accesibilidad S, se cumple:

(x'(T) — 2"™(T),c) > 0.

Esta desigualdad se verifica para cada 2’ (T') € S, y por ende para cada control admisible u(t’) que
traslada el estado 2’(0) = 0 hasta el estado (7). Como cada control admisible «’(¢') traslada z’(0) = 0
hasta 2/(T') por la trayectoria =’ (¢'), tenemos:

(2 (T) —2™(T),c) >0, Vu',u'(t')eU,
o que es lo mismo:

(@ (1), ¢) = min(2'(T),c).

De esta manera se llega al problema de Mayer: para el sistema (4.5), en el segmento de tiempo [0, 7], con
condicién inicial '(0) = 0, se requiere determinar el proceso optimo (u'*(¢'), 2™ (t')) que minimiza la
funcional (z'(T), c).
Se observa lo siguiente:

1. (u*(t'),z’*(t")) es un proceso éptimo del problema de Mayer, pues (u"*(¢'), z'*(t')) es tal que:

1% . ’
(&™(T), ¢) = min{z(T), c).
2. 9/(t') es soluci6n de problema de Cauchy:
dy'

T, 1/ / _
o =—J, Y(T) =c, (4.6)

donde

—ai1 e —Q1n

—Qan1 e —Ann
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es la matriz Jacobiana de la funcién f(2',u') = — Az’ — Bu/.

En efecto:
Debido al cambio de variable t = 7' — t/, se tiene:

Y(t) = (T =) = ¢'(1).
Usando el cambio de variable anterior y el hecho de que %(¢) es solucién del problema de Cauchy:

dyp

—— = AT 0) =
dt w? ,l/)( ) C’
se llega a lo siguiente:
dy’ T
W = _j w/a 1/’/(T) =G,
donde J = —A es la matriz Jacobiana de la funcién f(a’,u’) = —Az’ — Bu'. Como () es
solucién del problema de Cauchy:
dyp T
—=-A 0) =
— b, w(0) =c.

entonces, debido al cambio de variable anterior, ¥’ (') es solucién del problema de Cauchy:

dwlii T, / _

Luego, usando el Teorema 4.1 tenemos:

donde H'(z',u',¢") = (¢', — Az’ — Bu/') es la funcién de Hamilton.

Retornando a las variables originales ¢, x, u, el problema de Cauchy (4.6), para 1'(t'), se transforma
en el problema de Cauchy (4.3) (ver la formulacién de Teorema) para ¢)(t) = (T —t'). Como H (z, u, ) =
(¢, Az + Bu), entonces:

H/(.T/, ul7 ’l/J/) = —H({E, U, w)a
pues ' (t') = ¥ (t),2'(t') = z(t) y v/ (t') = u(t). Usando esta igualdad, se tiene:

H’(x'*,u'*,w’) — min H’(x'*,u',d/)

u’ €U
<~ H(z*,u",¢) = fmilrjlfH(x*,u,w)
ue
<~ H(z*,u",v) :mé[i(H(x*,u,w).
ue

Asi, el punto minimo u* para H' (z'*,u’, ") seré el punto méximo u* para H (z*, u, ). De este modo,
se tiene:

H(x*’ u*) /lz]) = ma’i}]{H(l‘*7u’ 1/})7
ue

que es la igualdad (4.4).

El teorema 4.2 se conoce como el principio del maximo de Pontryagin como condicién necesaria de
optimalidad del control para el problema de tiempo minimo. Ahora, se enunciard el principio del maximo
de Pontrygin como condicién suficiente de optimalidad del control para el problema de tiempo minimo.
Antes de ello se enunciardn algunos lemas.

Lema 4.1. Si u(t) es un control admisible arbitrario, x(t) la solucion del sistema correspondiente

d d
d—f = Az + Buy ¥(t) la solucion del sistema dif = — ATy entonces:

d
a<wax> = <’(/}>Bu>
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Lema 4.2. Si v es algiin vector constante dado en R, 1)(t) una solucion no trivial en [t1,t2] del

dy

sistema o — ATy Vvt € [t1,t2] se tiene (1)(t),v) = 0, entonces v pertenece a un subespacio propio

invariante de R™ respecto del operador A.

Lema 4.3. La funcion de Pontryagin F(u), como funcion de u, no identica a una constante alcanza
su mdximo respecto de u en el punto u* de la frontera del poliedro U C R™. Si este punto de mdximo u*
no se encuentra en un vértice del poliedro U, sino que es punto interior de alguna arista o faceta (cara),
entonces la funcion de Pontryagin serd constante en la arista o faceta correspondiente.

Teorema 4.3. [5] Consideremos que:

. . . . dx :
1. Un cierto proceso se describe mediante el sistema i Az + Bu con coeficientes constantes y

condiciones de contorno z(0) = Y, z(t;) = 0y sobre el vector de control se asume la siguiente

la restriccion: u € U.
2. U es un poliedro convexo de posicion general que contiene al origen de coordenadas u = 0, pero

no como un vértice.
3. (t) es una solucion no trivial del sistema

7
dt_ A,(/),

y  H(z,u,v) = (¢, Az + Bu) la funcién de Hamilton.
4. Para algiin proceso admisible (u*(t), x*(t)) tiene lugar el Principio del Mdximo de Pontryagin:

H(z* u*,¢) = méx H(z*, u, ).

uelU

Entonces (u*(t),x*(t)) es el proceso dptimo del problema de tiempo minimo planteado:

T = t;(u*) = mf .
ty(u") = mints(u)

Demostracion: Plantearemos la demostracién por el absurdo. Supongamos que el proceso (u*(t), z*(t)),
que satisface el Principio del mdximo de Pontryagin, no es un proceso éptimo, entonces existe un proceso
(u(t), z(t)) tal que x(0) = 2°, () = 0, donde 0 < § < T'. Apartir de esto lleguemos a una contradicién
con una condicién del teorema, a saber, que U es un poliedro de posicion general.

Por el lema 4.1 se tiene:

d
%<wax*> = <¢7BIU’*> en [O7TL
4.7

d
@) = (¥, Bu) en [0,0].

Integrando cada una de estas igualdades en el segmento [0, 4]

(4
(¥(0),27(0)) — (¢(0),27(0)) = /O (¥(t), Bu™(t))dt,

0
(1(0),2(0)) — (4(0),2(0)) = /0 (¥ (t), Bu(t))dt.

Restando de la primera igualdad la segunda igualdad, considerando que z*(0) = x(0) = 2% y z(0) =
0, se obtiene:

0
(W(0), 2 (8)) = / [, Bu®) — (i, Bu)) dr. 48)

0

Como (u*(t),xz*(t)) es un proceso admisible que satisface el Principio del Médximo de Pontryagin, se
tiene:

H(z*,u*,¢) > H(z",u,¢) Yu € U,
es decir:

(¢, Bu*) > (¢, Bu) Yu € U.
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De esto y de (4.8), se obtiene:

(¥(0),z"(0)) > 0. (4.9)

Integrando (4.7) en el segmento [0, T'], se obtiene:

(1), 2™(T)) = (¥(6),27(0)) = /9 (¥(t), Bu™(t))dt. (4.10)

Como (¢, Bu*) > (v, Bu)|u=o = 0 en [0, T] y [0, T] C [0, T}, se tiene:
(1), Bu*) > Oen [0, T).

Luego:

T
/ (¢, Bu*)dt > 0.

0
De esto, de (4.10) y considerando que z*(T") = 0, se tiene:

(¥(0),2"(0)) <0. 4.11)

De (4.9) y (4.11) se sigue que: (1)(0),z*(0)) = 0. Entonces de (4.10), considerando z*(T) = 0, se
tiene:

T
/ (), Bu*)dt = 0.
6

De esto y recordando que (1 (t), Bu*(t)) > O en [0, T, se obtiene:
(¥(t), Bu™(t)) =0, Vtelf,T],

es decir, la funcién de Pontryagin F'(u) alcanza su valor méximo, respecto de u, igual a cero: F'(u*) = 0.
Puesto que F(u) = 0 parau = 0,y u = 0, por condicién del teorema, no se encuentra en un vértice
del poliedro U, entonces V¢t € [0,T] el punto mdximo u* = 0, para la funcién de Pontryagin, es un
punto interior de una arista o faceta de poliedro U. Luego, por el lema 4.3 , la funcién de Pontryagin es
constante en esta arista o faceta. Por lo tanto, existen dos puntos u’ y u” que pertenecen a una misma
arista en los cuales la funcién de Pontryagin toma un mismo valor para todos los ¢ € [0,T], es decir:
(W(t), Bu')y = ((t), Bu”) 6 (¢(t), B(u' — u”)) = 0 en el segmento [0, T]. Luego, por el lema 4.2, el
vector B(u' — u") pertenece a un subespacio propio de R™ invariante respecto del operador A. Este hecho
contradice la condicién que U es un poliedro de posicién general. De este modo se concluye la demostracién
del teorema.

El siguiente teorema establece que el control éptimo es contante por partes y que toma su valor en los
vértices de U.

Teorema 4.4. [5] Consideremos que:

1. u*(t) es un control dptimo del problema de tiempo minimo para el sistema lineal con coeficientes

x
constantes — = Az + Bu y condiciones de contorno x(0) = 2°, z(t;) = 0y sobre el vector de

control se asume la siguiente restriccion: u € U.
2. U es un poliedro convexo de posicion general con vértices u
de coordenadas u = 0, pero no como un vértice.

Lu?,...,ul, que contiene al origen

d
3. (t) es una solucion no trivial del sistema W _ — ATy,
4. T es el tiempo que toma la transicion del proceso sobre la trayectoria optima.
Entonces existe un niimero finito de momentos de tiempo tg,t1,...,t, tales que 0 = to < t; < ... <
t, = T; Vi, i =1,...,1, u*(t) es constante en (t;_1,t;) y toma su valor en un vértice de U, a saber,
ul,u? ulv
JUS U

Demostracion: Del teorema 4.3 sabemos que la funcién de Pontryagin F'(u) = (v, Bu) alcanza su
maximo en el control éptimo u*: F(u*) = mé{}( F(u), y que si F'(u) # constante entonces los valores de
ue

u*(t) pertenecen a la frontera del poliedro U para todo ¢ € [0, T, segtn el lema 4.3.
Mostremos inicialmente que s6lo para un nimero finito de momentos de tiempo tg, t1, . . ., t, los valo-
res u*(to),u*(t1),...,u"(¢-) se encuentran en las aristas o facetas del poliedro y no en sus vértices.
Asumamos que estos momentos de tiempo constituyen un conjunto infinito. Puesto que en el poliedro
U hay un ndmero finito de facetas, entonces para una de ellas II los valores de u*(t), para una sucesién
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infinita de momentos de tiempo 71, T2, ..., 7s, ..., son puntos interiores de la faceta II o de sus aristas.
Entonces, por el lema 4.3, para cada momento de tiempo de esta sucesion la funcién de Pontryagin, como
funcién de u, es constante en toda la faceta II o en alguna de sus aristas. Por lo tanto, existen dos puntos
u’ y u”, pertenecientes a una arista del poliedro U, en los cuales los valores de la funcién de Pontryagin

coinciden para todos los momentos de tiempo de la sucesién 74, 7o, ..., Ts, . . . , €S decir,
Vs,s=1,2,..., (P(7s), Bu'y = (1), Bu”y 6 {((75), Blu' —u")) = 0.
Denotando B(u' — u") = a = (a4, ...,a,)’ obtenemos

Vs, s=1,2,..., Zakwk(TS):()
k=1

dip

Puesto que ¢(t) es soluci6n del sistema lineal — = — AT+ con coeficientes constantes, entonces cada
componente v (t) es una funcion de la forma e®**[Py(t) cos Bkt + Qx(t) sen Bit], donde Py (t) y Qp(t)

son polinomios, y por eso la funcién ¢(t) = Z axy(t) es analitica en [0, T'.
k=1

De la teoria de funciones de variable compleja se sabe que una funcién analitica que se anula en una
sucesion de puntos convergentes a un punto interior del dominio, es identica a cero en su dominio de
analiticidad. Por lo tanto, p(t) = 0, es decir, ((t), B(u' — «”)) = 0 en [0,7]. Pero entonces, por el
lema 4.2, B(u' — ") pertenece a un subespacio propio de R™ invariante respecto del operador A, lo que
contradice la condicion de posicion general del poliedro U. De este modo se ha demostrado que sélo para

un niimero finito de momentos de tiempo tg, t1, . . ., ¢, los valores u*(¢) se encuentran fuera de los vértices
de U.

Ahora mostremos que Vi, i = 1,...,r, u™(¢) es constante en (¢;_1, ¢;) y toma su valor en algin vértice
de U.

En efecto:

Por hipotesis u*, . .., uY son los vértices de U. Sea M; (j = 1,..., N) el conjunto de puntos ¢ € (t;_1,t;),

para los cuales ©/ maximiza la funcién de Pontryagin, es decir:

F(u') = max F(u), Yte M;.

uelU

De este modo M, ..., My son conjuntos disjuntos (algunos de ellos pueden ser vacios) cuya union es

(tiz1,ts).
Ahora mostremos que cada M es abierto en (¢,_1,t;). Seat’ € (t;_1,t;) un punto arbitrario de M.
Entonces:

<¢(t/)7 Buj> = ?€é§<¢(t’)7 Bu>§
((t"), BuFy < ((t'), Bu?), Vk#3j, k=1,...,N,

pues:
(W(¥), Bu?) = mix(u(¥), Bu)
> ((t'),Bu*), Vk#j k=1,...,N.
Ya que cada una de las funciones (v(t), Bu’), j = 1,..., N, es continua sobre (#;_1,%;), entonces

existe un § > 0 tal que:
(W(t), Bu!) > (¢(t), Bu"), Vi € (t' = 6,¢' +6), Vk # j, k=1,..., N,
es decir:

((t), Bu?) = I??Eé&(@p(t), Bu), Vt € (t' —6,t' +9),
ya que, por lo probado anteriormente, los valores de w*(¢) para cada momento de tiempo ¢ se encuentran
en los vértices de U excepto un ndmero finito de ellos. Ademds, estamos trabajando en (¢;_1,t;) en el cual
los valores de u*(t) estdn en los vértices de U.
Como M; es el conjunto de puntos ¢ € (¢;_1,t;) para los cuales u/ maximiza la funcién de Pontryagin,
entonces (t' — 6,¢ + &) C M;. De este modo, para t’ € (¢;_1,t;), se ha encontrado un radio ¢ > 0 tal que:

(t' —6,t' +38) C M;.



Ponte JL, Ponte JC, Rodriguez A, Aragonés N. - Selecciones Matemadticas. 2021; Vol. 8(2): 333-347 343

Por lo tanto, M es abierto en (t;,_1,t;). Yaque (t;—1,t;) = My UMy U---UMpy, MiNM; = () para
k # 1,y (t;—1,t;) es conexo, entonces M; # () paraalginly M; =0, Vj #1, j =1,..., N. Asi se tiene:

(ti—1,t;) = My, paraalginl € {1,2,...,N}.

De esta manera, para todo 7,7 = 1,...,r, u*(t) es constante en (¢;_1,t;) y toma su valor en algin
vértice de U.

5. Aplicaciones en mecanica. A continuacion utilizamos los principios del mdximo de Pontryagin
indicados anterior para dar solucién a un problema de control 6ptimo de origen mecanico.

Hay que conducir un vehiculo desde una posicidon de reposo inicial a otra posicién de reposo final
recorriendo una distancia a en linea recta. Los controles disponibles para el conductor son el acelerador y
el freno. La ecuacién de movimiento del vehiculo es:

d%x
az

de donde u = u(t) representa la aceleracién o desaceleracién (frenado), y © = x(¢) la distancia recorrida
en el instante ¢. El control u puede tomar cualquier valor comprendido entre —« (frenado maximo) y 3
(aceleracién méxima), siendo «, 8 > 0. Se trata de trasladar el vehiculo en el menor tiempo posible, es
decir, se debe determinar el control éptimo y el tiempo minimo de transicién del proceso.

Solucién :

Transformemos la ecuacién de movimiento en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Se
definen las variables:

dz
X1 =T,y = —.
1 2= 5
El problema a resolver es:
mints(u) [minimizar el tiempo utilizado]
u
day .
o = T9 [relacién entre z; y 2]
sujeto a: ,
dxs .. - .
o u [ecuacion de movimiento del vehiculo]
z1(0) = [la distancia recorrida al principio es cero] ,
x2(0) = [la velocidad inicial es cero] ,
con: z1(ty) = [la distancia total recorrida debe ser a] ,
xo(ty) = [en el instante final la velocidad es cero] ,
<u(t)<p [valores que puede tomar el control] .

La funcién H en este caso tiene la forma:
H =129 + Pau.
Ademads, obtenemos el sistema de ecuaciones (ver ecuaciones (2.7) y (2.8)):
iy
dt

s
dt

para las variables auxiliares 1)1 y 1s. Por lo tanto, 11 (t) = Ay ¢s(t) = B — At (A y B son constantes).
Aplicando el Principio del Médximo de Pontryagin (teorema 4.2) [tomando en cuenta la condicién —a <
u < Bl

:O7

= 777017

—a, siy <0,
u*(t) = cualquier valor entre [—c, ], si 2 = 0,

B, sithy > 0.
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1. Siu*(t) = B, las ecuaciones de estado son:

dl’l —
e~ P
dxg
@ P
La solucidn de dicho sistema es:
zo(t) =t +C
zi(t) = gﬁ +Ct+ D,
la cual se puede expresar como:
1 C?
nlt) = g5l + (D= 55 ).
es decir:
1
Tr1 = %’Jfg —+ Kl,

siendo K una constante que depende de las condiciones iniciales. Representando, en este caso,
las trayectorias de x;1 y 2 en el plano de fase en la figura 5.1.

Xz

|

[
\

\\

Figura 5.1: Trayectorias de z1 y x2 si u*(t) = .

Cada parabola corresponde a un valor de K. Las flechas indican el sentido de la evolucién a través
del tiempo que se obtiene teniendo encuenta lo siguiente:

dz . .
(a) Como d—: = 8 > 0, x5 es creciente en el tiempo.

serd —+ > 0, y por tanto x; creciente en el tiempo si za > 0

(b) Como % = I, dit
sera dtl < 0, y por tanto 1 decreciente en el tiempo si 2 < 0.
2. Siu*(t) = —a, las ecuaciones de estado son:
dxq
at
dzo
o=

La solucidn del sistema es:

x2o(t) = —at + E,
z1(t) f%tQ +Et+F,
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la cual se puede expresar como:

z1(t) = ——[z2(8))> + <F + ]25;) ;

es decir:

1
r1 = —%$§ + K2a

siendo K5 una constante que depende de las condiciones iniciales. Representando, en este caso,
las trayectorias de x;1 y 2 en el plano de fase en la figura 5.2.

X,
A

-

Figura 5.2: Trayectorias de z1 y x2 si u*(t) = —a.

Cada pardbola corresponde a un valor de K. Las flechas indican el sentido de la evolucién a través
del tiempo que se obtiene tiniendo encuenta lo siguiente:

dz . .
(a) Como d—; = —a < 0, 2 es decreciente en el tiempo.

dzy

sera
dt

d > 0, y por tanto z; creciente en el tiempo si x2 > 0
(b) Como d—tl = xo, p
serd ditl < 0, y por tanto x; decreciente en el tiempo si zo < 0.

Aunque hasta ahora hemos analizado por separado dos posibles valores para el control, puede ocurrir
que dicho control tome un valor para ciertos valores de ¢ y el otro valor para los restantes valores de ¢, por
lo que ahora procedemos a considerar simultdneamente los dos tipos de trayectorias, es decir, procedemos
a considerar las dos graficas anteriores para definir un tnico gréafico, que aparece en la figura 5.3.

uH(t)=—a wHO=B

X

Figura 5.3: Solucién 6ptima en el plano de fase.

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales y finales del problema la trayectoria optima serd OB A,
por lo que habré que aplicar el control u*(¢) = /3 (médxima aceleracién) al principio, hasta cierto instante ¢,
en el que se cambiard a u* () = —a (médximo frenado), que ya se mantiene hasta el instante final.
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A continuacién se calcula analiticamente el instante ¢, en el que cambia el control y el instante final
t f (u* ) .

La ecuacién de la pardbola que contiene el tramo OB se calcula teniendo en cuenta que corresponde al
control u*(t) = 3, y que pasa por el punto (0, 0), por lo que se verifica:

1
0=—0°+K; = K, =0.
28 1 1
Por tanto, su ecuacion es:
L oo
T = —u5.
1 26 2
La ecuacién de la pardbola que contiene al tramo BA se calcula teniendo en cuenta que pasa por el
punto (a,0), y que corresponde al control u*(t) = —a. De esto se obtiene:
Lo,
1 =——2x5+a.
! 202

Las coordenadas del punto B se obtienen resolviendo el sistema

1
xr1 = %.’E%
L o
T = —%@ + a,
de donde:
2aa3 aa
Xo = , T1 = .
2 a+B8 T a+ B
Como para u*(t) = [ se habia obtenido:
x2(t) = Bt + C,

y 22(0) = 0, resulta que:
x5 = Pt, para0 <t < ..

Particularizando en t..:

de esto se tiene:

t—l 2a0f3 2ac
BV a+s \Bla+p)”

Calculemos ahora el instante final, es decir, el instante ¢ (u*) en el que se alcanza el punto A = (a, 0).
En el tramo final se aplica el control u*(t) = —a. Ya se conoce que en tal caso es:

x2(t) = —at + E.
Como z5(tf) =0, serd —ats(u*) + E =0, porlo que E = ats(u*),y
x5 (t) = afty(u”) —t), parat. <t < tr(u®).
Ya que x5 tiene que ser una funcidn continua, sera:
w3(te) = alt(u*) — to) = fte,

por lo que el tiempo minimo de transicién del proceso es:
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ty(u*) =

oz—|—5t _a+f 2a0 2a(a + B)
a ¢ o Bla+ B) ’

— 3

Por tanto, el control 6ptimo del proceso es:

2a0

Bla+p

)
) 20 2a(a+ B)
B T

2 . 2aa
3t 10t <3/ Bath)

Q9 2(1(& + 5) a+ ﬂ . 2aq 2a(a+B)
Ut T T S Eeks STSV T e

B, si0<t<
u*(t) =

con la trayectoria 6ptima:

ISy

: 2ac
pt, S0 <t < \/Blath)

2(1(04 + /8) . 2a0 2a(a+p)
—at g [T s [l <o [

De esta manera se obtiene el proceso 6ptimo (u*(t),2*(¢)) del problema de tiempo minimo expuesto,
siendo el tiempo minimo 1" = ¢y (u*) el determinado lineas anteriores.

6. Conclusiones. Las conclusiones llegadas al realizar el presente trabajo son:
1. Se establecieron condiciones necesarias de optimalidad, llamado principio del maximo de Pontrya-
gin como condicidn necesaria, para el problema de tiempo minimo (3.3).
2. Se establecieron condiciones suficientes de optimalidad, llamado principio del méximo de Pontrya-
gin como condicién suficiente, para el problema de tiempo minimo (3.3).
3. El principio del mdximo de Pontryagin establece un método en la busqueda de la solucién del
problema de tiempo minimo (3.3).
4. Se utilizé el principio del maximo de Pontryagin en la bisqueda de la solucién de un problema de
control optimo de origen mecénico, siendo el control 6ptimo una funcidn por partes, cuyos valores
son los extremos del intervalo dado.
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