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Abstract

In this work, we study the Fourier Theory in the space of periodic distributions: P’. We analyze the exis-
tence of at least one solution for the distributional differential problem in connection with the zeros of a
polynomial. We prove that there are infinite solutions when the Fourier coefficients vanish at the integer
zeros of the polynomial and otherwise does not have solution. We deduce the existence and uniqueness
by considering that the polynomial lacks integer zeros. In the cases of existence, we deduce the analytical
solutions. Moreover, we get a result firelated with the continuous dependence of the solution.
Finally, we give some conclusions and applications.

Keywords . Distributional differential equation, zeros of a polynomial, existence of solution, periodic distribu-
tional space, Fourier inverse transform.

Resumen

En este trabajo, estudiamos la Teoria de Fourier en el espacio de las distribuciones periodicas: P’. Analiza-
mos la existencia de al menos una solucion para el problema diferencial distribucional en conexion con los
ceros de un polinomio. Probamos que existen infinitas soluciones si los coeficientes de Fourier se anulan
en los ceros enteros del polinomio y si esto no ocurre el problema no posee solucion. Si el polinomio carece
de ceros enteros se consigue probar la existencia y unicidad de solucion. En los casos de existencia de
solucion, se obtiene la expresion analitica de estas. Ademds, conseguimos un resultado relacionado con la
dependencia continua de la solucion.
Finalmente, damos algunas conclusiones y aplicaciones.

Palabras clave. Ecuacion diferencial distribucional, ceros de un polinomio, existencia de solucién, espacio distri-
bucional periddico, transformada inversa de Fourier.

1. Introduccion. Sea la ecuacidn diferencial, con derivada en el sentido de Fréchet
—iv' = g € Cper([—m,7]), (1.1)

la cual posee infinitas soluciones en C},,.(—m,7]) si §(0) = 0, que probaremos en el Teorema 5.2. Nos
interesa generalizar este problema en P’. Asi, el problema diferencial distribucional periédico que estudia-

remos es
p(D)u=fe P, (1.2)

donde p es un polinomio de grado m > 1, D : P/ — P’ es el operador diferencial Dv = —iv’ para
v € P'y f € P’ es dada. Nos preguntamos si el resultado obtenido para la ecuacion diferencial (1.1), sigue
siendo vélido para (1.2) en P’. Esta pregunta es propuesta por Iorio en [1], donde se aborda la teoria de
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distribuciones periddicas, ver también [3].

En este articulo analizaremos la existencia de soluciones para (1.2) en funcién a las raices del polinomio
py usando la teoria de Fourier en el espacio distribucional periddico. Esto es, probaremos que el problema
distribucional (1.2) estd bien colocado cuando p no tiene raices enteras. En caso contrario, posee infinitas
soluciones cuando los coefientes de Fourier se anulan en las raices enteras de p. Y no posee solucién si
estos coeficientes de Fourier no se anulan en las raices enteras de p.

El presente articulo estd organizado como sigue. En la seccién 2, indicamos la metodologia usada y
citamos el marco funcional, tedrico y algunos resultados previos. En la seccién 3, introducimos al Operador
Diferencial p(D) y probamos importantes resultados. En la seccién 4, planteamos el problema y probamos
la existencia de solucién de (1.2) cuando las raices del polinomio no son enteras. En la seccién 5, probamos
la existencia de infinitas soluciones cuando los coeficientes de Fourier se anulan en los ceros del polinomio.
Ademds, probamos que esto generaliza en P’, de lo que sucede en el caso diferencial de Fréchet. En la
seccion 6, usando convolucién mejoramos la cara de la solucién, cuando p carece de ceros enteros. Aqui,
resaltemos que la convolucién hace de P’ un dlgebra conmutativa con identidad: 27§. También, probamos
la dependencia continua de la solucién del problema distribucional cuando r(p) N Z = (), donde estamos
denotando por r(p) al conjunto de las raices de p. Finalizamos la seccidn, introduciendo el estudio realizado
para problemas diferenciales en L?([—7, 71]) y P'— L?([—, 71]), respectivamente. Finalmente, en la seccién
7, damos las conclusiones de nuestro estudio.

2. Metodologia. Como marco tedrico, en este trabajo usamos los siguientes topicos: Teoria de Fourier
en el espacio distribucional periddico, ceros de un polinomio, diferenciacién en el sentido de Fréchet y teoria
de Operadores. Como referencia en la revision de algunos resultados previos que usaremos, citamos a lorio
[1], Santiago [2], Santiago and Rojas [4], [5]y [6].

Toda esta teoria la usamos en el estudio de diferenciabilidad distribucional y sus propiedades, analisis
de existencia de solucidn del problema de motivacién (1.1), andlisis de existencia, unicidad y dependencia
continua de solucién del problema central (1.2), realizando una serie de cdlculos y aproximaciones en el
desarrollo del trabajo y mejoras del resultado.

3. El Operador Diferencial p(D) . La presentacion de los resultados obtenidos 1o hemos organizado
de la siguiente forma.

3.1. Transformacion de un Operador Diferencial en P’ a un Operador de Multiplicacién en
S’(Z). En esta seccién, empezamos mencionando la relacién entre transformada de Fourier y derivada
distribucional en P’, y lo que esto genera a nivel de Operadores.

Observacién 3.1. Para f € P’ tenemos (f)(k) = (ik)"f(k), Vk € Z, ¥n € Z*, entonces
al operador diferencial : f — f™) via la transformada de Fourier la transforma en un operador de
multiplicacion: : f —s (ik)" f.

3.2. El Operador Diferencial D en P’. Introducimos el siguiente Operador en el espacio de las
distribuciones periddicas.

Definicion 3.1. EI Operador Diferencial D es definido sobre P’, es decir, D : P’ — P’ y es tal que
f— Df =—if".

Proposicion 3.1 (Transformada de Fourier de D f). El operador Diferencial D es C-lineal y satis-
face

(Df)(k)=kf(k), VkeZ YfeP.

Demostracion: En efecto, sea k € Z,

~ ~

(D) (k) = (=if)"(k) = —i(f)"(k) = (=i)(ik)f(k) = kf(k). O

) . ) . P’
Teorema 3.1. El operador Diferencial D : P — P’ es continuo. Esto es, si f, — [ entonces
P/
Df, — Df.
Demostracion: Omitiremos la demostracion de este teorema dado que es andloga a la prueba del Teo-
rema 3.2, que introduciremos y probaremos posteriormente utilizando la relacién (3.2) con y = 1.

3.3. El Operador Diferencial p(D) en P’. La composicién de operadores, la suma de operadores y
el producto por un escalar nos permite introducir el siguiente operador.
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m .
Definicion 3.2. Sea p(z) = > a;2? donde a; € C,Vj =0,...,m y am, # 0, definimos el Operador
§=0
Diferencial de orden m, que denotamos por p(D), como

p(D) := ZGJDJ P — P
J=0

f—pD)f = as(=i)’ 7,
J=0

donde D = Do...oDy D=1

J—veces
m

m
Observacién 3.2. Se verifica p(D)f := > a;D7 f = 3 aj(—i)’ f).
J=0 J=0
En efecto, sabemos que D™ f = (—4)" (™), ¥n € N, luego

zm: a;D’f = zm: ay(—i)” f).
J=0 J=0

Proposicion 3.2 (Transformada de Fourier de p(D) f). El operador Diferencial de orden m: p(D) :
P’ — P’es C-lineal y satisface

(D))" (k) = p(k)f(k), VkeZ, VfeP'.

J=0
= > a0’ 1] v
J=0
= Z aJ(—i)J(@k)Jf(k;)
J=0
=Y as (k) Flk) = p(k)f(k) D
J=0

Teorema 3.2. El operador diferencial p(D) : P/ — P’ es continuo. Esto es, si f, i/> f entonces
P/
- S'(2)

e P’ . .
Demostracion: Si f,, — f, por la continuidad de la Transformada de Fourier tenemos que f,, —

o~

f,estoes
<ﬁ,ﬂ >—< f,ﬁ> cuando n — +oo, VB € S(Z),

donde S(Z) es el espacio de las sucesiones rapidamente decrecientes.

Como < fp, >= %o Falk)Br y < J.B>= %o F(k)By , tenemos
k=—o00

k=—o0
o0 e N
> [fa(k) = F(k)]Br — 0 cuandon — +00, VB = (Bi)rez € S(Z). (3.1)
k=—oc0

Por otro lado, tenemos que si 8 = (Bx)rez € S(Z) entonces
(k’yﬂk)kez € S(Z), Vv e zZt. 3.2)

En efecto, se m > 0,

+oo —+o0

STOMPEB] = Y kB < oo, Yy € 2T

k=—o00 k=—o0
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pues S € S(Z2).
Ahora, probaremos que

(p(k)ﬁ(k)) (k) (k))keZ cuando n — +00. (3.3)

kez

En efecto, bastara probar que

~

< (p(k)ﬁ(k))kez B> < (p(k:)f(k:))kez .8 > cuandon — +o0, VB € S(Z).

+oo — +oo —~
:k:Z_I p(k) fr (k)Br :k:Z_) p(k) f(k)Br
Asi, todo se reduce a demostrar que
+oo . R
L= Y p(k)[fa(k) = f(k)]Br — 0 cuando n — +o0, VB = (Bi)yey € S(Z).
k=—o00

En efecto, sea 5 € S(Z), usando (3.1) tanto para 3 como para (k7 ), € S(Z), obtenemos

“+oo
> [Falk) = F(k)K7 B —> 0 cuando n — +oo, ¥y € Z+ U{0}. (3.4)
k=—oc0

Observamos que

“+oo
Ly=ao Y [ful(k) = F(k)]Bs

k=—o0

“+o0
tar Y [Falk) — F(R)RBs +

k=—o00

+oo
tay Y [falk) = F(R)K B

k=—o0

Luego tenemos que I, — 0 cuando n — 400, al ser suma finita de sucesiones convergentes a cero,
desde que (3.4) vale para v =0,...,J.
Como la inversa de la Transformada de Fourier es continua, obtenemos

p(D)fn — p(D)f .
0

4. Planteamiento del Problema Diferencial y Existencia de Solucién cuando r(p) N Z = (. Plan-
teamos el siguiente problema diferencial en P’:
Dado f € P',;3u € P’ tal que u es solucién de p(D)u = f en P’?, donde la igualdad es entendido
en el sentido distribucional.
Esto es, dado f € P’ queremos encontrar u € P’ tal que

p(D)u=f enP’, 4.1

(se observa que la ecuacién Diferencial (4.1) es de orden m ).
En efecto, supongamos que u € P’ es solucién de la ecuacién (4.1), entonces podemos tomar la
transformada de Fourier a la ecuacién (4.1) y obtener:

p(k)u(k) = f(k) paratodo k € Z. 4.2)

Si p no tiene raices en Z, podemos dividir (4.2) entre p(k) y obtener
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Luego, si p no tiene raices en Z, entonces
MO RS & k)
= | L = (k) o, = — . (4.3)
Kmml ] 2 b= . g
(4 k=—o00 k=—o00

Asi, hemos probado: si u es solucidn de (4.1) entonces la forma explicita de u es dada por (4.3).
Asi, u expresado por (4.3) es candidato a solucién de (4.1) cuando p no tiene raices enteras.

Esto es, si definimos
. v
pk) )

con f € P’y p carente de raices enteras, probaremos que u € P’y que u satisface la ecuacién P(D)u = f.
Observamos que (L’Iz))kez € S'(Z) desde que (#)kez es acotado y f € S'(Z). En efecto,

b

p(k) p(k)
como
1
it =0
Fo oo lao + ark + ...+ am k™| ’
—~
#£0
entonces (#) estd acotado.
P(K) ) ez
Sea k € Z, usando esta acotacién y que f € S’(Z), tenemos
fR)|_ 1= - N
= lf(R)| < Culf(R)] < Cr.C k[T,
p(k) | |p(k)] —~

p(k)
Por lo tanto,

esto es, (M)k ;€ S'(Z).
€

Veremos que u satisface la ecuacion.
De la definicién de u 'y como u € P’ tenemos

fk)
p(k) keZ .

~

Luego, u(k) = % Vk € Z. Asi, p(k)u(k) = f(k), Yk € Z, esto es

u

o~

[p(D)u]"(k) = p(k)u(k) = f(k), Vk € Z,
desde que u € P’. Por lo tanto,
p(D)u) = (p(k)a(k))ye, = f € 5'(2).
Tomando la transformada inversa de Fourier tenemos
p(D)u = {[p(D)u]"}¥ = {(p(k)a(k))e,} = {/} =P

Obviamente, de esta prueba se deduce que la solucién es Unica.
Con esto hemos probado los dos siguientes resultados.
Teorema 4.1. Sea p un polinomio sin raices enteras 'y f € P’, entonces el problema Diferencial

p(D)u=f, 4.4

posee solucion en P’ y esta solucion es unica.
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Corolario 4.1. Considerando las hipétesis del Teorema 4.1, la tinica solucion del problema diferencial

(4.4) es
(w1 = i
- [(@)] R NTCAG >

A seguir damos una prueba alternativa referente a la unicidad de solucion.

Proposicion 4.1 (Unicidad de Solucién). Sea p(k) # 0, Vk € Z y f € P, entonces el problema
Diferencial p(D)u = f € P’ posee unicidad de solucion en P’.

Demostracion: Supongamos que existe u, v € P’ solucién de p(D)u = f entonces P’ S w=u—vy
satisface p(D)w = 0. Luego, tomando la transformada de Fourier obtenemos p(k)w(k) =0, Vk € Z.
Sip(k) # 0, VEk € Z, entonces w(k) = 0,Vk € Z.Estoes w = 0.

Asf, w=w" =0.0

Ejemplo 4.1.

Sea p(z) = 152% — 22 — 1, entonces el problema p(D)u = § € P’ posee una tinica solucion.

Sabemos que p(z) = 6(z — £)(z + 1). Asi, las raices de p son —% y &. Esto es, p no tiene raices
enteras.

Aplicando el Teorema 4.1, tenemos que el problema Diferencial posee una tinica solucién en P’. Apli-
cando el Corolario 4.1 y usando g(k) = i Vk € Z, tenemos que la tinica solucion es

- K%;(k))kezr - ;Z"" 27r;(1<;) P

oo

La prueba, en detalle, puede realizarse repitiendo la demostracién del Teorema 4.1 para este caso
particular.

5. Existencia o no Existencia de Solucién del Problema cuando r(p) N Z # (.

5.1. No existencia de solucién de un Problema Diferencial en P’. Evidenciamos esto con un ejem-
plo.

Ejemplo 5.1. Sea p(z) = z. ; u € P’ tal que p(D)u = § € P’ ?. Supongamos que exista u € P’ tal
que Du = §,i.e. —iu' = 4.

Aplicando la tranformada de Fourier, tenemos

~

ka(k) = (—i)(ik)a(k) = 3(k), ke Z.

Para k # 0 obtenemos u(k) = @ y para k = 0 tenemos
0=0 A(O)*g(o)*i
- =AY = o

lo cual es absurdo.
Luego, no existe u € P’ solucién de Du = 4.

5.2. Existencia de solucién/sin unicidad de solucién. Recordemos, estamos denotando por p(r) al
conjunto de todas las raices del polinomio p.
Teorema 5.1. Si p tiene raiz entera (i.e. p(r) N Z # 0) entonces son equivalentes los siguientes
enunciados:
1. Existe u € P’ solucion de

p(Dyu=f feP. (5.1)

2. f se anula en las raices enteras de p (i.e. f(kj) =0, Vk e p(r)n Z).
Demostracion: La prueba es como sigue:
1)=2)
Si Ju € P’ que sea solucion de (5.1), tenemos

entonces tomando la transformada de Fourier, tenemos

~

[p(D)u) (k) = f(k), VkeZ.
————

=p(k)u(k)
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Por lo tanto,
p(k)Ya(k) = f(k), VkeZ. (5.2)

Si k; € p(r) N Z, usando igualdad (5.2) obtenemos

p(ki) (k) = (ki) . (5.3)
b
Luego
flki)=0, (5.4)

esto es, fse anula en las raices enteras de p.
2)=1)
Si f(k) =0, Vk € r(p) N Z, probaremos la existencia de solucion del problema (5.1).
Supongamos que existe u € P’ solucién de (5.1), entonces vale (5.2) y usando las hipétesis, observa-

mos:

pk)a(k) = k), Vker(p)nZz, (5.5)
~—~ ~—~—
=0 =0
entonces
4(k) puede tomar cualquier valoren C, Vker(p)NZ. (5.6)

Ademds, de (5.2), para todo k € Z — r(p) vale:

(k) = =% (5.7
(k) p(k)
Esto es,
u= Y aker+ >, uk)k . (5.8)
ke Z—r(p) ker(p)NZ
7,._/
sumafinita
i.e.
= Lk) u(k; 5.9
ke Z—r(p) p k; er(p)nZ =
D i
€ Cly Pry +etCloy P € P CP!
Asi, a u lo denotamos por uc, jesChn
Por lo tanto, w tiene infinitas caras
{uch,.,.,ck‘, }(ckl,...,ckw)e cr - (5.10)

Asi, (5.9) es candidato a solucién de (5.1). En efecto, definimos

F(k) -
S e+ Y k) ér. (5.11)
keZ—r(p) (k) ker(p)nzZ —n

Obviamente u € P’, probaremos que u es solucién de (5.1).

m
En efecto, como u € P’, entonces P’ > p(D)u = 3 ay(—i)’ul’), tomando la Transformada de
J=0
Fourier tenemos

[p(D)u]" (k) = p(k)a(k), VEkeZ. (5.12)
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Sik € r(p) N Z, usando (5.12) tenemos

[p(D)u]" (k) = p(k)u(k)
= p(k) ck
~~
=0
=0 = f(k). (5.13)

= (k). (5.14)

De (5.13) y (5.14) tenemos

Por lo tanto,

p(D)u = {[p(D)u]"} = {f}¥ = f O

Corolario 5.1 ( A unicidad de solucién). Si p es un polinomio tal que r(p) N Z # 0y f se anula en
r(p) N Z, entonces la ecuacion diferencial (5.1) posee infinitas soluciones.

Demostracion: Se concluy6 en (5.10). O

También, es importante resaltar que del Teorema 5.1 se deduce el siguiente resultado.

Corolario 5.2 ( A solucion). Sea p un polinomio tal que r(p) N Z # 0. Si f no se anula en r(p) N Z
entonces la ecuacion diferencial (5.1) no posee solucion en P’.

Demostracion: Consecuencia inmediata del Teorema 5.1. [J

5.3. Problema Diferencial en el sentido de Fréchet. Desde el punto de vista clasico, estudiaremos
el siguiente resultado:

Teorema 5.2 (Existencia de co soluciones en el sentido de Fréchet). Sea g € Cp,.([—7, 7]) y f una
solucion de la ecuacion diferencial (con derivada en el sentido de Fréchet)

Df=—if' =g. (5.15)
Entonces son equivalentes los siguientes enunciados:
1. f es periddica.
1 s
2. g tiene promedio nulo, i.e. — / g(s)ds =0.
2 J_,

| —
=3(0)

Demostracion: Sea f solucion de —if’ = g con g € Cper([—m,7]), entonces f es derivable y su

derivada es continua y periddica con periodo 27. Desde que g es continua, existe la integral de g en el

intervalo [z,, ], luego, podemos integrar la ecuacién y obtener

Ltf’(S)dSZing(S)dS-

o

~——
=f(z)—f(zo)
Esto es, la expresion de f es
f(x) = fzo) + z/ g(s)ds. (5.16)
Si definimos
felx) ==c+ z/ g(s)ds, (5.17)

o

donde ¢ es un nimero fijo y arbitrario. Entonces, derivando se obtiene f.(x) = ig(z), esto es f, satisface
la ecuacion: —if, =gy fo(z,) = c.
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Asi, obtenemos que
{fc}eec son soluciones del problema diferencial (5.15), (5.18)

esto es, el problema en mensién posee infinitas soluciones.

Ahora, probaremos la equivalencia de los enunciados.
1) = 2)

Si f es periédico de periodo 27, entonces f(—7) = f(—m + 27) = f(m). Integrando la ecuacién
tenemos

[ o= o [T o s as
— o [ £ = S
— () - f(-m)}
= {f(m) — fm)
=0.

Segunda prueba.- Usando (5.16) o (5.17) obtenemos

sy

F(x) = flzo) +i / o(s) ds. (5.19)

Zo

fom) = sleo) +i | T g(s)ds. (5.20)

o

Usando f(m) = f(—m), de las igualdades (5.19) y (5.20) obtenemos

[ oras = [ gtsras,

o o

Luego, [*_g(s)ds = 0.
2)=1)
Se observa que si g tiene media nula, entonces f:r g(s) ds = 0, luego usando que f es solucién de (5.15),

obtenemos
0= / g(s)ds

- [ =areas

—T

- / " ps)ds = —i{f(s)I".L)
= (=) {f(m) = F(-m)}.

Estoes, f(m) = f(—n).
Afirmamos que f(z + 27) = f(x), Vo € R.
En efecto, como g es periddica de periodo 27 y continua obtenemos

r+27 T
/ g(s)ds = / g(y +2m)ds
2 0

™

:/ 9(y)ds. (5.21)
0
Usando (5.21) obtenemos
T+2m 27 27
[ s@ds= [ gwdss [ gas
T x 27
2m x
— [ gwads+ [ gs)as
1:271' 0
:/ g(s)ds. (5.22)
0
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/ 7 g(s) ds = / ey sy ds
L

= [Cs+ [ ao)as

_ / " g(s) ds. (5.23)

—T

También,

De (5.22), (5.23) e hipdtesis tenemos

r4+27 2 T
/ g(s)ds = / g(s)ds = / g(s)ds =0
T 0 -
y desde que

-/ e ds = [ erase | " gs)ds = - [ o+ | sy ds,

o o o

obtenemos

x r+2m
/ g(s) ds:/ g(s)ds. (5.24)

o

Sumando ¢ = f(z,) a la derecha e izquierda en la igualdad (5.24) obtenemos

f(@) = f(z +2m).

Asi, si g € Cper([—m, 7)) es tal que g tiene media nula, entonces f € C},.([—m, x]). O

Corolario 5.3 (3 infinitas soluciones). Si g € C,.,([—m, 7|) entonces el problema (5.15) posee infini-
tas soluciones f, € C(R) tal que f. € Cper([—m,7]), donde f. es (5.17).

Demostracion: Se sigue de (5.18). O

Corolario 5.4 ( A unicidad de solucién clasica). Si g € Cye, ([—7, 7)) tal que G(0) = 5= [* g(s)ds =
0 (i.e. g se anula en el cero de p(z) = z), entonces el problema (5.15) posee infinitas soluciones f. €
Cher([—m, 7)), donde f. es (5.17).

Demostracion: Sigue del Corolario 5.3 y desde que f. es periddica, debido al Teorema 5.2. [

Observacion 5.1. El Corolario 5.4 lo tenemos generalizado en P’ y lo hemos desarrollado en el Co-

rolario 5.1.
6. Aplicacion de la Convolucién en P’.

6.1. Mejoras del Teorema 4.1. A continuacién se evidenciard una distribucion periédica fundamental
en la forma explicita de la solucién del problema diferencial.
Proposicion 6.1. Sea [ € P’y p un polinomio que no tiene raiz entera entonces la solucion u € P’ del

v
Problema Diferencial: p(D)u = f la podemos expresar como u = Gx f, donde G = {(p(lk)) ] epP
keZ

y G= (ﬁ)kez € 5(2)

Esto es,

— flk)
Z m@c—a*f'

k=—o0

Demostracion: En efecto, si p no tiene raiz entera, sabemos que (L> estd acotada, luego (L) €
p(K) ) ez P(k) ) ez

\%
S'(Z). Asi, G := [(p(lk))kez] € P'1al que G(k) = ;. Vk € Z.

o~

Como u(k) = % = G(k)f(k) =[G * f]"(k) entonces u = G * f.0]
Si r(p) N Z = ) entonces la ecuacion diferencial p(D)u = 27§ € P’ posee como

p
Proposicion 6.2.
1 \%
G = [() } P
p(k) kezZ

tinica solucion a
Llamaremos a G “solucién fundamental de la ecuacion diferencial”.
Demostracion: En efecto, u = G x (2md) = G es la tnica solucién. O
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6.2. Dependencia continua del Problema Diferencial. Obtenemos la siguiente propiedad.
Proposicién 6.3 (Dependencia Continua). Si (p) N Z = () entonces existe dependencia continua de

la solucion de p(D)u = f respecto a f € P’. Esto es, sean f,, f € P, si fn it f entonces u, s,
donde u,, € P’ esla solucién de p(D)u, = fn, y u € P’ esla solucion de p(D)u = f.
Demostracion: Usando la proposicion 6.1 tenemos que u, = Gx* f,, = fnxGyu=G=* f = f+xG.

Si fp i) f tenemos
< fn,o>— < f,o> cuando n — +oo0, Ve P. 6.1)

Por otro lado, sabemos que si ¢ € P entonces G xp € P.
ep B
Sea i) € P, en particular es vélida la convergencia (6.1) para ¢ := G x 1) € P, esto es

<fmé*w> — <f,(~}’*1/;> cuando n — +00.
—_——— —_———

=<fn* G, > =<f*G,v>
— —~

Up= u=

Por lo tanto, u,, i/> u, cuando n — +oo.

De los resultados obtenidos podemos evidenciar la siguiente proposicion.

Proposicion 6.4. Sea p un polinomioy r(p)NZ = ) entonces el Operador Diferencial p(D) : P’ —
P’ es lineal, biyectivo, continuo y con inverso continuo.

Demostracion: Es consecuencia de los Teoremas 3.2 y 4.1 y de las Proposiciones 4.1 y 6.3. [

6.3. Problema Diferencial en L?([—7,7]) y P’ — L?([~m,7]). Si analizamos el problema diferen-
cial en L?([—m, ]), obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.1. Sea z € C, p(xz) = 2% — 2 un polinomio tal que r(p) N Z =0y f € L*([—~, 7)),
entonces el problema diferencial

p(D)u = f en L*([—, 7)) (6.2)

v
posee una tinica solucion u = G xf € L?([—n,7]) conu” € L?([—n,7]), donde G, = [(kle)k Z} ©
€

+oo
Cper([-m, 7)), ie. G. = Y. = ¢k, donde la serie converge uniformemente.
k=—o00
Ademds, considerando 2§ € P’ — L?([—m,n]) en el problema diferencial, obtenemos el siguiente
resultado.
Proposicion 6.5. Sea z € C, p(x) = x* — z un polinomio tal que r(p) N Z = |, entonces G, €
Cher ([—m, 7)) es solucion del problema diferencial

2

p(D)u = 2n§ en P'. (6.3)

7. Conclusiones. En nuestro estudio del problema diferencial distribucional planteado (4.1) hemos
obtenido importantes resultados, entre los cuales destacamos:

1. Usando la teorfa de Fourier en P’, demostramos la existencia y unicidad de solucién del problema
(4.4) si p no tiene ceros enteros, mostrando asi explicitamente a la solucién.

2. Probamos la existencia de infinitas soluciones de (5.1) cuando p tiene ceros enteros y fes nulo en
dichos ceros.

3. Probamos que si f no se anula en los ceros enteros de p, entonces el problema diferencial (5.1) no
posee solucion.

4. Considerando p(z) = z (i.e. p posee como Unica raiz entera al cero) y que g se anule en 0,
vemos que el problema diferencial en el sentido de Fréchet (5.15) posee infinitas soluciones. Esta
propiedad “f se anule en los ceros enteros del polinomio” fue importante para la existencia de
solucidn, tanto a nivel de derivada de Fréchet como a nivel de derivada distribucional.

5. Usando la convolucién en P’, mejoramos el resultado de existencia de solucién (Teorema 4.1 y
Corolario 4.1), obteniendo una mejor expresion de la solucién en funcién de la convolucion del
inverso de Fourier del cociente polinomial con la distribucién periddica dato.

6. También, obtenemos la dependencia continua de la solucién del problema (4.4).
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7. Finalmente, analizamos la existencia de solucién de problemas diferenciales cuando f € L?([—m,7]) C

P’ yelcasocuando f =276 € P’ — L*([—m, 7).
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