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Abstract
A mathematical model is proposed to study the dynamics of the spread of HIV/AIDS with treatment consid-
ering media coverage. The subpopulations involved in the study are; susceptible individuals, slow-latency
infected individuals, fast-latency infected individuals, symptomatic individuals undergoing treatment, and
finally individuals with AIDS. We consider a system of ordinary differential equations that let us to un-
derstand the dynamics of the spread of HIV/AIDS, taking into account two non-linear incidence rates that
show the influence of media coverage as a disease control. We establish conditions for the stability of this
model. The result enables us to evaluate the media coverage impact on the dynamics of the disease. Fi-
nally, we show a numerical simulation analysis of the model and a sensitivity analysis corresponding to the
parameters.
Keywords . Epidemiological model; latency; local stablility; numerical simulation; HIV/AIDS.

Resumen
Se propone un modelo matemdtico que estudia la dindmica de la propagacion del VIH/SIDA con tratamien-
to considerando la cobertura medidtica. Las subpoblaciones involucradas en el estudio son, los individuos
susceptibles, infectados con latencia lenta, infectados con latencia rdpida, individuos sintomdticos en trata-
miento y por iltimo individuos con SIDA. Consideramos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
que nos permiten comprender la dindmica de la propagacion del VIH/SIDA, teniendo en cuenta dos ta-
sas de incidencias no lineales que muestran la influencia de la cobertura medidtica como un control de
la enfermedad. Establecemos condiciones para la estabilidad de este modelo. Este resultado nos permite
evaluar el impacto de la cobertura medidtica sobre la dindmica de la enfermedad. Finalmente, se muestra
un andlisis de simulacion numérica del modelo y otro de sensibilidad correspondiente a los pardmetros.
Palabras clave. Modelo epidemiolégico; latencia; estabilidad local; simulacién numérica; VIH/SIDA.

1. Introduccion. El SIDA es una enfermedad incurable que segin el médico Patil Farmer en su aporte
a una revista informativa por parte de la Organizacién Mundial de la Salud en el afio 2003, indic6 que, “El
sindrome de inmunodeficiencia adquirida se descubrio en 1981, cuando algunos jovenes que vivian en zo-
nas urbanas de los Estados Unidos empezaron a ser victimas de infecciones oportunistas (se originan por
tener el sistema inmune debilitado) que eran desconocidas en ese grupo de poblacion. Para ese entonces
no tardaron en notificarse infecciones similares en Africa, el Caribe y Europa. La mayoria de esos jovenes
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murieron y se plantearon un sin niimero de hipotesis, pero luego se sospecho que la causa era un patogeno
virico transmitido por la sangre.” (OMS) [16]. Asi, en 1983 esa sospecha se vio confirmada cuando el
Profesor Luc Montagnier junto con otros investigadores descubrieron un nuevo agente patégeno: un retro-
virus con tropismo por las células CD4, donde estas células son las que organizan la inmunidad celular y
protegen al ser humano de una gran diversidad de patégenos viricos, microbacterianos y fingicos; segin lo
sefial6 el doctor Farmer en su informe.

En el dltimo informe que proporcioné el Programa Conjunto de las Naciones Unidas sobre el VIH/SI-

DA, se indic6 al inicio del 2021 los siguientes datos estadisticos: “37.7 millones de personas vivian con el
VIH en todo el mundo en el 2020, y en ese ario se produjeron 1.5 millones de nuevas infecciones. También,
en el 2020, unas 680 000 personas fallecieron en el mundo por causas relacionadas con este virus. Por otra
parte, 27.5 millones de personas que vivian con el VIH tenian acceso a la terapia antirretrovirica (TAR)
hasta fines del 2020. Atin se requiere intensificar los esfuerzos para ampliar la cobertura de tratamiento,
principalmente para nifios y adolescentes, puesto que en 2020 solo el 54 % de ellos estaban incluidos en
programas de TAR.” [17]. Las muertes relacionadas con la tuberculosis en personas que viven con el VIH
siguen siendo la principal causa de muerte y el continente africano sigue siendo la mds afectada, donde
registra casi dos tercios de las nuevas infecciones por el VIH en el mundo. Esto nos indica que el VIH sigue
siendo una amenaza para la salud publica.
El estudio epidémico realizado por May y Anderson [12] en 1987, muestra datos sobre infecciones de
hombres homosexuales, heterosexuales, mujeres embarazadas infectadas, entre otras poblaciones, donde
estudios posteriores tomaron como base esta informacion para realizar modelo simplificados y entender la
dindmica de propagacion. En los tltimos afios se han presentado diversos articulos donde se han propuesto
modelos matematicos mostrando la dindmica del VIH con diferentes enfoques. Entre algunas investigacio-
nes podemos mencionar; en el 2009, Cai et al. [3] analizaron un modelo epidemiolégico del VIH/SIDA que
involucra tratamiento, logrando mostrar que este tltimo provoque que la enfermedad persista o desaparezca
seglin los valores que tomen los pardmetros. En este mismo modelo, Cai et al. afiadieron un retardo con el
objetivo de analizar su efecto en la estabilidad del punto de equilibrio endémico. Posteriormente Musha-
yabasa, S. et al. en el 2011 [15], disefiaron un modelo para explorar la co-interacciéon de la Gonorrea y el
VIH en presencia de la terapia antirretroviral y el tratamiento de la Gonorrea. En este estudio se llegd a
mostrar que las epidemias coexisten siempre que sus nimeros de reproduccion basicos sean mayores que
uno; llegando a concluir que el tratamiento de la Gonorrea puede tener un impacto positivo en el control de
las dos epidemias siempre que coexistan. Huo y Feng en el 2014 [7], consideraron un modelo epidémico
del VIH/SIDA con tratamiento y dos etapas de periodo de infeccion, al cual ellos clasifican como un grupo
de individuos con latencia lenta y otra con rapida, esto permitié analizar la dindmica de la propagacién del
VIH/SIDA con poblaciones con latencia diferenciadas por enfermedades crénicas ya que esto puede redu-
cir la capacidad del sistema inmunoldgico. Huo y Feng lograron demostrar que bajos ciertas condiciones
el punto de equilibrio endémico es globalmente asintéticamente estable y que el tratamiento es beneficioso
para reducir la propagacion de la enfermedad. Mas adelante Cai et al. en el 2014 [4] analizaron un mode-
lo matematico extendido del VIH con tratamiento, tomando como referencia [3] para realizar un anélisis
de estabilidad considerando una tasa de incidencia bilineal. Asi mismo, en el 2016 se presentd una inves-
tigacién de Huo et al. [8] donde contribuyeron con un novedoso modelo epidemiolégico del VIH/SIDA,
incorporando el tratamiento y un compartimiento de individuos que tienen una vida sexual responsable y
que no van a contraer el virus del VIH. También se sefiala que algunos individuos pueden dejar el trata-
miento o no acceder a ello por diversos factores; como por ejemplo, econémicos. Ademas, Huo et al., en su
investigacién mostraron que mientras mas personas infectadas reciban el tratamiento, la propagacién de la
enfermedad disminuye.

Cuando una enfermedad infecciosa aparece y se propaga en una region, se espera una actuacién inme-
diata del area de control y de prevencién de enfermedades, con el objetivo de prevenir la extensién de los
infectados. Una de las medidas es comunicar a las personas los conocimientos preventivos correctos de la
enfermedad apenas se logren identificar un menor niimero de infectados después del inicio de la pandemia
mediante los medios de comunicacién y la educacién. En la investigacion elaborada por Lan Ninamango,
indic6 que: “el primer paciente en nuestro pais fue reportado, analizado y tratado en 1983 y las primeras
publicaciones cientificas sobre el SIDA aparecieron desde 1985. La cobertura de la prensa limeria sobre la
enfermedad en nuestro pais fue muy pobre o casi inexistente en ese entonces. Una de las primeras noticias
aparecio el 20 de octubre de 1984 en el diario La Repiiblica, pero pasé desapercibida; no obstante, lo que
st aparecian en los medios de prensa eran informaciones internacionales sobre la enfermedad” [9]. Asi
mismo Lan Ninamango dedujo que a partir de alli aparece un proceso de construccién medidtica, donde
se observé a miltiples actores y grupos de la sociedad que fueron afectados por el virus y participaron de
medidas frente al SIDA en nuestro pais. Adicionalmente, los médicos y profesionales de la salud fueron



276 Gonzales-Moreno K, Lépez-Cruz R. - Selecciones Matemadticas. 2021; Vol. 8(2): 274-294

ganando relevancia y obtuvieron lugar en los medios de prensa para ser entrevistados, pero esto no fue
suficiente para detener la propagacién del VIH/SIDA.

El VIH puede tratarse con terapia antirretroviral efectivas que reducen los sintomas y prolongan el
periodo de baja infectividad. Pero lo mas importante es informar a la poblacién de las precauciones que
debe tener para evitar contagios; dado que si bien las terapias son efectivas estas no curan la enfermedad.
Por ello, Liu y Cui [10] se plantearon la siguiente pregunta: “; Como modelar matemdticamente el efecto
de los medios de comunicacion y la educacion sobre las enfermedades infecciosas, para una mejor toma
de decision de la poblacion sobre dichas enfermedades?”, lo cual dio origen a representar el efecto de los
medios de comunicacidn a partir de un término saturado que dependiendo de la cobertura mediética afectara
la tasa de incidencia en un modelo matematico.

Entre los articulos donde se han analizado modelos epidemioldgicos que han incluido el efecto de la

cobertura medidtica, se tiene el de Jean M.Tchuenche et al. en el 2011 [21], que se enfocaron en ver el
impacto que tienen los medios de comunicacién al brindar informacién sobre la influenza y la vacunacion.
Llegando a la conclusién de que, los medios al transmitir una informacién simplificada de la epidemia,
pueden empeorar la propagacion de la influenza significativamente. Asi mismo indicaron que al informar
que la vacuna es imperfecta sin dar mayor informacién de ello puede desencadenar panico en la poblacion.
En el 2019 Timothy Robin Y. Teng et al. [22] propusieron un modelo epidemiolégico del VIH/SIDA con
cobertura medidtica, transmisién vertical y con dos fases de retardo. Llegando a concluir que el retraso de
la maduracién sexual, la disminucién del nacimiento de recién nacidos infectados y el aumento de la tasa de
préactica de sexo seguro pueden ayudar en la reduccién de la propagacion de la enfermedades en la comuni-
dad. Shoket Ali et al. en el 2019 [1] publicaron un articulo que estudia la co-dindmica entre la tuberculosis
y el VIH/SIDA, donde se concluye que, si la infeccidn por tuberculosis se trata adecuadamente, entonces la
infeccién por VIH se puede mantener bajo control y la efectiva comunicacién de los medios de cobertura
puede reducir la dindmica de transmisién de ambas epidemias; no completamente, pero en mayor medida.
En el 2021 un trabajo publicado por Sanaa Moussa Salman [20]; toma como base un modelo de ecuaciones
diferenciales ordinarias propuesto en el articulo de Cai et al. [3] (2009) e incorpora una funcién no lineal
en la tasa de infeccidn para investigar el impacto que tiene la cobertura medidtica; al mismo tiempo Sanaa
Moussa investig6 el efecto de la memoria sobre la propagaciéon de la enfermedad y concluy6 que el pico de
infeccion en las dos etapas; asintomadtico y sintomético se reducen cuando el valor del pardmetro de orden
fraccional es menor que 1.
Para el andlisis de la dindmica del VIH/SIDA en el presente articulo, se ha tomado como referencia el mode-
lo matematico con miltiples compartimientos de poblaciones en diferentes etapas de infectividad dado en el
articulo [7] en el afio 2013, y con ello se ha propuesto un nuevo modelo considerando el efecto de la cobertu-
ra medidtica en las dos tasas de incidencias que tiene el modelo. Este articulo esta organizado de la siguiente
manera: en la seccion 2 se presenta el modelo SIIJA (susceptible-infectados con latencia-sintomatico-SIDA)
y su descripcion. En la Seccién 3, se estudia la estabilidad local de los puntos de equilibrio. En la Seccién
4, se presenta la simulacién numérica para verificar los resultados obtenidos analiticamente. En la seccion
5, el andlisis de sensibilidad para observar la influencia de los pardmetros en la dindmica del modelo. En la
seccién 6, se presentan conclusiones y trabajos futuros.

2. Modelo SIIJA. Consideramos un modelo matemaético que analiza la dindmica de transmision del
VIH/SIDA respecto al tiempo. El total de poblacién N (t) estd dividido en compartimientos de poblaciones
que tienen las mismas caracteristicas. Las variables que se utilizan toman valores positivos incluyendo al
cero dado que representan cantidad de individuos.

Estas son:

e S: Poblacion de individuos susceptibles,

e ];: Poblacién de individuos con latencia lenta,

e [5: Poblacién de individuos con latencia rapida,

e .J: Poblacion de individuos sintomaticos con tratamiento,

e A: Poblacion de individuos con SIDA.

Segtn el articulo [7], las poblaciones antes mencionadas tienen las siguientes consideraciones:

1. Los susceptibles S estan expuestos a ser contagiados por individuos infectados asintomaticos I y
por los individuos infectados sintomaticos J.

2. Los individuos I; tienen el virus del VIH pero no presentan sintomas. Es un grupo de poblacion
con latencia lenta, esto haciendo referencia a individuos que no tienen otra enfermedad crénica
que haga que el sistema inmunoldgico se debilite.

3. Los individuos I tienen el virus del VIH y tampoco presentan sintomas. Es una poblacién que
tiene latencia rdpida, debido a que su sistema inmunoldgico esta siendo afectado por alguna otra
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enfermedad crénica.

4. Los individuos del compartimiento J también estdn infectados con el virus del VIH, presentan
sintomas y estdn con tratamiento.

5. Los individuos del compartimiento A son personas con SIDA, que después de haber estado en
tratamiento no han podido mejorar y han pasado a la tltima fase de la enfermedad.

6. De los 5 grupos de poblaciones en estudio; I, I y J estdn infectados, pero los que producen el
contagio son los que tienen latencia rapida I5 y los asintomdticos con tratamiento J.

Por consiguiente los compartimientos descritos anteriormente cumplen la siguiente relacion:

N(t) = S(t) + L(t) + o) + J(£) + A(t).

2.1. Descripcion del diagrama del modelo SIIJA. El modelo en estudio tiene dindmica vital cuyo
diagrama se muestra en la Figura 2.1. Se visualiza que los individuos susceptibles .S después de ser conta-
giados por individuos del grupo infeccioso I3 o por los individuos sintomaéticos .JJ pueden pasar a cualquiera
de los dos grupos de infectados asintomadticos /3 o I> que tienen latencia lenta y rdpida respectivamente;
esto mediante las tasas de incidencia que describiremos mas adelante.

1l

ppLU)1,S &J
N o TR 11 e e —
TAOIN
A
— 7 S el
uS W HA A

(1 =p)B)S &)
A-@)B0U) S I rl

ul;

Figura 2.1: Diagrama del modelo SIIJA

Se considera que I representa la poblacion que podria pasar a ser infectado sintomadtico en tratamiento .J.
por otro lado, para pasar del grupo de infectados con latencia lenta a latencia rapida se realiza con una tasa
de €, donde el grupo de infectados asintomadticos tiene que pasar por las dos etapas de latencia. Luego el
grupo de individuos sintomdticos con tratamiento .J, pueden volver a ser individuos asintomadticos o puede
pasar al grupo de individuos con SIDA, esta dltima con una tasa de transicioén de p; luego estos individuos
pueden morir por SIDA o por alguna otra enfermedad [8]. Todos los compartimientos tienen una salida
con una tasa de mortalidad ; por muerte natural. El modelo toma como base el articulo [7], donde ahora
introducimos dos funciones no lineales que tienen la forma de una funcién de incidencia saturada dadas
por:

_J
m+J’

I,

—_— 2.1
ot 2.1

Bi(l2) = 1 — By Yy Ba(J) = B2 — By
con el objetivo de investigar el efecto de la cobertura mediatica (m) en nuestro modelo como una forma
de control de la epidemia. Puesto que, cuando aparece una nueva enfermedad infecciosa se esperaria que
las personas tomen medidas para evitar ser contagiadas apenas se identifiquen y reporten el nimero de
individuos infectados con latencia rdpida I>(t) y sintomdticos .J(¢); esto en algunos articulos lo mencionan

como un “efecto psicolégico” [5]. Lo cual nos llevaria a reducir la tasa de infeccién.
. . o I . o
La primera expresién 51 (l2) = (1 — 51? representa la tasa de transmision entre los individuos

del compartimiento /5 con los susceptibles S, después de haber recibido informacion de los medios de
comunicacion respecto al VIH/SIDA; donde 3, es la tasa de contacto por parte de I> antes de la alerta de

. / . .2 . e,
los medios. (3, mide el efecto de reduccion de la tasa de transmisién en el momento en que los

I,
+ I
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medios de comunicacion deciden informar el nimero de individuos que son identificados como infectados
con latencia rdpida, Is; es decir, se controla la tasa de incidencia mediante la cobertura medidtica. Ademads
podemos ver que cuando I, — oo la tasa de reduccidn tiende a su maximo valor, Bll y la poblacién media
se alcanza cuando I = m [10].

La funcion es acotada, continua y tiene en cuenta la saturacién de la enfermedad [20]. Asi mismo,

2
m > 0 es la constante de saturacién media que refleja el impacto de la cobertura de los medios en la

transmisién [10]. Si m = 0, entonces S1(l2) = fB1 — B; es constante con 3 > ﬁi esto significa que
asi m = 0 igual hay control en la tasa de incidencia. De esta forma, si analizamos la derivada de (1 (12)
opi(lz) _ g
om Yim + I)? 1 )2
velocidad de crecimiento de la tasa de transmision es pequeila; es ahi donde se sugiere que los medios de
comunicacién empiecen a difundir mas informacién a la poblacién sobre como se transmite la enfermedad,
que medidas deben de tomar para evitar el contagio y asi disminuir la tasa de transmisién del VIH/SIDA.
opi(l2)  —Io
9B, m+ I
el valor de 3 ,1 la tasa de transmision es menor. Analogamente considerando la poblacién de sintoméaticos con

respecto a m se tiene: > 0, lo que significa que si m es menor entonces la

. . ’
Luego si derivamos respecto a 3; obtenemos que < 0, donde notamos que al ser mayor

tratamiento (J) hacemos la interpretacion para la tasa de incidencia f2(J) = B2 — ﬁQﬁ que también
m

involucra la cobertura medidtica. Nuestro modelo toma en cuenta las politicas de control de epidemias
emitidas por las instituciones correspondientes, [14] de que los infectados con VIH pueden pasar por un
tratamiento con el objetivo de retrasar la enfermedad del SIDA. A continuacién se muestra los valores de
los pardmetros obtenidos de [7, 1, 20, 13] y otros asumidos:

2.2. Sistema de Ecuaciones Diferenciales del Modelo SIIJA. Con las salidas y entradas de los com-
partimientos poblacionales que se muestra la Figura 2.1 y considerando las expresiones dadas en (2.1), se
obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:

G =h- (B2 ) ns— (B Ao ) 95 s, ()
=p (- )125+q(62—6; ) IS - e @3
2= -p) (-2 RS+ (=) (G- Bt ) IS el - (uk D+ . 2
%’ =1L — (& +&+p+p), 25
W=l (o)A 2.6)

Ahora para abreviar la notacion en el andlisis del modelo matemético consideremos las nuevas constantes:

b1:€+/.t,
52=T+M7
b3 =& +& +p+u,
by = p+ a.

De esta forma el sistema de ecuaciones diferenciales (2.2)-(2.6) se convierte en:

dS A bt

o <51 512> IS — (52 B — J) JS — S, 2.7
dl J

dtIZP(ﬁl 51 )125+Q(52—52 +J) JS —bi Iy + &1, (2.8)
dl ’ P A

ﬁ = (]_ —p) (ﬁl _ﬁlm—FIg) IS + (]. —q) <ﬂ2 —ﬁ2m+ ,]) JS +el; — byls +§2J7 2.9)
dJ

E :’I’IQ—ng, (210)
dA

= pJ — byA. (2.11)

Por consiguiente el sistema (2.7)-(2.11) es el que vamos a utilizar de ahora en adelante para realizar el
analisis cualitativo.
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Parametro | Descripcion Valores Estimados Referencia

A Tasa de reclutamiento de poblacién 300 personas por afio [1]
Tasa de transmisién del VIH por parte del

51 compartimiento I antes de la cobertura de los | 2.2727 x 1076 (per. afio) ! Asumido
medios
Tasa de transmisién del VIH por parte del

B2 compartimiento sintomdtico J antes de la co- | 4.5442 x10~7 (per. afio) ~! | Asumido
bertura de los medios

3; Tasa de. trgnsmlslon del VIH por p.a/rt.e del 2 x 10~ (per. afio) ~! Asumido
compartimiento I con cobertura medidtica
Tasa de transmisién del VIH por parte del

By compartimiento sintomético .J con cobertura | 4 x 10~7 (per. afio) ~* Asumido
medidtica
Fraccion de susceptibles S estando infectados .

P . 0.9 Asumido
por I que ingresan a I;; el resto pasa a I,
Fraccién de susceptibles S estando infectados .

q 0.8 Asumido
por J que van a Io; el resto pasa a I

€ Tasa de progresién del compartimiento I; a I, | 0.002 afio™! [7]

. Tgsa de/: progresion del compartimiento Iy a 0.025 afio ~1 7]
sintomdticos J

P Tasa de progresién del compartimiento J a A | 0.03 afio ! [13]

& Tasa de progresién del compartimiento .J a I; | 0.8 afio ~* Asumido

& Tasa de progresién del compartimiento J a Iy | 0.9 afio ~! Asumido
Tasa de mortalidad natural 0.01 afio ~* [7]
Tasa de mortalidad por causa del VIH/SIDA 0.01 afio ~* [7]
Constante de saturacién media que refleja el

m impacto de la cobertura de los medios en la | 30 personas [20]
transicién de contacto

Tabla 2.1: Descripcidn y valores de los pardmetros del modelo SIIJA

2.3. Positividad de Soluciones y Region Invariante. Para hacer un analisis de nuestro modelo matem-

atico se va a demostrar que las soluciones son positivamente invariantes en alguna regiéon. Como se esti
considerando poblaciones de susceptibles, infectados con latencia lenta, infectados con latencia rapida, in-
fectados sintomaticos y con SIDA, estas poblaciones serdn representadas como funciones continuas que
dependen de t.
Sean S, I;,I5,J,A € Cl;esdecir S, 11,15, J, A : ]Rar — Rg continuas en todo el dominio Rf{, entonces
las operaciones elementales entre ellas son continuas para todo ¢ > 0. De la misma manera consideramos los
parédmetros definidos en un intervalo (0,1) C R™, por tanto al multiplicar un pardmetro con S, I, I, J, A
el resultado sigue siendo una funcién continua para todo ¢ > 0.

2.3.1. Positividad de Soluciones. Es importante para describir el modelo del sistema (2.7)-(2.11)
probar que todas las variables de estados son no negativas, es decir que las soluciones del sistema con con-
diciones iniciales positivas serdn positivas para todo ¢ > 0. Para ello demostramos el siguiente lema.

Lema 2.1. Si las siguientes condiciones iniciales del sistema (2.7)-(2.11) estdn dadas por S(0) >
0,1;(0) > 0,15(0) > 0,J(0) > 0y A(0) > 0, entonces las soluciones S(t), I(t), I2(t), J(t) y A(t) son
positivas para todo t > 0.

Demostracion: Tenemos como hipétesis que las condiciones iniciales son positivas, ahora vamos a
probar que las soluciones también son positivas. Entonces realizamos esta prueba por contradiccion:
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e Para el caso de S(¢), supongamos que en un primer tiempo ¢; se cumple S(¢1) = 0 con S’(t) < 0
para todo ¢t € [0,¢;], ademds I;(t) > 0, I2(t) > 0, J(¢t) > 0y A(t) > 0, Vt € [0,;], entonces si
reemplazamos en (2.7) se tiene

() = A (- 820 ) le)S(n) — (52— B ) TS - (o).
$(t) =4 - (51— 5 LU0 (ﬁz By ) J0)(0) = (0),
S'(t1) = A >0,

lo cual es una contradiccidn, por consiguiente S(¢) > 0, ¢ > 0.

o Para el caso de I1(t), supongamos que en un primer tiempo 5 se cumple I7 (t2) = 0 con I1(t) < 0
para todo t € [0, 2], ademds S(¢) > 0,I5(t) > 0,J(t) > 0y A(t) > 0, Vt € [0, t2], entonces si
reemplazamos en (2.8) se tiene

Ii(t2) =p (31 - ﬂi%) Ir(t2)S(t2) + ¢ (32 — B

—bili(t2) + &1 (t2) > 0,

J(t2)
erJQ(tQ)> J(t2)S(t2)

lo cual es una contradiccién, por consiguiente I3 (t) > 0, ¢ > 0.
Al seguir el mismos andlisis para I5(t), J(t) y A(t) llegamos a resultados andlogos. Por lo tanto, las solu-
ciones S(t), I1(t), I2(t), J(t) y A(t) del sistema son positivas V¢ > 0.

2.3.2. Region Invariante. Ahora demostraremos que existe una region factible invariante €2, donde
con una condicidn inicial las soluciones del sistema no escapen de la region 2 que tenga interpretacion
biolégica segtin nuestro modelo. Considerando la condicién de que las poblaciones S(t), I1 (t), I2(t), J(t),

. A .
A(t) estdn acotadas por la tasa de supervivencia —, donde A es la tasa de reclutamiento y u la tasa de
A g A
mortalidad, entonces N (¢f) < —. Bioldgicamente nos lleva a la siguiente interpretacion; que si — < 1
K M

A
entonces las poblaciones en algiin momento se van a extinguir y si — > 1 entonces las poblaciones seguirdn
I

existiendo.
Lema 2.2. Sea la region factible ) definida por:

Q= {(S(t),[l(t)Jg(t), J(t), A(t)) € R /N(t) < 2} 7

es positivamente invariante por el sistema de ecuaciones (2.7)-(2.11) con condiciones iniciales S(0) >
0,1;(0) > 0,15(0) > 0,J(0) > 0y A(0) >0
Demostracion: Al sumar las ecuaciones del sistema (2.7)-(2.11) tenemos:

d
SSHL+ L+ T+ A)=A—u(S+ L+ L+ T +A4) - ad,

dN
— =—uN+(A—ad
7 = HN (A -ad),
y dado que A(¢) es positiva para todo ¢ > 0,
dN

Resolviendo la ecuacion diferencial (2.12) tenemos:

_4N

—uN+A~ 7

N—§§Ceﬂ‘t,
i

luego la solucién es de la forma:

N(t) < Ce ™t + ﬁ. (2.13)
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Ahora como S(0) > 0,1;(0) > 0,15(0) > 0,J(0) > 0, A(0) > 0 tenemos que N (0) > 0. Entonces
A A
sit=0—N(O) <C+ 1 — CNO)- .

Reemplazamos en (2.13):

A A

N(t) < <N(0) - ) e M+ —,

I I

A A A

N(t) < N(0)e ™ + = — —e H < N(0)e M + —.

poop T

Por consiguiente,

0< N(t) < =+ N(0)e ",

==

donde N (0) representa el valor inicial del total de poblacién. Entonces analizando para valores de ¢ muy
grandes se tiene,

lim supN(t) <

t——+o0

==

Esto implica que la regién

0= {<s<t>,fl<t>,zz<t>, J(1), A(t)) € RSN (1) < ﬁ}

sea un conjunto positivamente invariante para el sistema (2.7)-(2.11).

2.4. Estado de Equilibrio del Modelo SIIJA. En esta seccién se calculan los puntos criticos del
modelo matemadtico para estudiar la estabilidad del sistema de ecuaciones diferenciales (2.7)-(2.11), re-
presentado por el sistema de ecuaciones iguales a cero. En esta seccion hallaremos los puntos criticos del
sistema para luego estudiar su estabilidad local.

2.4.1. Punto de equilibrio libre de infeccion. Sea el sistema de ecuaciones no lineales:

’ I ’ J
A— <ﬂ1 - BlijJ LS — (52 - 62W> JS —puS=0, (214

’ I ’ J
P<51—B1m_ib) 125+Q(52—52W> JS — bl +6J =0, (2.15)
P/ A |
(1 _p) (ﬂl _Blmj.ﬁ) IQS+ (1 _Q) (62 _ﬂzw) JS+EIl —bQIQ +€2J= O7 (216)

rly — b3 J =0, (2.17)
pJ —biA=0, (2.18)

se procede a despejar las variables I5 y A de las ecuaciones (2.17) y (2.18) respectivamente:

IQ = 1737']7
r
pJ
A=—.
ba
Asi mismo de las ecuaciones (2.14) y (2.16) se tiene .S e I; dadas por las expresiones:
A
5= bsJ  \ bsJ J ‘
Y 3 234 BT
(ﬁ1 ﬁlmegJ) : +(ﬁz 52m+J)J+u
babs bsJ b3S J
J [ —&—(1-p) (51 ﬂi) — (-9 (52 5&) S}
I = r mr—i—bZJ T m+J (219

Reemplazando estos valores en la expresion (2.15), uno de los valores de .J es cero y con ello el punto libre
de infeccidén Ej es

A
Eo= (S, I, 1>, J, A) = (u’0’0’0’0> . (2.20)
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2.4.2. Numero de reproduccion basico. El niimero de reproduccién basico se define como el niimero
medio de casos secundarios generados por un caso infeccioso primario en una poblacién completamente
susceptible. Para ello calculamos el nimero bésico de reproducciéon mediante la matriz de la préxima gene-
racion [23].

Si X = (I, I, J, A)T entonces el sistema (2.8)-(2.11) se escribe como:
dX

donde,
’ IQ ’ J
p(m- iy ) s va (- sigy) us
!/ 12 ’ J
F(X) = (1-p) 51—51m LS+ (1-q) <ﬁ2—52W>JS 7 221
0
0
y
—eli + baly — &3J
70 T e (2.22)
—rly + b3J
—pJ + b4A.

Las matrices Jacobianas de F'(X) y V(X)) obtenidas en (2.21) y (2.22) evaluadas en el punto de equi-
librio Ey (2.20) son las siguientes:

A A
0 pﬁlﬁ qﬁz‘; 0 b 0 =& 0
A A
po |0 Q=P A-af 0| 2 —& , (2.23)
0 0 0 0 0 —-Tr b3 0
0 0 0 0 0 0 —p by

Luego de (2.23) calculando la matriz 'V ~! y hallamos su maximo autovalor segiin Van den Driessche
et al. [23], el cual representa el nimero de reproduccién basico Ry:

Ro = p(FV—1) = ( P&+ & +p+p)(u(d —p) +e) + Bor(u(l —q) +¢) ) A (2.24)
relp+m) +pE+p+w)+uEr+&+ptu)et+p)) 1

La expresion (2.24) la denotamos de la siguiente manera:

Ry =p(FV™1) = (W’?’L1 *Parks ) A (2.25)
¢ %
donde,

Li"=bi(p—1)—pe=plp—-1) —¢, (2.26)
Ly =b1(¢g—1)—qge=p(g—1) —¢, (2.27)
0= (Efl + blfQ)T - blbgbg. (228)

En (2.28) por las definiciones de los pardmetros involucrados, se tiene que 6 < 0, luegocomo 0 < p < 1y
0 <qg<1,entonces L1* <0y Ly* < 0.

2.4.3. Punto de equilibrio endémico E*. Para esta seccion se considera el segundo factor: A;.J? +
B1J?+CyJ + Dy que se obtiene de la ecuacién (2.15), el cual igualamos a cero:

AJ3+ B J*+CJ+Dy =0, (2.29)

donde todos los coeficientes depende de los parametros:



Gonzales-Moreno K, Lépez-Cruz R. - Selecciones Matematicas. 2021; Vol. 8(2): 274-294 283

Ay = bt (81 = B)bs + (B2 = B)r]
By = 0 [rbym(By + B) + purby + mb3(By — B) + r*m(B - B)]
+ bard [ba(By = B)(p = Dby +pe) +7(B2 = B)(1 = )b +2)]
C1 = mr0 [m(B1bs + Bar) + pu(r + bs)] + bsrmA [rﬁl +b3(61 — 61)} (pe + (1 —p)b1),

+ 72mA [Babs + (B2 — B2")] (ge + (1 — q)by),
Dy = m®r® [uf + B1bsA(pe + (1 — p)br) + rB2A(qe + (1 — q)b1)] .

Colocando los coeficientes By, C1 y D; en funcién de R (2.25) se tiene,

Ay = b [ (B = )b + (B2 = Bi)r

By = 0 [rbym(By + Ba) + mb3(B — 8)) + r*m(Bz — ;) + prba(l — Ro)
— b7 A [b By (pe + (1 = p)b1) + 7oz + (1 - )]

Cy = mr [m(Bibs + Bar) + u(r + bs) (1 — Ro)]
— rmA [B36 (pe + (1~ p)br) + 7B (a= + (1 - br)]

Dy = m?r?uf(1 — Ry).

Ahora considerando las expresiones (2.26)-(2.27), presentamos las siguientes notaciones:

= (B1 — B)bs + (B2 — By)r (2.30)
Ry = <61b3L1 + Syl ) Ao (2.31)
g I
127 % 2T ok
Ry = <ﬁ153L1 ;627" Lo ) % > 0. (2.32)

De esta manera los coeficientes de la ecuacién (2.29) se reducen a:

A = byw,
{m [w 4 bs) + rbs(By + 62)} + prbs(1+ Ry — Ro)} )

:mr{ [w—&— ,81b3+527“)} pwl(r+b3)(1 — Ry) +R2]}7
Dy = —m?r’u(Ry — 1).

Asi, E* serd un punto de equilibrio endémico, siempre que J* tenga una solucién positiva en la ecuacién
(2.29); es decir: Ay (J*)3 + B1(J*)? + C1J* + Dy = 0, con el objetivo de que se tenga sentido biolégico
en nuestro modelo. Los coeficientes A1, B; y C son positivos y D; es negativo cuando Ry > 1. Ahora
para encontrar las raices de un polinomio de tercer grado usamos la férmula de Cardano [?, 18], teniendo
las siguientes posibilidades de encontrar puntos endémicos segun la siguiente proposicion:
Proposicion 2.1. El polinomio Ay (J*)® + By (J*)? + C1J* + Dy = 0 tiene

1. Una solucion real con triple multiplicidad si /\1 = Ny = 0.

2. Una solucion real con doble multiplicidad si N2 — A3 = 0, donde /\1 # 0y Ny # 0.

3. Una solucion real si N3 — N3 > 0.

4. Tres soluciones reales diferentes si A2 — A3 < 0.

B G)e (), () ()
2( -9 + 27 — | =3(—-
con Ay = Ay A ) \ Ay Ay YAy = Ay Ai)

54 9
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donde la solucion general de la ecuacion ciibica estard dada por

( 1)
R \3/—A1+1/A%—A§+ {/— Ay —\[ A2 = A3,

El polinomio P(J*) = A;(J*)3 4+ B1(J*)? + C1J* + D;, tiene un cambio de signos en sus coeficientes
y segtin la regla de signos de Descartes [19] el polinomio tiene una sola raiz positiva, asi mismo P(—J*)
tiene dos cambios de signos; esto quiere decir que puede tener 2 raices negativas o ninguna negativas.
Por consecuencia, el polinomio de tercer grado P(J*) tiene dos posibilidades de tener raices: una raiz real
positiva y dos raices reales negativas o una raiz real positiva y dos complejas con parte imaginaria. Entonces
segin el método de Descartes garantizamos la existencia de J* > 0 y con ello el punto de equilibrio
endémico E*. Luego denotamos el punto de equilibrio endémico como E* = (S*, I, I5, J*, A*), donde;

1/3

[27A§D1 +9A1B1Cy — 2B} + \/A(3A,C; — B2)3 + (27TAZD; + 94, B,C; — 2Bf)2}
3¢9/24,
V2(3A,C1 — BY)
1/3
34, [27A§D1 +9A1B1Cy — 2B} + \/A(3A,C; — B2)3 + (27AZD; + 94, B,C; — 23;)2}

B
34,

J* =

es solucién de la ecuacion (2.29) y reemplazando en las otras variables, obtenemos:

S* = A

B ;b\ beJ” T o

<61_61m7”+b3J*> , +(62—52W)J + p

babs ;o bgJ* b3S* P

[*J{r == (3-8 2 ) 2 -0 (- B )
1 — c )
* b *
[2:73J,

* P 1«
AY = —J".

b4J

3. Analisis de Estabilidad.

3.1. Estabilidad Local de E,. Mediante el teorema de Van de Driesshe and Wamough [23], se garan-
tiza que el punto de equilibrio libre de enfermedad Ej es localmente estable si es localmente asintéticamente
estable.

Teorema 3.1. El punto de equilibrio libre de enfermedad Ey del sistema de ecuaciones diferenciales
(2.7)-(2.11) es localmente asintdticamente estable si Ry < 1, inestable si Ry > 1.

Demostracion: Se calcula la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (2.7)-
(2.11),

—B1(12).Iy — B2(J).J — p 0 =S¢ —S¢o 0

pBi(12). 1o + qB2(J).J —by PSPt qSo2 + &1 0
J = (1—p)ﬂ1([z)IQ-F(].—q)ﬁg(J)J & (1 —p)S¢1 —bg (1—(])S¢2+52 0 ) (31)

0 0 r —bs 0

0 0 0 P —by
donde;
o ’ 2m —+ IQ

$1=051— B (W) I>. 3.2)

o 2m+J
¢2 = B2 — By <M) J. 3.3)
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luego evaluamos en la matriz Jacobiana el punto de equilibrio no endémico Ej,

o BiA _BeA .
I 1%
A A
0 —b pPh P 0
_ A A
JE) =10 o a-p2h_y, a-9P2ie o | (34
7 jz
0 0 T —bs 0
0 0 0 p —by

Después de calcular el polinomio caracteristico hallamos la solucién de la ecuacidn caracteristica mediante
|J(Eo) — M| = 0, obteniendo la siguiente expresién:

A+ )X+ bg) (W + a1 A + asA + a3) =0, (3.5)

donde;

A
ar =by +by+b3—(1 —P)ﬂlﬁy

/ s A OR A
ag = b1by 4+ b1bs + babs + (W-‘rﬁlbg +52T)ﬁ —ré + 70 +ﬂ1L>{;a

as = 9(R0 - ].)

Ahora usando el criterio de Routh-Hurwitz [2], se sabe que si todos los autovalores tienen parte real nega-
tiva, entonces el sistema de ecuaciones diferenciales es localmente estable en el punto de equilibrio libre
de infeccion FEy. Luego se cumple que a1, az,a3 > 0y ajas —az > 0 cuando Ry < 1, Ay = —p,
Ao = —by y otras se obtienen de la ecuacién A3 4+ a;A\? 4 as\ + az = 0. Luego con las condiciones
p(bibs + b1bs + babs) + (@ + Bybs + o)A
pr§a — ORo — B1LTA

consecuencia, el punto de equilibrio libre de enfermedad es localmente asintéticamente estable por lo tanto
localmente estable.

Teorema 3.2. El sistema de ecuaciones diferenciales (2.7)-(2.11) tiene un punto de equilibrio libre de
infeccion Ey si Ry < 1, y es localmente asintoticamente estable con la condicion:

Ry < 1,

> 1 se cumple el criterio de Routh-Hurwitz. En

f1(b1ba + bibs + babs) + (@ + B1bs + Byr)A
prés — ORy — B LT A

> 1.

3.2. Estabilidad local de E*. En esta seccién vamos analizar la estabilidad local del punto de equili-
brio endémico E* = (S*, I, I3, J*, A*) del modelo (2.7)-(2.11). Para ello calculamos la matriz Jacobiana
evaluada en E£*:

Ay, 0 D- G 0
By b —pD2 —qG2+ & 0
J(E*) = CQ (3 (p — 1)D2 — b2 (q - 1)G2 + 62 0 ) (36)
0 0 r —b3 0
0 0 0 P —by
donde se tiene que:
Co=Q1—=p)si(l3) I3 + (1= q)B2(J7).J" Dy = —S%¢]
Gy = —5"¢;
y
% ’ ’ m2 % ’ ’ m2
¢17517ﬂ1+61(m+[§)2 ) ¢2*52*52+52m-
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En las expresiones ¢ y ¢35 se ve claramente que toman valores positivos, luego Dy < 0, G2 < 0; asi mismo
por ser también 51 (I3) y B2(J*) positivos en consecuencia Az < 0, By > 0y Cy > 0.

Abhora se calcula los autovalores resolviendo la ecuacion caracteristica |J(E*) — AI| = 0, obteniendo la
expresion:

()\+b4) ()\4 —|—a1)\3 —|—a2)\2 +CL3)\+CL4) =0, 3.7
con los coeficientes a; (donde ¢ = 1, 2, 3, 4) dados por:
a1 = by + by + b3 — Ay — (p— I)DQ,
ag =T +71& + Do L] — Do (Ag(p — 1) — C3) — (b1ba + babs + b1bs) + Ao (b1 + by + bg) ,
as = _A2 (T* + 7"52 + DQLT) + CQP* + DQV* + AQ (blbg + b1b3 + bgbg) + G(RS + 1),
Q4 :V*P* 7A29(R8+1),
donde;
P* = D2bg + G2T7
V* = Cyby + Bse,
LT = bl(p - 1) —&p,
T* = b3D2(p — 1) +7"G2(q — 1),
Ry—Ri) S*'m? | bsfiL; n rBy L
A 0 |(m+13)°  (m+J9)?

L

Usando el criterio de Routh-Hurwitz [2], el sistema de ecuaciones diferenciales es localmente estable en el
punto de equilibrio endémico E* si todos autovalores tienen parte real negativa. Entonces en la ecuacion
(3.7) se tiene una solucién A\; = —b, y las otras se obtienen resolviendo la ecuacién A a A3+ ag\? +
az\+ay = 0. Esta ecuacion tiene solucién segtin Routh-Hurwitz cuando ajazaz — a3 —a?as > 0, Ry > 1,
Rs <1,R4 <1, Rs <1y Rg < 1, los cuales vienen denotados por:

R _A2 + (p— 1)D2
3=
by + by + b3
g L 46+ DLt — Dy (As(p— 1) — Cy)
4 (b1ba + babs + b1bs) — Az (b1 + ba + b3) 7
R Ao (T* + 18+ Do LY) + Co P + Do V*
5T Ay (bibs + bibs + bobs) — O(Ry + 1)
*P*
Rg = V

Ao (Ry+1)°

En consecuencia, el punto de equilibrio endémico es localmente asint6ticamente estable y por lo tanto
localmente estable. Mostramos estos resultados en:

Teorema 3.3. El sistema de ecuaciones diferenciales (2.7)-(2.11) tiene un punto de equilibrio endémico
E* si Ry > 1y es localmente asintéticamente estable si ademds se cumple que Rz < 1, Ry < 1, R5 < 1,
Rg < 1yajasas — a% — a%a4 > 0.

4. Simulaciéon numérica. En esta seccidn, vamos a mostrar las dindmicas de las variables en estudio;
S, 11,15, J y A respecto al tiempo, para ello hemos utilizado el programa XPPAUTO [6].
Consideramos las condiciones iniciales:

S(0) = 22000, I;(0) = 10, 12(0) = 5,J(0) = 1, A(0) = 0, 4.1

junto con los valores de los pardmetros dados en la tabla 2.1. En la Figura 4.1, tenemos la dindmica de las
poblaciones en un intervalo de tiempo ¢ € [0; 1000] y con Ry = 0.8490217< 1, con lo cual el ndimero de
susceptibles S(t) crece en un inicio hasta estabilizarse a partir de ¢ = 400 aproximadamente, mientras que
en el caso de I (t), I2(t), J(t) y A(t) vemos que decrecen lentamente hasta que llegan a estabilizarse; de
esta forma verificamos que el punto de equilibrio libre de infeccién Ey = (30000,0,0,0,0) es asintéticamente
estable cuando Ry es menor que 1, tal como se indic6 en nuestro andlisis. Las tasas de incidencias que se han

utilizado en la Figura 4.1 son; 3; = 2.2727x10~%(per. afio) ™! = (per. afio) ™!, que se interpreta
como; 1 cada 440000 personas contraen el VIH por algin individuo infectado de I5 cada afio y By =
4.5442x 107" (per. afio) ~! = —————

X107 (per. afto) 2201673

contraen el VIH por algtn individuo infectado de J cada afio.

(per. afio)~!, que tiene el significado: 1 cada 2201673 personas
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Figura 4.1: Dindmica de transmisién de las poblaciones S(t), I1(t), I2(t), J(t) y A(t) en el tiempo t €
[0; 1000]

La Figura 4.2 muestra la dindmica de las poblaciones S(t), I1(t) y I2(t) después de haber cambiado
algunos de los valores en los pardmetros; 3, = 2.2727x107°, By = 4.544x1076, /8; = 0.00001, /B; =
0.000003 y » = 0.01. De estos valores se visualiza que las tasas de incidencias 3; y B2 son mayores
comparadas con los dados en la tabla 2.1 y con ello se obtiene un valor de Ry = 12,14067 > 1, con el cual
vemos que el nimero de infectados con latencia lenta I; crece mds rapido comparados con los de latencia
rapida I, hasta llegar a estabilizarse a partir de ¢ = 300 y ¢ = 400 respectivamente, mientras tanto el nimero
de susceptibles S(t) crece hasta llegar a un pico méximo en ¢ = 100 y luego decrece para posteriormente
llegar a estabilizarse a partir de ¢ = 400.

—_—S(t
25000 f ®
— L (t)
L(t)
20000 f
§ 15000 f
o
=
E 10000 |
5000 f
0 " i i L
0 200 400 600 800 1000

Figura 4.2: Dindmica de transmision de la poblacién de susceptibles, Infectados con latencia lenta y rdpida
con Ry=12.14067

Al mismo tiempo la Figura 4.3, se obtuvo con los mismo valores de los pardmetros que se usaron para
la Figura 4.2, donde se tiene la dindmica de las poblaciones J(t) y A(t); en esas poblaciones se observa
que crecen después de un cierto tiempo logrando estabilizarse posteriormente a partir de ¢ = 500. De las
Figuras 4.2 y 4.3 se verifica que el punto de equilibrio endémico dado aproximadamente por E*=(4412,
20932, 4550, 26,39) es asintdticamente estable. Ademds, tenemos que el nimero de individuos de I;(t)
incrementa hasta llegar a estabilizarse en un valor mayor que el de todas las poblaciones.

A continuacién vamos a mostrar la dindmica de la poblacion A(¢), variando la condicién inicial I5(0)
y después J(0). Seguidamente se presentard la dindmica de la poblacién J(t), variando las condiciones
iniciales de I (0) y luego I5(0) para t € [0,600] con el objetivo de hacer una comparacién entre los di-
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Figura 4.3: Dindmica de transmisién del grupo de Infectados sintomadticos y la poblacién con SIDA respecto
al tiempo con Ry=12.14067

ferentes escenarios. En la Figura 4.4, se aprecia la dindmica de la poblacién que representa el nimero de
individuos que tienen SIDA, A(t); la cual fue obtenida con los valores de los pardmetros dados en la tabla
2.1 y con las condiciones iniciales en (4.1). Primero variamos la condicién inicial I5(0), con valores de
1666, 3333 y 5000 personas infectadas con latencia rapida (Linea continua), esto mientras se mantenian
las mismas condiciones iniciales para las otras poblaciones dadas en (4.1); de la misma manera variamos la
condicién inicial para J(0) con valores de 1666, 3333 y 5000 personas infectadas con sintomas (Linea dis-
continua), esto mientras se mantenian las mismas condiciones iniciales para las otras poblaciones dadas en
(4.1). Comparando las curvas que representan los individuos con SIDA en los diferentes escenarios, vemos
que A(t) llega mds rdpido a su pico més alto (80 personas con SIDA) cuando J(0) = 5000; mientras que
si I5(0) = 5000 el nimero de personas con SIDA llega a un mdximo de 39 individuos aproximadamente
en t = 50. Es decir, se llegard a tener pocas personas con SIDA en el caso que se consideren inicialmente
5000 personas infectadas con latencia rapida que cuando se toman 5000 personas infectadas con sintomas
inicialmente.

100 pr T T T T T

— 13(0) = 1666

1,(0) = 3333

17(0) = 5000

80
\ ————f{0) = 1666
? ===={(0) = 3333

———(0) = 5000

500 600

Figura 4.4: Dindmica de la poblacién con SIDA respecto al tiempo variando las condiciones iniciales para
I5(t) y J(t) con Ry =0.8490217

En la Figura 4.5, se aprecia la dindmica de la poblacién que representa el niimero de individuos infec-
tado con sintomas y en tratamiento, J(¢); la cual también fue obtenida con los valores de los pardmetros
dados en la tabla 2.1 y con las condiciones iniciales en (4.1). Primero variamos la condicion inicial 1;(0),
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con valores de 1666, 3333 y 5000 personas infectadas con latencia lenta (Linea continua), esto mientras se
mantenian las mismas condiciones iniciales para las otras poblaciones dadas en (4.1); de la misma manera
variamos la condicién inicial para I5(0) con valores de 1666, 3333 y 5000 personas infectadas con latencia
rapida (Linea discontinua), esto mientras se mantenian las mismas condiciones iniciales para las otras po-
blaciones dadas en (4.1).

100 py = = . = .
i 1,(0) = 1666
1,(0) = 3333
80 | ——1,(0) =5000 | |
-———l2(0) = 1666
—=mel,(0) = 3333
\
60 kit e l3(0) = 5000 | ]
\
- ot
\
s\
40 FiV y
TR
20 .
0 = -
400 500 600

Figura 4.5: Dindmica de la poblacién sintomadtica J(t) respecto al tiempo variando las condiciones iniciales
para I1(t) y I1(t) con Ry = 0.8490217

Comparando las dindmicas, vemos que la curva J(t) llega mds rdpido a su pico mds alto (68 personas
infectadas sintométicas) cuando I>(0) = 5000; mientras que si /;(0) = 5000 el nimero de personas sin-
tomaticas llega a un maximo de 5 individuos aproximadamente en ¢ = 80. Es decir, se llegara a tener pocas
personas infectadas con sintomas en el caso de que se consideren inicialmente 5000 personas infectadas
con latencia lenta que cuando se toman 5000 personas con latencia rapida como condicién inicial.

Ahora veremos el impacto de la cobertura medidtica (m) en la dindmica de S, I; y I. Para ello
consideramos incrementar el nimero de individuos en las condiciones iniciales; S(0) = 1034955, I;(0) =
110, I2(0) = 160, J(0) = 165y A(0) = 145 y asumir nuevos valores para los pardmetros A = 900,
w =0.0109, p = 0.86, ¢ = 0.57, ¢ =0.032, &, = 0.2, & = 0.06, r = 0.95, p = 0.199, o = 0.06, 51 =
0,00000929, B2 = 0.000014, ﬁ; = 0.000006, ﬁ; = 0.00001 y m valores diversos con Ry = 4.8291.
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Figura 4.6: Dindmica de la poblacion de susceptibles en el intervalo de 0 a 25 afios variando el pardmetro
relacionado con la cobertura medidtica

En la Figura 4.6, se tiene la dindmica del ndimero de susceptibles S(¢) cuando m = 30, 300, 3000
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y 30000 respectivamente; en ella observamos que, si se logra identificar el menor nimero de individuos
infectados (de I3 y J) y en ese instante el drea de control y prevencion de enfermedades decide informar
a la poblacién sobre la enfermedad, entonces las tasas de transmisién serdn menores y por consiguiente
el nimero de susceptibles decrece lentamente. Por ejemplo, en el instante en que se logra identificar y se
decide comunicar que hay m = 3000 personas reportadas como infectadas, la curva de los susceptibles
decrece més rdpido que cuando se logra identificar y luego se decide comunicar que hay m = 300 personas
infectadas; dado que, si mediante los medios de comunicacion se toma la decisién de informa de los 300
individuos identificados como infectados, entonces la tasa de transmisién serd menor comparandola con
que si se logra identificar tardiamente 3000 personas como infectadas. Aqui, el impacto de la cobertura
medidtica se mide como la rapidez con la que se logra identificar e informar en ese momento a la poblacién
sobre un menor nimero de infectados; por consiguiente es una forma de control de la enfermedad.

T T T T T

m =30
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m = 3000
—_—m= 300()0_
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500000
~—='400000
300000
200000
100000

0 5 10 t 15 20 25

Figura 4.7: Dindmica de la poblacion de infectados asintomaticos con latencia lenta en el intervalo de 0 a
25 afios variando el parametro relacionado con la cobertura medidtica

En la Figura 4.7, se tiene la dindmica del nimero de infectados con latencia lenta I () cuando m =
30, 300, 3000 y 30000 respectivamente; aqui observamos que, si se logra identificar el menor nimero de
individuos infectados (de I» y J) y en ese instante el drea de control y prevencién de enfermedades decide
informar a la poblacién sobre la enfermedad, entonces las tasas de transmision serdn menores y por con-
siguiente el nimero de infectados /; incrementa lentamente y llega a picos muy bajos. Por ejemplo, en el
instante en que se logra identificar y se decide comunicar que hay m = 3000 personas reportadas como in-
fectadas, la curva de los infectados con latencia lenta incrementa hasta llegar aun valor maximo de 665044
infectados con latencia lenta en t = 9; mientras que, si se logra identificar y luego se decide comunicar que
hay m = 300 personas infectadas se llega a un maximo de 647227 infectados con latencia lentaen ¢t = 11;
puesto que, si los medios de comunicacién a partir de los 300 individuos identificados como infectados
comienzan a difundir las medidas de prevencidn, las personas estard informadas para evitar ser contagiadas.

Ahora en la Figura 4.8 se tiene la dindmica del nimero de infectados con latencia rapida I5(¢) cuando
m = 30, 300, 3000 y 30000 respectivamente; en ella vemos que, si se logra identificar el menor nimero
de individuos infectados (de I y J) y en ese instante el drea de control y prevencion de enfermedades
decide informar a la poblacién sobre la enfermedad, entonces las tasas de transmisién serdn menores y por
consiguiente el nimero de infectados /5 incrementa lentamente y llega a picos muy bajos.

Por ejemplo, en el instante en que identifica y comunica que hay m = 3000 personas reportadas como
infectadas, la curva de los infectados con latencia rapida incrementa hasta llegar aun valor maximo de 80823
infectados con latencia rapida en ¢ = 5.4, mientras que; si se logra identificar y luego se decide comunicar
que hay m = 300 personas infectadas se llega a un maximo de 75079 infectados con latencia rdpida en
t = 7. Es decir, si en el mejor de los casos los medios de comunicacién a partir de los 30 individuos iden-
tificados como infectados comienzan a difundir las medidas de prevencion, las personas estard informadas
para evitar ser contagiadas y se llega a un pico de 73227 en t = 8.3.
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Figura 4.8: Dindmica de la poblacién de infectados asintomadticos con latencia rapida en el intervalo de 0 a
25 afios variando el pardmetro relacionado con la cobertura medidtica

Sin embargo en la Figura 4.9 se tiene la dindmica del nimero de infectados sintomaticos .J(¢) cuando
m = 30, 300, 3000 y 30000 respectivamente; en ella vemos que, si se logra identificar el menor nimero de
individuos infectados (de I> y J) y en ese instante las organizaciones encargadas de controlar las enferme-
dades deciden informar a la poblacién sobre la epidemia, entonces las tasas de transmision seran menores
y por consiguiente el nimero de infectados sintomaticos .Jo incrementa lentamente y llega también a picos
muy bajos. Por ejemplo, en el instante en que se logra identificar y se decide comunicar que hay m = 3000
personas reportadas como infectadas, la curva de los infectados sintomadticos incrementa hasta llegar aun
valor maximo de 124890 infectados en ¢ = 7.12, mientras que; si se logra identificar y luego se decide
comunicar que hay m = 300 personas infectadas se llega a un maximo de 119396 infectados sintomaéticos
en t = 8.8. Es decir, si en el mejor de los casos los medios de comunicacién a partir de los 30 individuos
identificados como infectados comienzan a difundir las medidas de prevencion, las personas estard informa-
das para evitar ser contagiadas y se llegard a un pico de 117143 personas infectadas sintométicas en ¢t = 10.
Por tltimo, se tiene la dindmica del nimero de individuos con SIDA A(t) en la Figura 4.10, cuando m =
30, 300, 3000 y 30000 respectivamente; aqui vemos que, si se logra identificar el menor nimero de indi-
viduos infectados (de I y J) y en ese instante las organizaciones encargadas de controlar y prevenir las
enfermedades deciden hacer conocer a la poblacién sobre la enfermedad, entonces las tasas de transmision
seran menores y por consiguiente el nimero de personas con SIDA, incrementa lentamente y llega a picos
muy bajos.
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Figura 4.9: Dindmica de la poblacién de infectados sintométicos en el intervalo de 0 a 25 afios variando el
parametro relacionado con la cobertura medidtica
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Figura 4.10: Dindmica de la poblacién con Sida en el intervalo de 0 a 45 afios variando el pardmetro
relacionado con la cobertura medidtica

Por ejemplo, en el instante en que se logra identificar y se decide comunicar que hay m = 3000
personas reportadas como infectadas, la curva de individuos con SIDA llegar aun valor mdximo de 141371
infectados en ¢ = 18.2, mientras que; si se logra identificar y luego se decide comunicar que hay m = 300
personas infectadas se llega a un maximo de 139681 individuos con SIDA en ¢t = 19.7. Es decir, si en el
mejor de los casos los medios de comunicacién a partir de los 30 individuos identificados como infectados
comienzan a difundir las medidas de prevencion, las personas estard informadas para evitar ser contagiadas
y se llegard a un pico de 138153 personas con SIDA en ¢ =20.1.

Ademds se observa que en las Figuras 4.7, 4.8 y 4.9 se tendrd un mejor caso cuando m = 30 puesto
que los valores médximo que toman las tres curvas son: 637667 ent = 12.2, 73227t =8.3y 117143 ¢ =10
respectivamente, esto nos indica que se pueden tomar algunas otras medidas de prevencion en los primeros
afios con el objetivo de que no se llegue a tener muchos individuos propensos a tener SIDA cuando ¢
incremente; dado que, en el diagrama 2.1 se visualiza una tnica entrada en A(t) que proviene de J () con
una tasa p = 0.199 (significa que en un periodo de ¢ = 5 un individuo pasa de J hacia A), entonces A(t)
crecerd después de un cierto tiempo ya que los infectados I5(t) pasan por tratamiento antes de llegar a tener
SIDA.

5. Analisis de sensibilidad. En esta seccion se presenta los indices de sensibilidad que miden la
influencia de los pardmetros sobre el Ry. Este andlisis se ha realizado mediante el coeficiente de corre-
lacién de rango parcial (PRCC), el cual mide la relacién lineal de cada pardmetro respecto al niimero de
reproduccién bdsico; Ry, usando rango de valores de los pardmetros; esto con el objetivo de reducir los
efectos de la no linealidad [11]. Los rangos que se han asumido para los parametros son los siguientes: A €
[200,500], 81 € [2.1x107,3.3x107%], B2 € [4.1x1077,0.04], p € [0,1], ¢ € [0,1], ¢ €[0.00018,0.035],
r €[0.02,0.98], p € [0.02,0.199], & € [0.18,0.82], &2 €[0.055,0.9] y 1 €[0.0095,0.0109] considerando
también una distribucién uniforme en cada caso.

De acuerdo al diagrama de tornado; Figura 5.1, se puede apreciar que los pardmetros que van a influir
considerablemente en la variacién del Ry son los que se explican a continuacion:

La tasa de transmision del VIH por parte del compartimiento sintomdtico J antes de la cobertura de
los medios, (32; tiene el mas alto valor absoluto del PRCC de 0.91996, y su valor es positivo, lo cual indica
una relacién directamente proporcional; esto es, al aumentar 5 se esperaria un aumento en el valor de Rj.
Por consiguiente incrementa la posibilidad de desarrollar una epidemia. Luego, la tasa de progresion del
compartimiento J hacia A, p; también tiene un valor alto de PRCC en valor absoluto de 0.81931. En este
caso la relacion es inversa; puesto que al aumentar p, el Ry disminuye. Es decir, que si p aumenta implica
que J disminuya y esto llevaria a que Ry decrezca. En consecuencia, a menor nimero de sintomaticos
propensos a tener SIDA, entonces menor el Ry. En el caso de la tasa de reclutamiento de poblacion, A;
se tiene un valor de PRCC de 0.64328, la relacidn con Ry es directa; es decir, cuando se incrementa la
poblacién de susceptible hay mas posibilidad de que se incremente el niimero de infectados. Otro pardmetro
sensible es la tasa de progresion del compartimiento de I; a I, €; la cual tiene un valor absoluto de PRCC
de 0.581213, cuya relacién es directa con el Ry. Lo cual indica que, si € aumenta implica que I; disminuya;
es decir, a menor niimero de individuos con latencia lenta propensos a tener alguna enfermedad crénica que
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Figura 5.1: Diagrama de tornado del modelo matemadtico del modelo SIIJA

debilite su sistema inmunolégico, menos valor tendra el Ry. En la Figura 5.1, se visualiza la relacién directa
o indirecta del resto de pardmetros con el Ry, las cuales se pueden interpretar de forma similar segin su
significado en la tabla 2.1 como se ha hecho con s, p, Ay €.

6. Conclusiones. En este trabajo, hemos presentado un novedoso modelo de epidemiologia matemati-

ca del VIH/SIDA, considerando dos tasas de incidencia que incluyen cobertura medidtica y que tienen la
forma de una funcién saturada (2.1). Con la ayuda del método matricial de préxima generacién, obtenemos
el nimero de reproduccién basico Ry, en el cual; si el nimero de reproduccion basico Ry es menor que
la unidad, el equilibrio libre de enfermedad es localmente asint6ticamente estable, lo que significa que la
enfermedad se extinguird. Mientras que, si el nimero de reproduccién basico Ry es mayor que la unidad,
el equilibrio endémico es localmente asintticamente estable, lo que significa que la enfermedad serd per-
manente. Estos resultados se visualizan en las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3. También se verificé la sensibilidad del
pardmetro de cobertura medidtica (/) mediante simulaciones numéricas; logrando mostrar que el impacto
de la cobertura medidtica m, se refleja cuando el area de control y prevencion de enfermedades logra iden-
tificar en el menor tiempo posible una cantidad pequefia de individuos infectados con VIH/SIDA desde que
empez6 la epidemia y en ese momento toman la decision de informar a la poblacién sobre la enfermedad. En
consecuencia la tasas de transmisién serdn menores comparadas en el caso que se de una informacién tardia
y que llevaria a tener mds infectados en poco tiempo encontrdndonos en situaciones de no estar preparados
para enfrenar la epidemia. Esto nos indica que se tiene un control mediante la cobertura de los medios para
que las tasas de incidencias disminuya. Lo cual se recomienda que los medios de comunicacién difundan la
informacién sobre el avance de la epidemia y las medidas de prevencién cuando m es pequefio. Asi mismo
mediante el andlisis de sensibilidad se tiene que la tasa de transmisién del VIH por parte del compartimiento
sintomatico J antes de la cobertura de los medios, 32; tiene el mas alto valor absoluto del PRCC del VIH/-
SIDA con una relacién positiva con el Ry, esto es que, si la tasa [, es pequefia entonces es posible que el Ry
disminuya. La tasa de progresion de J a A es el segundo pardmetro mas sensible, pero de forma negativa;
puesto que si se tiene menos individuos a tener SIDA entonces el R disminuye, luego es poco probable que
se desarrolle una epidemia. Este modelo es un modelo tedrico en la cual se ha hecho un andlisis matematico
donde se presentan diferentes escenarios de ocurrencia para este fendmeno epidemiolégico del VIH/SIDA
y se puede aplicar a cualquier realidad siempre y cuando tengamos una buena aproximacion de los valores
de los pardmetros y esto dependera de una buena toma de datos.
Como trabajos futuros se podria realizar el andlisis de la estabilidad global (2.7)-(2.11), asi mismo es posi-
ble considerar las dos tasas de incidencia pero con dos pardmetros de cobertura medidtica diferentes: una
que represente el nimero de individuos identificados como infectados con latencia rapida I3 y el otro, el
nimero de individuos identificados como infectados sintomadtico J para observar el impacto de la cobertura
de medios con ambos casos, esto como una perturbacién del modelo SIIJA como un nuevo modelo el cual
podria ser estudiado.
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